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ilu 


Cet  ouvrage  ayant  été  favorablement  accueilli  par 
les  Géomètres,  je  me  décide  à en  faire  paraître  une 
deuxième  édition.  Je  n’ai  pas  cru  devoir  changer  la 
rédaction  primitive,  sauf  en  quelques  points  où  des 
corrections  de  détail  étaient  nécessaires.  La  seule 
inodiGcation  essentielle  porte  sur  la  vingt-cinquième 
le^’on  qui  a été  entièrement  i-efondue  et  qui,  jointe 
aux  deux  précédentes,  offre  maintenant  une  étude 
complète  d’une  partie  de  la  théorie  des  nombres, 
indispensable  dans  l’analyse  des  équations  algé- 
briques. 

Mais  cette  édition  diffère  surtout  de  la  précédente 
par  les  Notes  que  j’ai  ajoutées,  et  qui,  toutes,  se  rat- 
tachent directement  aux  matières  traitées  dans  l’ou- 
vrage. On  trouvera,  dans  ces  Notes,  un  grand  nom- 
bre de  résultats  nouveaux  et  des  développements 
étendus  sur  quelques  questions  importantes  qui  ne 
sont  qu’indiquées  dans  le  texte. 

En  changeant  l’objet  de  la  vingt-cinquième  leçon 
qui  contenait  des  théorèmes  élémentaires  sur  les 
nombres,  et  en  la  consacrant  à l’exposition  complète 
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et  détaillée  de  la  théorie  des  nouvelles  quantités 
imaginaires  considérées  par  Galois,  je  me  suis  pro- 
posé de  faciliter  l’intelligence  d’une  partie  difficile 
des  écrits  de  ce  grand  géomètre.  Le  beau  Mémoire 
intitulé  : Sur  les  condithm  de  résoluhilité  des  équa- 
tions par  radicaux,  ne  laisse  pas  de  présenter  aussi 
quelques  difficultés  que  j’aurais  vivement  désiré 
éclaircir  en  faisant  connaître,  dans  l’une  de  mes 
Notes,  le  résultat  de  mes  études  sur  cette  théorie. 
Mais  les  considérations  qui  m’ont  retenu  lors  de  la 
première  publication  de  cet  ouvrage  m’imposent 
encore  aujourd’hui  la  même  réserve. 
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UE  LA  PRFMliRR  LI)lTIO>. 


Cet  ouvrage  est  le  résuiué  des  leçons  que  j’ai 
professées  à la  Sorbonne,  dans  la  Chaire  que  la 
Faculté  des  Sciences  m'a  fait  rhonneur  de  nie 
confier  cette  année  (1848). 

Entièrement  libre  du  choix  des  matières  de  mon 
Coiii-s,  j’ai  développé  la  théorie  de  la  résolution 
algébrique  des  équations,  et  les  questions  incidentes, 
qui  s’y  rattachent.  Je  crois  n’avoir  omis  aucun  des 
faits  principaux  acquis  à cette  partie  de  la  science. 

connaissance  de  l’Algèbre  élémentaire,  telle 
qu’elle  est  expost'*e  dans  l’excellent  ouvrage  de 
M.  Lefébnre  de  Fourcy,  suffit  pour  l’intelligence 
des  théories  les  jilus  importantes  de  ce  livre.  Toute- 
fois, j’ai  cru  pouvoir  faire  usage  du  calcul  diffé- 
rentiel et  du  calcul  intégral,  dans  un  petit  nombre 
de  passages. 

(a*s  rédactions  n’avaient  pas  été  d'abord  destinées 


Digitized  by  Coogle 


TIII 


AVERTISSEMENT  DE  LA  PREMIÈRE  É0IT105. 


à l’iDipression  : en  les  publiant,  j’ai  cédé  au  vœu 
exprimé  par  MM.  les  Professeurs  qui  m’ont  fait 
l’honneur  de  suivre  mon  Cours.  Je  m’estimerai  heu- 
reux si  je  contribue,  par  là,  à propager  l’étude  d’une 
des  parties  les  plus  intéressantes  et  les  moins  con  - 
nues  de  l’analyse. 
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Introduction . 

L’Algèbre  est,  à proprement  parler,  V Analyse  des 
équations  ; les  diverses  théories  partielles  qu’elle  com- 
prend se  rattachent  toutes,  plus  ou  moins,  p cet  objet 
principal.  A ce  point  de  vue,  l’Algèbre  peut  se  diviser  en 
trois  parties  bien  distinctes  ; 

1°.  La  théorie  générale  des  équations,  c’est-à-dire 
l’ensemble  des  propriétés  qui  sont  communes  à toutes  les 
équations  ; 

a”.  La  résolution  des  équations  numériques,  c’est-à- 
dire  la  détermination  des  valeurs  exactes  ou  approchées 
des  racines  d’une  équation  dont  les  coeflicients  sont  donnés 
en  nombres; 

3”.  La  résolution  algébrique  des  équations,  c’est-à- 
dire  la  détermination  d’une  expression  composée  avec  les 
coelTicients  d’une  équation  donnée,  et  qui , substituée  à 
l’inconnue,  satisfasse  identiquement  à cette  équation, 
soit  que  les  coefficients  de  l’équation  proposée  soient  nu- 
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mériqncment  donnés,  soit  qu’élant  simplement  consi- 
dérés comme  connus , ils  restent  indéterminés  et  repré- 
sentés par  des  lettres. 

Je  me  propose,  dans  ce  Cours,  d’exposer  spécialement 
les  recherches  que  les  géomètres  ont  entreprises  jusqu’.i 
nos  jours  sur  la  résolution  algébrique  des  équations,  en 
admettant  comme  connues  les  propriétés  générales  des 
équations , et  la  plupart  des  principes  sur  lesquels  repose 
leur  résolution  numérique.  Je  me  réserve,  toutefois,  de 
revenir  sur  quelques  points  principaux  de  ces  deux  théo- 
ries, qui  se  rattachent  à l’objet  de  nos  investigations. 

Sans  prétendre  faire  ici  l’histoire  complète  de  l’Al- 
gèbre, je  crois  devoir,  dès  .à  présent,  donner  un  aperçu 
des  principaux  'sultats  acquis  à cette  partie  de  la  science 
que  nous  allons  étudier. 

Il  serait  dillicile  de  dire  à qui  nous  devons  la  résolution 
des  équations  du  second  degré;  elle  se  trouve  daus  le 
livre  de  Diophante,  et,  comme  le  fait  remarquer  Lagrange 
dans  son  Traité  de  la  Résolution  des  équations  numé- 
riques, elle  ressort  uaturellentent  de  quelques  proposi- 
tions d’Euclide.  Luc  Paciolo,  qui  publia  en  i494ï  à Ve- 
nise , le  premier  livre  d’Algèbre  paru  en  Europe,  ne  fait 
aucune  mention  de  Diophante,  et  laisse  supposer  que  les 
algébristes  italiens  avaient  appris  des  Arabes  ce  qu’ils  sa- 
vaient d’algèbre,  c’est-à-dire  la  résolution  des  équations 
du  premier  et  du  second  degré. 

La  résolution  des  équations  du  troisième  degré  est  duc 
à deux  géomètres  italiens  du  xvi'  siècle,  Scipion  Ferrei 
et  Tartaglia;  mais  on  ignore  par  quel  chemin  ils  y ont 
été  conduits,  et  la  formule  qui  représente  les  trois  racines 
de  l’équation  du  troisième  degré  est  communément  appe- 
lée la  formule  de  Cardan, 

C’est  aussi  à un  géomètre  italien , Louis  Ferrari , dis- 
ciple de  Cardan,  que  l’on  doit  la  résolution  de  l’équation 
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* 

du  quatrième  degré.  Depuis,  plusieurs  méthodes,  (|ue 
nous  indiquerons  successivement,  ont  été  proposées  pour 
la  résolution  des  équations  du  troisième  et  du  quatrième 
degré;  mais  Lagrange  a montré,  dans  un  «excellent  Mé- 
moire inséré  parmi  ceux  de  l’Académie  de  lîcrlin,  pour 
1770  et  1771,  que  ces  méthodes,  dillércntes  en  appa- 
rence, reviennent  toutes,  au  fond,  à faire  dépendre  la 
résolution  de  l’équation  proposée,  de  celle  d’une  seconde 
équation  qu’il  appelle  résolvante , et  dont  la  racine  est 
composée  linéairement  avec,  celles  de  la  proposée  et  les 
puissances  d’une  racine  de  l’unité  du  même  degré.  En 
cherchant  à généraliser  cette  méthode,  à l’étendre  aux 
équations  de  tous  les  degrés,  ce  grand  géomètre  a montré 
qu’au  delà  du  quatrième  degré,  l’équatiin  résolvante  était 
d’un  degré  supérieur  à celui  de  la  proposée,  et  ne  parais- 
sait pas,  en  général,  susceptible  d'abaissement.  Il  a enrin 
fait  voir  clairement,  par  cette  analyse,  à cjuellc  circon- 
stance est  due  la  résolution  générale  des  équations  des 
quatre  premiers  degrés,  circonstance  qui  ne  se  présente 
plus  au  delà  du  quatrième  degré. 

Toutefois,  la  méthode  de  Lagrange  peut  être  employée 
utilement  dans  la  résolution  des  équations  binômes,  ou, 
ce  qui  revient  au  même,  des  équations  dont  dépend  la 
division  de  la  circonférence  du  cercle  en  parties  égales. 
La  résolution  de  ces  équations  avait  été  clléctuée  anté- 
rieurement et  pour  la  première  fois  par  M.  Gauss,  à 
l’aide  d’une  méthode  ingénieuse  fondée  sur  les  relations 
qui  existent  entre  les  diverses  racines  de  l’équation  bi- 
nôme, et  sur  la  considération  des  racines  primitives  àes 
nombres  premiers. 

Abel,  généralisant  les  résultats  obtenus  par  M.  Gauss, 
a montré  ensuite  que  si  deux  racines  d’une  étpiatipn  ir- 
réductible sont  tellement  liées  entre  elles , que  l’une  puisse 
s’exprimer  rationnellement  par  l’autre,  l'équation  est 

I . 
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solublo  par  radicaux,  si  son  degré  esl  un  nombre  pre- 
mier, et  que,  dans  le  cas  contraire,  sa  résolution  dépend 
de  celle  d’équations  de  degrés  moindres  que  le  sien.  C’est 
là  un  des  plus  beaux  résultats  dont  l’Algèbre  se  soit  en- 
richie de  nos  jours.  Abel  a fait,  dans  son  Mémoire,  l’ap- 
plication de  sa  méthode  aux  équations  binômes,  et  a ap- 
porté quelques  simplifications  à l’analyse  de  M.  Gauss. 

Voici  donc  une  classe  assez  étendue  d’équations  dont 
les  racines  peuvent  être  exprimées  par  radicaux;  mais  ces 
équations,  étudiées  par  Abel,  sont-elles  les  seules  qui 
]>ossèdcnt  cette  propriété?  Dans  quel  cas,  en  un  mot,  une 
équation  peut-elle  être  ré.solue  algébriquement?  Cette 
question  dillieilc  a été  résolue  complètement,  au  moins 
pour  les  équations  irréductibles  de  degré  premier,  par 
Evaristc  Gallois,  ancien  élèvede  l’Ecole  Normale,  etl'un 
des  géomètres  les  plus  profonds  que  la  Franee  ait  pro- 
duits. Dans  un  Mémoire  présenté  à l’Académie  des  Sciences 
en  1 83 1,  et  publié  en  1846  par  les  soins  de  M.  Liouville, 
Gallois  a,  en  effet,  démontré  ce  beau  théorème:  Pour 
qu’une  équation  irréductible  de  degré  premier  soit  soluble 
par  radicaux,  il  Jaut  et  il  sujjît  que,  deux  quelconques 
des  racines  étant  données,  les  autres  s'en  déduisent  ra- 
tionnellement. 

Enfin,  quant  aux  équations  dont  les  racines  sont  des 
({uantités  quelconques  n’ayant  entre  elles  aucune  dépen- 
dance, c’est-à-dire  dont  les  coefficients  restent  indéter- 
minés, leur  résolution  générale  est  impossible  au  delà  du 
({uatrième  degré.  Cette  proposition  importante,  énoncée 
par  Ruffini , a été  mise  hors  de  doute  par  les  travaux  plus 
récents  d’Abel. 

Tels  sont  les  travaux  les  plus  importants  qui  aient  été 
entrepris  sur  la  résolution  algébrique  des  équations,  et 
dont  j’ai  cru  devoir  faire  ici  l’indication  succincte. 

Nous  commencerons  ce  Cours  par  l’exposition  d’une 
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théorie  fort  simple,  des  principes  dela<juelle  nous  ferons 
un  usage  fréquent,  et  que,  pour  cette  raison,  je  crois 
devoir  rappeler  avec  quelques  détails  ; je  veux  parler  de 
la  théorie  des  fonctions  symétriques. 

Des  fonctions  symétriques. 

Une  fonction  de  plusieurs  quantités  est  dite  symé- 
trique, lorsffue  sa  valeur  n'est  pas  changée  par  les  di- 
verses permutations  des  quantités  qu’elle  renferme;  nous 
ne  nous  occuperons  ici  que  des  fonctions  symétriques  ra- 
tionnelles. 

Les  coefficients  d’une  étjuation  algébrique  sont  des 
fonctions  symétriques  des  racines  de  cette  é<)uation;  ce 
sont  même  les  fonctions  symétriques  les  plus  simples, 
puisque  chaque  racine  n’y  entre  qu’au  premier  degré. 
S’il  s’agit,  en  effet,  de  l’éijuation 

x'-f-  p,  X*-'  -f-  /J,  jT-  ' 4-  . . . + Pm-,  J:  />m  = O , 

et  que  a,  b,  c,...,  k,  l désignent  les  m racines,  on  sait 
que  l’on  a 

n -f  ■ 4-  r 4-  . . . 4“  / — /i, , 

ab  ac  4-  ...  4-  / / = />,, 

abc.  . . X / = ± /J,. 

Nous  allons  montrer  comment  on  peut  trouver  l’ex- 
pression d’une  fonction  symétri(|ue  et  rationnelle  quel- 
conque des  racines  d’une  équation,  et  cette  recherche 
nous  conduira  à ce  théorème  important  : 

Toute  fonction  rationnelle  et  symétrique  des  racines 
d’une  équation  peut  s’exprimer  rationnellement  par  les 
coefficients  de  cette  équation. 

Examinons  d’abord  à quoi  peut  se  réduire  la  recherche 
de  la  fonction  symétri<|ue  et  rationnelle  la  plus  générale 
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possible.  Toute  fonction  rationnelle  non  entière  est  le 
quotient  de  deux  fonctions  entières,  en  sorte  qu’il  n’y  a 
lieu  de  s’occuper  que  des  fonctions  symétritiucs  entières. 
En  outre,  toute  fonction  symétri(]ue  entière  non  homo- 
gt'nc  est  la  somme  de  deux  ou  plusieurs  fonctions  symé- 
tric|ucs  homogènes;  tout  est  donc  ramené  à établir  des 
règles  pour  calculer  les  fonctions  symétriques  rationnelles 
entières  et  homogènes;  enfin,  une  pareille  fonction  sy- 
métrique entière  et  homogène  peut  contenir  des  termes 
où  les  exposants  des  lettres , tout  en  ayant  la  même 
somme,  ne  soient  pas  égaux  chacun  à chacun  ; dans  ce 
cas,  la  fonction  est  la  somme  de  deux  ou  d’un  plus  grand 
nombre  de  fonctions  symétriques  de  même  degré,  mais 
dillérentcs,  et  (]ue  nous  calculerons  séparément.  De  tout 
cela  , il  résulte  que  nous  pourrons  nous  borner  à la  déter- 
mination des  fonctions  symétriques  rationnelles,  entières 
et  homogènes,  telles  que  les  exposants  des  lettres  soient 
les  mêmes  dans  deux  termes  quelconques.  Toute  fonction 
de  celte  espèce  sera  déterminée  si  l’on  connaît  un  seul  de 
scs  termes,  ainsi  que  toutes  les  lettres  qui  entrent  dans  sa 
composition.  Cela  posé,  nous  appellerons  fonction  sj  mé- 
trique simple  ou  du  premier  ordre,  une  fonction  symé- 
iri<|uc  rationnelle,  entière  et  homogène,  dont  chaque 
terme  ne  contient  qu’une  seule  lettre;  fonction  symé- 
trique double  ou  du  deuxième  ordre,  celle  dont  cha(]ue 
terme  renferme  deux  lettres,  et  ainsi  de  suite. 

Fonmdes  de  Newton  pour  calculer  les  sommes  de  puis- 
sances semblables  des  racines  d’une  équation. 

.Soit  l’équation 

pt  p,  X"’-’  -h.  . . -t- /-'«->  X p„  = O, 

que  nous  représenterons  aussi , pour  abréger,  par 

X =o. 
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Cl  dont  nous  désigiierous  par  a,  h,  c I 1rs  m la- 

ciiics.  Soit,  en  outre,  X'  le  polynôme  dérive  de  X;  on 
aura 

X'=  nu.”-'  -^\ni  — i)jJ,  x"“’  4-  . • • -H 
On  a aussi , par  un  théorème  connu , 


cl  l’on  trouve,  par  la  division, 

‘ 4-  . 4 

4- /J,  rt"*’ 

4- 

N 4-  

Si,  dans  celle  é(iualion,  on  remplace  successivement  a 
par  chacune  des  autres  racines,  et  qu’on  lasse  généra- 
lement 

J,  = û'  4-  4-  c*  4- . . 4-  4- 


X 


—jf  '4-« 
4-/Ji 


’-t-n’ 

+Pi  “ 


’4-(i' 
4-/J,«’! 
4-/'.« 

4-/Vj 


ou  aura,  en  ajoutant  tons  les  résultats,  la  valeur  sui- 
vante de  X^ 


X'=:  /HX“-’4-fi 

.r"->4-s-,  1 

jr“-*4-.  • .4-r— 1 

4-w/'. 

4/J,.t. 

4-/^  s. 

4-/z,.v,-i 

4-/;;;., 

4-/J,.ï, 

4-/4 

-hmp. 

■+• 

H” 


l a eomparnison  de  celle  valeur  de  X'  avec  celle  écrite 
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plus  haut,  fournit  les  relations  suivantes  : 


*1+^1=  O, 

ti+p>s,  -I-  2/>,  = O, 

J,  -H/7,  X,  -t-  /?,  J,  3 p,  = O , 


{'« — I )/>»_,=  O. 


La  première  de  ces  équations  fait  connaître  x,  ou  la 
somme  des  racines,  la  seconde  fait  connaître  5,  ou  la 
somme  de  leurs  carrés,  et  ainsi  de  suite,  jusqu’à  la  der- 
nière qui  fait  connaître  s„_^ . 

On  trouve  de  cette  manière 


X.  = — /'■ . 

Si—p\  — -ip,, 

s,  = —p\  + 'ip^p,—  3/),, 

s,  = p\—  ^p\p,-h  S^p^  Pi-r  ip\  — 4/^ . 

X,  = — 5/»;  P^  — 5p]p,—  5(p\—p,)p,  ^(p,p,  — P,), 


Voici  maintenant  comment  on  peut  former  les  sommes 
de  puissances  semblables,  dont  le  degré  surpasse  m — i, 
et  celles  dont  le  degré  est  négatif.  Soit  n un  nombre  en- 
tier positif,  nul  ou  négatif,  et  multiplions  l’équation  pro- 
posée par  xf'  ; elle  deviendra 

-I-  p,x^  z=  o. 

Remplaçons  successivement  x par  chacune  des  racines 
a,  ÿ,  c,  etc.,  et  ajoutons  tous  les  résultats;  on  aura 

X«4J,  -h  Pi  X„.^,_i  -I-  /»iX,+„_,  + . . . -t-  Pm—I  X,+  | ■+■  p„.f„=:  O ; 

en  donnant  à n les  valeurs  o,  i,  a,  etc.,  et  observant  que 
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5g  = rn , on  obtiendra  les  relations  suivantes  : 

ism  + /Ji  *«_i  + +...  + />«_■  + mp„  = O , 

J.+  I ■+■  P,Sm  -t-  p,  Sm-,-+-.  ■ .+pm-,  + p„S,  = O, 

Sm+,-h  p.Sm-fi  -h  p,Sm  +.  . . + S,  -f-  Pm^i  = ° 


Les  sommes  S|,  5|, , s„_,  étant  connues  par  les  équa- 
tions (i),  la  première  des  équations  (a)  déterminera  s„,  la 
seconde  , et  ainsi  de  suite.  Il  importe  de  remarquer 
que  les  valeurs  des  sommes  f| , f » , etc.,  ne  contiendront, 
dans  leur  expression  , aucun  dénominateur,  et  que  si  les 
coefficients  p, , p^,  etc.,  sont  des  nombres  entiers,  les 
sommes  s,,  s,,  etc.,  seront  aussi  des  nombres  entiers. 

Réciproquement , si  l’on  connaît  m sommes  de  puis- 
sances semblables,  par  exemple  s,,  s, on  pourra 
déterminer  les  coefficients  /i, , p,,  etc.,  à l'aide  des  équa- 
tions (i)  et  (a),  qui  ont  été  données,  pour  la  première 
fois,  par  Kewton. 

On  pourra  calculer  aussi  les  sommes  de  puissances  sem- 
blables des  racines  à exposants  négatifs,  en  donnant  au 
nombre  n,  que  nous  avons  introduit,  les  valeurs  suc- 
cessives — 1 , — a , — 3 , etc.;  mais  à l’égard  de  ces  som- 
mes de  puissances  négatives , le  moyen  le  plus  aisé  de  les 

trouver,  consiste  à changer  x en  - dans  l’équation  propo- 

* 

sée,  et  à calculer  ensuite  les  sommes  de  puissances  sem,- 
blables  à exposants  jiositifs,  des  racines  de  l'équation 
transformée. 

Usage  de  la  division  algébrique  pour  le  même  objet. 

On  peut  employer,  pour  calculer  les  sommes  des  puis- 
sances semblables  des  racines  d’une  équation,  une  autre 
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mclluxle  (|ui  u’cxigf  qu'une  simple  divisiou  algébri<|uc. 
Soit  toujours 

X = O 

une  érjuallon  ayant  pour  raeincs  a,  c,...,  k,  l.  Si  X' 
représente  la  dérivée  de  X,  on  a,  comme  précédemment, 

X'  _ 1 I i_ 

X X — a X — b X — / 


En  développant ^suivant  les  puissances  négatives 

et  décroissantes  de  x,  on  trouve 


I 


X — a 


doue,  en  remplaçant  suceessi veulent  a par  ehaciine  des 
autres  racines,  et  ajoutant  ensemble  tous  les  résultats, 
on  aura 


ou 


jrX' 


- + ^ ■ 
.r  j:* 


Pour  le  calcul  numérique,  il  sera  plus  commode  d’é- 
viter les  exposants  négatifs  ; on  changera  alors  x en  - , 
x\'  Z 

et  la  fraction  sc-ra  de  la  forme  on  aura 
“ = w + Ji  I + fl  -H  . . , 


et  l'on  obtiendra  toutes  les  sommes  f, , .ç, , etc.,  par  la  di- 
vision  des  polynômes  Z,  et  Z que  l’on  üidonnera  suivant 
les  puissances  croissantes  de  z. 

On  peut  tiouverde  la  même  manière  les  sommes 
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E_t)  etc.,  dos  puissances  .semblables  à exposants  néga- 
tifs. Klléclivemeiil,  si  l'on  développe  la  fonction  ^ 
suivant  les  puissances  croissantes  de  x,  il  vient 

I / I X x’ 

— — ( — I — : H — T 

X — a \a  a’  a‘ 

donc , en  remplaçant  successivement  a par  cbacurie  des 
autres  racines  et  ajoutant  les  résultats,  on  aura 

-X' 

X -I-  E_,  X'  -t- 

ün  obtiendra  donc  les  sommes  J_, , s_, , etc.,  en  oi’don- 
nant  les  polynômes  — X'  et  X suivant  les  puissances 
croissantes  de  x et  en  effectuant  ensuite  la  division  du 
premier  polynôme  par  le  second. 

Le  principal  avantage  de  cette  seconde  méthode  basée 
sur  la  division  algébrique,  consiste  en  ce  que  l’on  peut 
en  déduire  aisément  l’expression  générale  de  ou  de  s_„ 
en  fonction  des  coefficients  de  l’équation  proposée  (voir  la 
INote  I).  Les  formules  de  Newton  ne  conduiraient  que 
péniblement  au  môme  résultat. 

Détermination  fies  fonctions  symétriques  lîouhles , 
triples,  etc.,  tics  racines  d’une  équation. 

Les  formules  établies  précédemment  jjermettent  de  cal- 
culer successivement  les  fonctions  symétriques  doubles , 
triples,  etc.,  des  racines  d’une  équation. 

Soient  a,  h,  c ,. . . , k,  / les  m racines  d’une  étjuaiion 

X = o 

de  degré  m , et  considérons  une  fonction  symétrique 
double,  dont  un  terme  soit  la  fonction  dont  il  s’a- 

git, étant  délerminée  quand  on  en  connaît  un  terme,  nous 
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la  représenterons,  pour  abréger,  par^a*^®,  et  nous 

continuerons  de  désigner  par  la  somme  des  puissances 
a*'""  de  toutes  les  racines. 

Cela  posé,  si  l’on  multiplie  entre  elles  les  deux  som- 
mes et  jg,  on  voit  aisément  que  le  produit  sera  la 

somme  des  deux  quantités  j et  i®;  on  aura  donc 


On  voit  que  toute  fonction  double  ^ a“i®  est  cxpri  - 

raable,  sous  forme  rationnelle  et  entière,  par  les  coefficients 
de  l’équation  proposée,  puisque  ig  et  f^_^gle  sont;  et 
si  les  coefficients  de  l’équation  sont  des  nombres  entiers, 


sera  aussi  un  nombre  entier. 

La  formule  précédente  n'a  plus  lieu  si  o = a;  on  voit, 
en  efl’et , que  si  6 devient  égal  à oc , les  termes  de  ^ o* 
sont  égaux  deux  à deux , en  sorte  que  celte  quantité  se  ré- 
duit à on  aura  donc 


2 


]• 


En  remplaçant  et  5^,1  par  leurs  valeurs,  on  aura  la 
valeur  de  qui  ne  contiendra  plus  le  dénomina- 

teur a;  mais  cela  ne  se  voit  pas  immédiatement;  cette 
proposition  résultera,  comme  nous  le  verrons  dans  la 
prochaine  leçon,  des  méthodes  données  par  Waring  cl 
par  M.  Cauchy,  pour  la  détermination  des  fonctions  sy- 
métriques des  racines  d’une  équation. 
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Une  fonction  symétrique  triple,  dont  un  terme  est 
pourra  élre  représentée  par^  Si  l'on 

multiplie  la  fonction  double  ^ A®,  que  nous  savons 

former  par  on  trouvera  pour  produit 

c'  + + 2 ’ 

on  aura  donc 

.2 


*6  _ 2 n*-+-y  '• 


^ O®  = s 


Cette  formule  fait  connaître  la  fonction  triple  ^ a*  , 

car  le  second  membre  ne  contient  que  des  fonctions  dou- 
bles que  l’on  sait  calculer.  Si  l’on  veut  avoir  la  valeur  de 
la  fonction  triple,  au  moyen  des  sommes  de  puissances 
semblables,  il  suffira  de  remplacer  les  fonctions  doubles 
par  leurs  valeurs  connues  ; on  trouvera  ainsi 

2]"" - "a-e/6  - • ‘6  H--/«+  . 

et  l’on  voit  que  les  fonctions  triples  s’exprimeront  comme 
les  fonctions  simples  et  doubles , sous  forme  rationnelle 
et  entière  , par  les  coefficients  de  l’équation  proposée. 

La  relation  précédente  n’a  plus  lieu , si  deux  des  ex- 
posants ou  tous  les  trois  deviennent  égaux  entre  eux; 
mais  on  peut  en  déduire  aisément  les  valeurs  des  deux 
fonctions 

et 

On  voit,  en  effet,  que  si  6 devient  égal  .à  a,^a‘ 

SC  réiluit  .à  2 n’^b'^c^  et  à 2.3  ^ a*  t”,  si  en  même 
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temps  7 devient  égal  à s;  on  aura  doue 

5 - •'y  «•'y  - + y 2 •‘î  , + y ) 

et 

2 «“  c;  = g K — 3 •'î * -+- 2 Xj  O- 

En  suivant  la  même  marche,  on  calculera  successive- 
ment les  fonctions  du  quatrième  ordre,  puis  celles  du  cin- 
quième, et  ainsi  de  suite.  F.t  on  pourrait  aussi  déduire  de 
là  la  formule  qui  fait  connaître  immédiatement  l'expres- 
sion d’une  fonction  symétrique  d’ordre  quelconque,  en 
fonction  des  sommes  de  puissances  semblables  [voir  la 
Note  II).  Il  est  presque  superflu  d’ajouter  que  qiwnd  on 
aura  calculé,  en  général,  l’expression  d’une  fonction  sy- 
métrique entière  et  homogène  du  n‘’"'  ordre , si  p ex- 
posants deviennent  égaux  entre  eux,  il  faudra  diviser  par 
1 . a . 3 ...  P la  valeur  qu’on  aura  trouvée. 

On  voit,  par  là,  que  toute  fonction  symétrique  entière 
et  homogène  des  racines  d’une  équation  peut  s’exprimer 
rationnellement  par  les  coelEcients  de  cette  équation,  et 
que  la  même  chose  a lieu,  d’après  les  remarques  faites 
précédemment , pour  une  fonction  symétrique  rationnelle 
quelconque. 
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J 

MélhiK)(*tlo  Wariiif»  pour  cniculcr  une  fonction  f^vnietrique  rntionneUe  cl 
entière  di»  racines  d’une  équation.  — Méthode  de  M.  Cauchy.  Appli- 
cation de  la  méthode  de  M.  Cauchy  à un  oiempic. 


Méthode  de  Ifaring  pour  calculer  une  fonction  <^'mé- 
trique  rationnelle  et  entière  des  racines  d’une  équa- 
tion . 

^V  ariiiga  indiijué,  d:\nsscs  Meditationes  algehraicœ  (*) , 
une  méthode  par  laquelle  on  peut  former  directement 
l’expression  d’une  fonction  symétricjue  et  entière  quel- 
conque des  racines  d'une  éejuation  en  fonction  des  coclfi- 
rieiits  de  cette  équation.  Nous  allons  faire  connaître  ici 
cette  méthode  (jui,  dans  un  très-grand  nombre  de  ras, 
devra  être  préférée  à celle  que  nous  avons  exposée  dans 
la  leçon  précédente. 

Soit  l’équation 

•r*"'  + Pi  -ï""’  ar  -H  /'«  = O , 

dont  les  in  racines  sont 

a,  b,  r,.  . . i.  A,  l, 

et  supposons  qu’il  s’agisse  de  trouver  la  valeur  d'une 
fonction  symétrique  et  entière  V de  ces  racines. 

Pour  plus  de  clarté,  il  convient  d’imaginer  ijuc  l’on  ait 
ordonné  la  fonction  V de  la  manière  que  nous  allons  in- 
diquer. Désignons  par  a l’exposant  de  la  plus  haute  puis- 


(•)  Edilio  trrtia,  p.  lü. 
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sance  à laquelle  se  trouve  élevée  chaque  racine , et , en 
particulier,  la  racine  a dans  V ; par  S l’exposant  de  la  plus 
haute  puissance  à laquelle  se  trouve  élevée  la  racine  b 
dans  la  partie  de  V qui  contient  le  facteur  a“  ; par  y l’ex- 
posant de  la  plus  haute  puissance  à lacpielle  se  trouve 
élevée  c dans  la  partie  de  V qui  renferme  le  facteur  5 
et  ainsi  de  suite,  en  sorte  que  X désignera  finalement  l’ex- 
posant de  la  plus  haute  puiss^ancc  de  l dans  la  partie  de  V 
qui  contient  le  facteur  a'^b^ c‘ . . . X*  . D’après  cela,  la  fonc- 
tion V contiendra  un  terme  de  la  forme 

auquel  nous  assignerons  le  premier  rang;  A est  une 
constante  donnée;  il  se  peut  que  quelques-uns  des  ex- 
posants 

a , e , y, . . . , y. , X 

soient  nuis;  en  outre,  chacun  de  ces  explosants  peut  être 
égal,  mais  non  supérieur  au  précédent.  Je  dis,  par  exem- 
ple, qu’on  ne  peut  avoir  y ^ 6;  en  effet,  la  fonction  S3'- 
métrique  V qui  renferme  le  terme  Aa“Z>®c^  . . . A*/'* 
contiendra  aussi  le  terme  Aa"i'’c®  . . . qui  se  dé- 

duit du  premier  en  permutant  les  lettres  et  c;  or,  si 
l’on  avait  y ^ 6,  ne  serait  pas,  comme  nous  l’avons 
supposé,  la  plus  haute  puissance  de  h contenue  dans  la 
partie  de  V qui  renferme  le  facteur  donc  on  a néces- 
sairement y S ou  y = 6.  Ce  raisonnement  s’applique 
évidemment  aux  autres  exposants. 

Le  premier  terme  de  la  fonction  V ayant  été  fixé , 
conunc  il  vient  d’ètre  dit,  nous  appliiiucrons  la  même 
règle  à la  détermination  du  rang  do  chacun  des  autres 
termes,  et  nous  écrirons  : 

v=  -y  .... 


Digilized  by  Google 


DEUXIÈME  LEÇOW.  17 

Cela  posé,  on  a , en  conservant  les  notations  de  la  leçon 
précédente  : 

(—1)  p,  = 


{—  I )— ' /J„_,  = 2 rtér , . . X- , 
(—i]"p„  z=ahc.  . .il. 


Si  l’on  élève  ces  égalités  aux  puissances 

a— e,  6 — 7,...,  r.  — ï,'k 

respectivement,  qu’on  en  fasse  ensuite  le  produit  et  qu’on 
multiplie  enfln  de  part  et  d’autre  par  A , le  premier  mem- 
bre de  l’égalité  résultante  sera 


A(—r 


/■  X À 

‘lit  — I * ih’ 


nous  le  représenterons , pour  abréger,  par  P;  quant  au  se- 
cond membre,  il  sera  une  fonction  symétri(|ue  des  lettres 
n,  h , c k , /,  et,  si  nous  l’ordonnons  de  la  même 
manière  que  V , il  est  évident  que  son  premier  terme  sera 

A c' ...  k' on  aura  ainsi 

P=  ha^h^c'/  ..  i‘Û  + . ... 


En  retranchant  la  seconde  des  fonctions  symétriques  \ 
et  P de  la  première,  on  obtient  une  nouvelle  fonction 
symétrique  V,  telle  que 

V— P = V,. 

Si  l’on  <qière  sur  V,  comme  on  a opéré  sur  V,  on  ob- 

2 
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liundra  une  nouvelle  fonclion  symëlriquc  V,  telle  que 


V.-  P,=  V.; 

1’,  désigne  une  quantité  analogue  à P,  et  qui  est,  comme 
celle-ci,  le  produit  d’une  constante  par  diverses  puis- 
sances des  coefficients  /», , p,,...,  p„. 

En  poursuivant  ces  opérations,  on  voit  (|u’on  obtiendra 
une  suite  de  fonctions  symétriques, 

V,,  V,,  V,,...,  Va-.,  Va, 

telles  que 

V — P = V, , 

V,-P,  = V,, 

V,-P,=  V,, 


cliacune  des  quantités  P,  P.,...,  P^a  est  le  produit  d’une 
constante  par  diverses  puissances  des  coefficients  p^  , 
p,,...,  p,„.  En  outre,  si  l’on  imagine  une  fonction  entière 
U formée  des  premiers  termes  des  fonctions  V,  V,,...,  \ ^ 
et  ordonnée  de  la  même  manière  que  ces  fonctions,  il  est 
évident , d’après  le  procédé  que  nous  avons  suivi , que  le 
premier  terme  de  runc  quelconque  des  fonctions  V,, 
V,,...,  Vja  occupera,  dans  U,  un  rang  supérieur  au  ranj» 
du  premier  terme  de  la  fonction  précédente.  Or,  le  nom- 
bre des  termes  susceptibles  d’occuper,  dans  U,  un  rang 
supérieur  à celui  d’un  terme  donné  est  nécessairement 
limité',  donc,  dans  la  recberclie  des  fonctions  V.,  Vj,..., 
on  finira  toujours  par  arriver  à une  constante,  et  alors 
l’opération  sera  terminée.  Supposons,  d’après  cela,  que 
\ n SC  réiluisc  à une  constante;  il  vient , en  ajoutant  les 
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égalités  précédentes , 

V = P -I- P,+ P.-t-.  . + V^, 

formule  qui  fait  connaitre  l’expression  de  la  fonction 
symétrique  proposée  V en  fonction  des  coefficients  p,, 

On  voit,  par  ce  résultat,  que  toute  fonction  entière  et 
symétrique  V des  racines  d’une  équation  est  exprimable 
rationnellement  par  les  coefficients  de  l’équation,  propo- 
sition que  nous  avons  déjà  établie  dans  la  leçon  précé- 
dente. Mais  on  voit,  en  outre,  que  si  les  coefficients  de 
l’équation  sont  des  nombres  entiers,  ainsi  que  ceux  qui 
multiplient  les  différents  termes  de  V,  la  valeur  de  cette 
fonction  V sera  également  un  nombre  entier. 

Exemple  I.  — Etant  donnée  l’équation 

Æ"-t- /),  x“-' 4- O, 

dont  fl,  b,  c,  d,  c, J',.  . .,k,  l sont  les  racines,  on  de- 
mande la  valeur  de  la  fonction  symétrique 

V = n’  b’  c. 

Posons , conformément  à la  théorie  précédente , 

P =z  p,p,p,  = '^a.'^ab.'^„bc 

= ^^a'b^c  ■+■  3^a’  bccl  + S^n’é’r’  + 

4-  22  2 a'bcde  + 60^  abedef , 
on  aura 

V — P = V|  = — 32a>èrf/—  i^a'b'c'—%'^a'b'cd 
— 22 2 a'  brde  — 60 ^ abedrf  ; 
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faisons.  t*n  second  li<ni, 

P,  = — = — 3 2"j 

= — 3 ^^a’bcf/  — G^^n’’  h^rtl  — Atv/i cp^^nbrr/rr, 

ou  aura 

V,  — P,  =:  V,  = — 3 2]  »' b'c'  — ?■  2 

+ brf/e  + 3o^T  abctirf  ; 

J'aisoiis,  i-ii  iroisiônie  Jieu, 

Pj  = — 3/<’  = — 3 V abc 

— — 3 % a'  b'c' — 6Vf/  — i bc/te  — Go^^abc(tfJ\ 

ou  aura 

Vj  — P,  = Vj  = 4 + 23^  rt’  brdc  + <)<>  ^^  'ï/"v/r/‘; 

faisons,  en  quatrième  lieu. 

P,  = '\p,p,  = 4 2 2 

= 4 ^ n’b'ril  4-  i6  ^ a^balc  4-  (ào  ^^abrdr/, 
ou  aura 

V,  — P,  = V,  = 7 ^ «’  belle  4-  3o  V abcilrf  ; 
faisons,  eu  cinquième  lieu, 

P.  = 7 p./'i  = 7 ^ " ^nbede 

= 7 ^ n’ bede  4-42-2  nbedef. 
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ai 


on  aura 

V,  — P,  = Vj  =;  — 15.  2]  i 
■si  1-111111  l'uu  fait 

P,  = — 15^,  = — 15  2 ahcdi  f, 

on  aura 

\ k — Pj  = V * = O . 

Ici  Po[H?ralion  est  terminée  et  Ton  a cette  valeur  de  \ , 

V /?,/>, /i,  — 3/^;//.  — 3y>J  + 4/>i/^i  -f-  7/^/^  — i2/?e. 

K\kmj»le  1).  — 1 liant  (loniiéi-  IVquation 

x“  -H  /»!  -r~  “ ' -t-  />,  X"  - ’ -t-  . . . + , X-  + /»«  — O , 

dont  sont  les  racines,  on  deiuande  la 

valeur  de  la  fonction  syméiricjue 


.f’g.  ..h\ 

fj.  est  le  nombre  des  racines  qui  entrent  au  carré  dans 
chaque  terme,  et  v le  nombre  de  celles  ijui  entrent  à la 
pi-emière  puissance. 

Désignons  la  fonction  jiroposée  parla  notation  F(ft,  v), 
et,  plus  généralement,  représentons  par  l"(u — n,  v-t-a  n) 
la  fonction  symétrique  de  même  genre  que  la  proposée  et 
dont  chaque  terme  contient  ^ — n racines  au  carré  et 
V -h  à n racines  à la  première  puissance. 

Cela  posé,  on  doit  former,  d'après  notre  théorie,  les 
fjL  -h  1 égalités  suivantes  : 


^f*>  ' 


F (fl  — I,  ï + 5) 


(:cH-J)li±.3.lF(p-5,v  + 4)  + . 


(v  -t-  5«)  (v  H-  a/j  — I )•  •(■■'  + " 

F (o,  V (- 


I . 5 . . ./I 

(v  I-  5fl).  . . (ï  + P + l) 


^ F(ft  — n,  -j-h  2/i)  -j-... 


» 
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sa 


( — ') + ^ + , v+2) 

+ F( fx  - a,  . + 4)  H- 

■ F ( ^ rt,  v-|-2/ï)H-... 


I ’ ' 1.2 

(v  -(-  2n).  . .(v  -t-  n + 2) 


I 2.  . .(n  — i) 

(v-t-2fl)...(,+  fl  + 2)„,  _ , 

rnTrôT^'o  — * + »(')’ 


v + 2/l)-+-. 


(v  + 2f»)...(v-+-fH-n-(-i) 


i.2...(fx  — n) 


F(0,  » + 2(i) 


(~')  /'i/',-r2u— i = F(i,v  + 2(i—  2)  + *'^^**  F(o,  ï-H2fii), 

= F(o.  »+  ^f*)- 

Ajoutons  toutes  ces  égalités  après  les  avoir  multipliées 
respectivement  par  les  facteurs 

* > *1  » I • • • » ï • • • ) T 

et  supposons  ces  facteurs  choisis  de  manière  que  les  quan- 
tités 


F (fi  — I,  V -+-  2),  F (|i  — 2,  V -t-  4)  >■  • ■>  F(«  . 2,1») 

soient  éliminées  du  résultat,  il  viendra 


I\ous  allons  chercher  maintenant  les  valeurs  des  fac- 
teurs Les  équations  qui  déterminent  ces 

facteurs  s’obtiennent  en  donnant  à « les  p valeurs  i , a , 
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3,... , fx,  danï  la  suivante  : 

^ v + 2/l^  _ (v4-2/t)(v  + 2//  — l), 

Aj|_|  ■ “•  - — - An«.j 


s3 


. (ï  + 2n)  (v  + 2/J  — l)  {(» -H  2«  — 2)^ 

"P ô "+■ 

1 .2.3 

(ï  + 2/i)  (v -+- 2 n — i)..  (» -+- 2n  — 

•t ■ *•-  r 

1.2...  r 


(»  + 2/»)...(ï-f-n-f-i) 

-I  — O î 

1.2...  /I 


mais  celle  équation  peut  s’écrire  d’une  autre  manière. 
Posons , pour  abréger, 

_ (»  4-  2p)  (y  + P — l) 


V + 2 P — 2 


)P  ’ 


et 


H— P (y  + 2/i)(y  4- 2«  — l).  .(»  + 2// — p) 

\g  — !_  , 

' (y-)- 2/1  — 2p)/I  1.2.3...  P 


on  aura 


et  généralement 


y 4-  2 « 


— ®«  4-  A I , 


(y  -I-  2//)  (v  4-  2/1  — l).  . .(y  + 2«  — /■  + l) 


D’après  cela,  notre  équation  devient,  en  remarquant 
que  A„  est  nul , 

(^«  4-  9n  A,._i)  4-A| 9,_,  A,_,)  4-A,  ( 0,_,  X,_,)  -f-.,. 

4”  Aj,.,  ( i,  -t-  0,  X,  J -t-  Am_i  ( X|  -t-  0|)  ~ o. 

En  donnant  successivement  à n les  valeurs  i,  a , 3,...,  n , 
on  obtient  n éijuations,  d’où  l’on  lire  immédiatement 

X,  4- ®i  = n , Xj-t-9,X|  = o,  X,  4- flj  X,, . . . , X, S.X,  I = O , 
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a4 

OU 


— — ( V -f-  2 ) , 

. _ (v  4-  4)(>'  + l)  , 

(v4-2).?.  •' 

1 — (v-f-6)(v  + a) 

(v  + 4}.3~"*’ 


1 _ ( ^ + 2 « ) ( V -H  « — I ^ . 

. . M.y  ^ 

( V -+•  2 n — 2 ) . // 

En  multipliant  c:cs  égalités  membre  à membre,  il  vient 

1 ('■  +0  ("  -t- 2 )•  ■ •(  V + " — l)  v-t-2« 

" ' ' ’ 1.2...  («  — T)  ' n~  ' 

ce  qui  permet  d’écrire  immc^iateinent  la  valeur  de  la  fonc- 
tion symétrique  chcrcbéc  F («,  v). 

Il  faut  remarquer  que  notre  procédé  est  en  défaut  dans 
le  cas  de  v = o,  mais  la  formule  qui  fait  connaître  X„  iw; 
cesse  pas  toutefois  d’être  exacte.  Dans  le  cas  dont  il  s’agit , 
les  valeurs  de  6p  et  de  Ap  deviennent 

r.  _ , . _(2«— l)  (2/J  - 2)...(2«  — p) 

, Ap  ..  • 

on  voit  que  A„  n’est  pas  nul,  comme  dans  le  cas  géné- 
ral, et  qu’il  est  ici  égal  à A„_,.  L’équation  entre  , 
^•n-i  1 p<’ut  alors  s’écrire  ainsi  ; 

(Â„  -I-  ) -4-  A,  (!«.. , -4-  ^»_i  A„_,  ( *,  4-  À,  ) 

-t-  A,_,  ( >,  4-  2 ) = ü ; 

en  remplaçant  successivement  n par  i,  2,...  , // , on  ob- 
tient //équations,  d’où  l’on  tire  immédiatement 

*1  4-  2 = O , À,  4-  *c  = O , À,  4-  il  = O , . . 4-  >i,_i  r=  O , 

et , par  suit/’, 

>VT  = (—  I . 2 ; 
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on  a donc  celle  valeur  de  F (u , o) , 

F(fx.  o)  = /.;  - . . . 

— P i J y — I ~+^  ^ P ’i  y* 

Mvlhoile  de  M.  Cauchy. 

M.  Cauchy  a publié,  dans  ses  anciens  Exercices  de 
Mathématiques  (4°  année,  page  io3),  une  méthode  nou- 
velle et  fort  élégante  pour  trouver  la  valeur  d’une  fonction 
symétrique  et  entière  des  racines  d’une  équation.  Cette 
méthode  consiste  à éliminer  successivement  de  l’expres- 
sion de  la  fonction  symétrique  qu’on  veut  évaluer,  cha- 
cune des  racines  de  l'équation  proposée;  elle  repose  sur 
la  jiroposition  suivante; 

Soit  V une  fonction  symétrique  et  entière  des  racines 
a,  Z»,  c, . . . , /,  h,  l d’une  équation 

que  nous  représenterons  aussi , pour  abréger,  par 
X = o; 

et  supposons  qu’ayant  éliminé  de  l’expression  de  V,  par 
un  moyen  quelconque , toutes  les  racines  excepté  a , on 
ail  mis  la  valeur  de  celte  fonction  sous  la  forme  d’un  po- 
lynôme entier  et  rationnel  ordonné  par  rapport  aux  puis- 
sances de  a,  que  l’on  ait,  par  exemple, 

V — A, -f-  \x  a-^  * -t*  . . . “t—  \ ft-. I a -f-  Au, 

A,,  A,,  etc.,  étant  des  quantités  composées  rationnelle- 
ment avec  les  coelficients  de  l’équation  proposée:  je  dis 
que  si  l’on  divise  cette  expression  de  V par  le  polynôme 

A = «"•  +-  /),«"•-'  H- -t-,  , ,-t-  -t- 

obtenu  en  remplaçant  x p.ir  a dans  X , le  reste  de  la  divi- 
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sion  ne  coniiendra  pa»  a,  et  sera  précisément  la  valeur  de 

la  fonction  V. 

En  effet,  si  Q et  R désignent  le  quotient  et  le  reste  de 
la  division  V par  A , on  aura  V = AQ  -H  R , et  comme  A 
est  nul, 

V = R. 

D'ailleurs , ce  reste  R est  au  plus  du  degré  m — i en  a ; 
nous  le  représenterons  par 

çr,o”-‘ 4- + . . + -4- , 

et  l’on  aura 

V = 7,  O— .-4-  ç«_,a  + ç.-,. 

Mais  V étant  une  fonction  symétrique,  on  peut  changer  a 
et  b l’un  dans  l’autre,  ainsi  que  a et  c,  etc,;  et , comme 
par  ces  changements,  q,-,  etc.,  conservent  leurs  va- 
leurs, il  s’ensuit  que  l’équation 

. . -H  — V)  = O 

sera  satisfaite  en  remplaçant  x par  l’une  quelconque  dt^s  //» 
racines  a,  ce  qui  est  impossible,  à moins  (pie 

les  ccH'flicients  ne  soient  tous  nuis,  puisque  cette  équation 
n’est  (jue  du  degré  m — i : on  aura  donc,  en  particulier, 

7».-i  — V = O, 
ou 

V = 7«  -1 , 

commis  nous  l'avions  annoncé. 

La  démonstration  précédente  suppose  que  les  wi  racines 
a,  b,c,. . h,  l sont  toutes  inégales  ; mais  les  conclusions 
précédentes  ne  subsistent  pas  moins,  si  quelques-unes  de 
ces  racines  sont  égales  entre  elles.  Nous  emploierons, 
pourjusliGer  celte  assertion , un  raisonnement  dont  on 
l.iit  nn  frequent  usage  en  analyse. 


Digitr,  by  Google 


DEUXIÈME  LEÇON.  3^ 

Si  l’équation  X = o a des  racines  égales , on  considé- 
rera d’abord  à sa  place  nnc  équation  X,  = o,  dont  toutes 
les  racines  seront  inégales , et  qu’on  obtiendra  en  faisant 
snbirdes  modifications  insensibles  anx  coefficients  de  X; 
par  exemple , si  l’équation  X = o a trois  racines  égales^à 
a,  et  que  les  autres  racines  soient  dillérentes,  on  prendra 

^ X(x  — a — /')(■*  — “ — ) 



Le  polynôme  X,  ne  diflère  de  X qu’en  ce  que  deux  des 
trois  racines  égales  à a sont  remplacées  par  a -f-  A et 
a-\-h'  -,  on  voit  aisément,  sans  qu’il  soit  nécessaire  d’in- 
sister davantage,  comment  on  devrait  choisir  le  poly- 
nôme X,,  si , outre  les  trois  racines  égales  à a,  l’équation 
proposée  avait  plusieurs  racines  égales  à ô,  à c,  etc.  Cela 
posé,  substituant  l’équation  X,  o à X = o , et  conser- 
vant d’ailleurs  les  notations  prt'cédentes , on  arrivera  à 
l’équation 

V = v»_, , 

et  cette  équation  aura  lieu,  quelque  petites  que  soient  les 
quantités  /i,  h!,  etc.;  elle  aura  donc  lieu  aussi  à la  limite, 
c’est-à-dire  quand  ou  fera  A = o,  U — o,  etc. 

Voici  maintenant  quelle  est  la  méthode  donnée  par 
M.  Cauchy,  pour  calculer  la  valeur  d’une  fonction  V sy- 
métrique et  entière  des  racines  a,  b,  de 

l’équation 

X = 4T"  -t-  p,3r~'  -f-  . .-h  p^z=  o. 

Divisons  X par  x — a,  et  désignons  par  X,  le  quotient; 
divisons  de  même  X,  par  x — b ^ et  désignons  par  X,  le 
quotient,  puis  X,  par  x — c,  et  soit  X,  le  quotient,  et 
continuons  ainsi  d’enlever  de  X tous  les  facteurs  linéaires 
jusqu'à  j:  — k inclusivement , en  sorte  que  X„_,  ne  con- 
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liciidi  .i  plus  i[uu  le  seul  facteur  .r  — /.  C.ela  posé  , coiisi- 
iléi'ons  les  in  é<]ualions 

X — '•  O ( O I X J — O J , , • , — I — O • 

La  première  n’esl  autre  tpic  la  proposée,  et  a pour  ra- 
cines rt,  h,  c,...,  / , /;  la  seconde  a pour  racines^,  c,..., 
A,  /,  et  ses  coeilicients  sont  exprimés  sous  forme  entière 
en  fonction  de  a et  des  coeflicienls  de  la  proposée;  la  troi  • 
sième  a pour  racines  c,...,  A,  /,  et  scs  coefficients  sont 
exprimés  sous  formé  entière  en  fonction  de  b et  des  coeffi- 
cients de  la  précédente,  c’est-à-dire  en  fonction  de  a,  h 
et  des  coefficients  de  la  proposée  ; et , en  général , les  coef- 
lieients  de  Tune  quelconque  de  ces  équations  sont  expri- 
més sous  forme  entière  en  fonction  des  coefficients  de  la 
pi  oposéi'  et  des  racines  qui  n'appartienneiit  pas  à l’équa- 
tion que  l’on  considère^Désignons  enfin  par  A la  valeur 
de  X pour  x = a , par  B la  valeur  de  X,  pour  x = A,  par 
C celle  de  X,  pour  x = c,  et  ainsi  de  suite,  en  sorte  que  I 
sera  la  valeur  de  X,„_j  pour  x = / , K celle  de  X„_,  |>our 
X = A,  Cl  L celle  de  X„_,  pour  x = / ; ou  aura 

A = o,  l)  = o,  C=:o,...,  1 = 0,  K=o,  L = «ï. 

('.ela  posé,  V est  une  fonction  symétrique,  non-seulement 
des  racines  de  l’équation  X = o,  mais  aussi  des  racines 
de  Tune  quelconque  des  équations 

X o , X ( Xfl,_,  — O , Xfl,_,  — O , X«  O . 

Aous  allons  faire  voir  coininent,  en  s’appuyant  sur  celte 
remarque,  on  peut,  à l’aide  du  lliéorcme  fondamental 
démontré  plus  haut,  éliminer  successivement  chaque  ra- 
cine de  l’expression  de  X . 

D’abord  l’écpiation  L=  o,  où  / entre  au  premier  degré, 
permet  de  chasser  iuiinédiatement  / de  l'e.xjiression  de  \ , 
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Coiisiildraiit  alors  \ comme  fonction  symétrique  des  deux 
racines  A et  l de  l'équation  X,„_,  = o,  dont  l’une  I est 
déjà  éliminée,  on  l’ordonnera  par  rapjiort  k k,  et  on  la 
divisera  par  K,  conformément  à ce  qui  a été  dit  plus  haut  ; 
le  reste  de  la  division  ne  contiendra  pas  A et  sera  la  va- 
leur de  V debarrassée  des  racines  A et  /.  On  considérera 
alors  V comme  fonction  symétrique  des  trois  racines  t,  A,  l 
de  l’équation  X,„_j=  o,  dont  les  deux  dernières  n’entront 
plus  dans  son  expression,  et  l'ayant  ordonnée  par  rap- 
port à I,  on  la  divisera  par  I à l’eflét  d’éliminer  i ; le  reste 
de  la  division  ne  contiendra  pas  i et  sera  la  valeur  de  V 
débarrassée  des  trois  racines  t,  A , /.  On  continuera  de  la 
même  manière,  jusqu’à  ce  qu’on  ait  éliminé  de  \'  chacune 
des  racines  a,  A>,  c,...,  i.  A,  /;  on  aura  alors  la  valeur 
de  cette  fonction  exprimée  par  les  coclhcients  de  l'équa- 
tion proposée. 

11  importe  de  remarquer  que  l’expression  déGnitive 
de  V s’obtient  par  de  simples  divisions,  et  que  les  pre- 
miers termes  des  polynômes  A,  B,  C,...,  1,  R,  L,  qui 
servent  successivement  de  diviseurs,  ont  tous  l’unité  pour 
coefficient  : par  conséquent,  ces  divisions  n’introduiront 
aucun  dénominateur;  en  sorte  que  si  l’expression  primi- 
tive de  V est  entière,  non-seulement  par  rapport  aux 
racines  a,  b,  c,...,  i.  A,  /,  qui  y entrent  symétrique- 
ment, mais  aussi  par  rapport  aux  coefficients  pi,  pt,  etc., 
qui  peuvent  aussi  y entrer,  l’expression  définitive  de  V 
sera  aussi  entière  par  rapport  à ces  coefficients;  et  enGn, 
si  CCS  coefficients  sont  des  nombres  entiers,  V sera  lui- 
même  un  nombre  entier.  Ce  théorème  important,  que 
nous  n’avions  pas  établi  comjdétcment  par  la  méthode  ex- 
posée dans  la  leçon  précédente,  mais  qui  résulte  immé- 
diatement de  la  méthode  de  Waring,  se  déduit  aussi, 
comme  on  voit,  de  la  méthode  de  M.  Cauchy. 
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Application  de  la  méthode  de  M.  Cauchy  à un 
exemple. 

Nous  allons  appliquer  la  méthode  de  M.  Cauchy  à la 
délerminaliou  du  produit  des  carrés  de  toutes  les  diflé- 
renccs  des  racines  d'une  équation  donnée,  prises  deux  à 
deux.  Cet  exemple  suffira  pour  montrer  comment  on  peut, 
par  des  artiGces  convenables,  simpliGer  dans  certains  cas 
l'emploi  de  la  méthode. 

Soient  toujours  a , i,  c ,...,  A,  / les  m racines  de  l’équa- 
tion 

(i)  X = +|7,=  o; 

soient  aussi 


V = (fl  — by  (fl  — c)' (I-  — /)• 

et 

V,=(é-c)>(fr-rf)« {^-O’î 


^ sera  le  produit  des  carrés  des  différences  des  racines  de 
1 équation  (i),  prises  deux  à deux,  et  V,  le  produit  des 
carrés  des  dillérences  des  racines  de  l’équation 

X 


ou 

( 2)  2“-'  + I -t- /J*  I -t- . . . -t-  fl"-'  = O , 

+ « 1 + Pio]  -h/.'ifl"-’ 

-H  fl’  ! -f- 


+ Pm-,- 

Cela  posé , 011  a 

V = V,  (fl  — l>y  (a  — c)’.  (fl  — ^ — 0’- 
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Mais  le  produit  (a  — h)  (a  — c). . .{a  — Â)  (a  — /')  est, 
comme  on  sait,  égal  à la  valeur  que  prend  la  dérivée  du 
polynôme  X pour  x = a,  c’est-à-dire  à 

ma"-'  -4-  (m  — i ) /?, a"-’ -H • . 
done  on  aura 

V = V,  [ma'"-'  -H  (m  — i) p,  a"-’  ]’. 

Si  dou£  nous  admettons  qu'on  sache  former  la  valeur  de 
la  fonction  V pour  une  équation  du  degré  m — i,  on 
pourra  également  trouver  la  valeur  de  cette  fonction  pour 
une  équation  du  degré  m.  Effectivement,  par  hypothèse, 
ou  sait  exprimer  la  valeur  de  V,  par  les  coefficients  de 
l'équation  (a),  c’est-à-dire  en  fonction  de  a et  des  coeffi- 
cients de  la  proposée;  donc  la  fonction  V pourra  elle- 
même  être  mise  sous  la  forme  d’un  polynôme  ordonné  par 
rapport  aux  puissances  de  a,  et,  en  divisant  ce  polynôme 
par  le  premier  membre  de  l’équation  proposée,  dans  le- 
quel on  aura  remplacé  ,r  par  a,  le  reste  de  la  division 
donnera  la  valeur  cherchée  de  V. 

Or  on  sait  calculer  la  fonction  V pour  une  équation 
du  second  degré  ; on  pourra  donc  calculer  cette  fonction 
pour  l'équation  du  troisième  degré,  puis  pour  celle  du 
quatrième,  et  ainsi  de  suite. 

Cas  (Je  l'équation  du  troisième  degré.  — L’équation 
proposée  est 

x’  -t-  px'  -H  <7x  -t-  r = o , 

et  l’on  a 

V = (a  — by  (a  — c)'(è  — c)', 

\,  = [b-cY, 

V V,  (rt  — b)'  (a  — f )’  ; 
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élaiil  relatif  là  l’équation  du  deuxième  degré 


2:’  /J  JT  -h  1/  = 0. 

-+-  « -h  pn 

On  a iinmédiateuieut 

V,  = {/*  4-  a)’ — 4 (7  + /■'"  -i-  "')  = — 3«' — 
d’ailleurs 

2/777  (jl'—  4 7)  ; 

{fl  — h)  1 17  — rj  = 3«'4-  2/7rl  y, 

par  suite , 

V = (—  3rt’—  2/Jrt  -4-/7’—  4</)(3n'4-  2pa  -4-7)’ 

= — 270' — 54/7rt’ — 27/)’la'-(-  4/7' 4/’’ 

77’-(-  4/t’7  71  -1-  /7’7'. 

— 547I  — 72/77  1 — i8/7>7 

— 277’ 

— ,8/77’  —47' 

Divisant  cette  valeur  de  V par  «’-h  (/a  -+-  r,  on 

trouve  pour  (juotienl 


— 27  a’—  27/^0’—  27r/«  + (4/^’+  27c  — tSpr/), 
et  pour  reste, 

— 4 7’  — 27  /•’+  i8j>f/r  + p’t—  ^ P r, 

ce  qui  est  luécisément  la  valeur  de  V que  nous  cherchons, 
ün  trouvera  dans  la  Note  III  une  méthode  plus  expéditive 
pour  résoudre  la  même  question. 
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TROISIÈME  LEÇON 

J 

Formation  de  réqaation  de  laquelle  dépend  une  fonction  rationnelle  et 
non  symétrique  des  racines  d'une  équation  donnée.  — Équation  aux 
carrés  des  difTércnces.  — Sur  la  forme  des  fonctions  rationnelles  d*une 
ou  de  plusieurs  racines  d'une  équation. — Méthode  d'élimination  fondée 
sur  la  théorie  des  fonctions  symétriques.  Théorème  sur  le  deçré  de 
l'équation  ünale  qui  résulte  de  lelimination  d'une  inconnue  entre  deux 
équations. 


Formation  de  l’équation  de  laquelle  dépend  une  fonc- 
tion rationnelle  et  non  symétrique  des  racines  d'une 
équation  donnée. 

Soient  a,  , e,...,  A,  / les  m racines  d'une  équation 
donnée  X = o,  et 

V = F(n,  b,  c,...)  . 

une  fonction  rationnelle  donnée  de  ces  racines,  ou  de 
quelques-unes  d’entre  elles.  La  théorie  des  fonctions  sy- 
métriques conduit  à une  méthode  très-simple  et  très-élé- 
gante j)our  former  l’équation  dont  V dépend.  Nous  allons 
développer  ici  cette  méthode. 

Si  la  fonction  V contient  n des  m racines,  le  plus  grand 
nombre  de  valeurs  qu’elle  puisse  avoir  en  échangeant  les 
lettres  e, ... , A,  / les  unes  dans  les  autres  de  toutes 

les  manières  possibles,  sera  évidemment  égal  au  nombre 
des  arrangements  de  m lettres  n h n , c’est-à-dire  à 

m(m — l)  {ei — 2).  .(m  — n-t-i). 

Mais  il  peut  arriver  que  le  nombre  des  valeurs  distinctes 
de  \ soit  beaucoup  moindre;  nous  désignerons  par  p ce 
nombre  de  valeurs,  et  par 
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les  jx  valeurs  de  V.  L’équation  en  V sera  alors 

(V_V,)(V-V,)...(V-V^)  = o, 
ou 

Y ^ + P,  V ' -h  P,  V * -t- . . . H- , V + P „ = O , 
en  posant 

▼i  -H  V,  + . . Vju  = — P, , 

V,V,-t- =P,, 


V,  V,...V/,=±:P^. 

Or  les  quantités  P| , Pt, , P^^  sont  des  fonctions  symé- 
triques des  quantités  V, , V, , etc.,  et,  par  suite,  elles  sont 
aussi  des  fonctions  symétriques  des  racines  a,  b,  c,  etc., 
de  l’équation  proposée  ; on  pourra  donc  calculer  les  coef- 
Ccients  de  l’équatioB  en  V par  l’une  des  méthodes  que 
nous  avons  exposées  dans  les  leçons  précédentes. 

Nous  avons  adnotis  comme  évident  que  toute  fonction 
symétrique  des  quantités  V, , V| , etc.,  est  aussi  une  fonc- 
tion symétrique  des  racines  a,  b,c,  etc.  Voici,  au  sur- 
plus, un  moyen  très-facile  de  le  démontrer. 

Par  hypothèse,  les  quantités 
(.)  V,,  V,,  .., 

sont  toutes  distinctes,  et  ce  sont  les  seules  valeurs  que  V 
puisse  avoir.  Ce)a  posé,  faisons  subir  aux  lettres 

a,  b,  c,. . . , i,  l 

nnc  permutation  quelconque,  et  supposons  que  V,  se 
change  en  V',,  V, en  V',,  etc.;  les  quantités 

(2)  V',,  V-.,...,  v; 

devront  toutes  se  trouver  dans  la  série  V,,  V, , etc.,  puis- 
que cette  dernière  comprend  toutes  les  valeurs  de  V ; je 
dis,  de  plus,  que  tous  les  termes  de  la  série  (2)  sont  dif- 
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férents,  et,  par  suite,  sont  les  mêmes  que  ceux  de  la  sé- 
rie (i)  : on  ne  peut  avoir,  par  exemple,  = V', , car  V, 
et  V,  ne  dillèrent  de  V,  et  qu’en  ce  que  les  quantités 
dont  CC.S  fonctions  dépendent  y sont  désignées  par  des 
lettres  différentes,  et  l’égalité  V,  = V,  entraînerait,  par 
conséquent,  V,  = V, , ce  qui  est  contre  l’hypothèse.  11  ré- 
sulte de  là  que,  si  l’on  fait  subir  aux  lettres  a,  b,  c,  etc., 
un  changement  quelconque,  les  quantités  V,,  V,,  etc.,  ne 
feront  que  s’échanger  les  unes  dans  les  autres;  par  suite, 
une  fonction  symétrique  de  ces  fonctions  ne  sera  pas 
changée , et  sera  aussi  symétrique  par  rapport  aux  quan- 
tités a,  b,  c,...,  k,  l. 

Ou  peut  dans  bien  des  cas  simplifier,  par  des  artifices 
particuliers,  le  calcul  de  l’équation  en  V ; on  en  verra  un 
exemple  dans  la  recherche  de  l'équation  qui  a pour  ra- 
cines les  carrés  des  différences  des  racines  d'une  équation 
donnée,  prises  deux  à deux. 

Équation  aux  carrés  des  différences . 


Soient  toujours  a,  b,  c,....  A,  l les  m racines  d'une 
équation  X = o,  et  posons 

V = (<7-à)>; 

,, , . , , , m(m  —\)  . , 

f équation  en  V sera  du  degré  — ^ = p , qui  est  le 

nombre  des  combinaisons  de  m lettres  deux  à deux,  puis- 
que la  fonction  V est  symétrique  par  rapport  aux  deux 
lettres  qu’elle  contient.  Si  l’on  suppose  que  cette  équa- 
tion soit 


P,V 


.//-I 


■P,V“  ''-t-...=o. 


il  suffira  de  calculer  les  quantités  P,,  P,,  etc.,  qui  sont 
des  fonctions  symétriques  des  racines  de  l’équation  pro- 
posée : or  ces  coefficients  P,,  P,,  etc.,  seront  immédiate- 
ment donnés  par  les  formules  de  Ncvi  ton,  si  l'on  connait 
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les  sommes  des  puissances  semblables  S,,  des 

racines  de  l’ëquation  en  V.  Tout  est  donc  ramené  à cal- 
culer ces  dernières  sommes  en  fonction  des  coeibcicnts  de 
l'équation  proposée,  ou  en  fonction  des  sommes  s,,  s,,  etc., 
des  puissances  semblables  de  ses  racines,  puisque  les 
sommes  s,,  s,,  etc.,  s'expriment  par  les  roefbcients , à 
l’aide  des  formules  de  Newton. 

Voici  le  procédé  indiqué  par  Lagrange  pour  calculer 
les  sommes  S, , S|,  etc.,  relatives  à l'étjuation  eu  V,  au 
moyen  des  sommes  r,,  s,,  etc.,  relatives  à l’équation  pro- 
posée. 

Posons 

ç(x)  = (x  — o)’"  + (x—  b)'"  + . , . + (x  — 

en  donnantà  x successivement  les  valeurs  a,  h,  c,.,.,  A,  /, 
et  ajoutant  tous  les  résultats,  on  aura 

t ( <1  ) + T ( è ) + T ( / ) = (a  - i ) ’ - -f- . . . -t- ( O - / " 

-h  {b  — fl)*"  -H.  . — /)’• 


-h  (/  — fl)” + . . . 


Or  le  second  membre  de  cette  équation  est  évidemment 
égal  à 3 S„  ; donc 

2 S,  = <p(fl)-+-?(è)-)-. .,-+-?(/). 


D’un  autre  côté,  en  développant  les  différents  termes  de 

<f(x) 


on  trouve 


2n  (in  — i) 

z=  x"  — 2/1  flx’"-'  H ' fl’x’*~*  — . . . + fl’" 


-t-  X* 


, 2n  (2ft  — i)  , . 

2/ièx’"-'H 1 è’x’"-’—  . . .- 


I .2 


-f-  X’ 


2 n /x’"~'  4- 


2/1  (2/1  — I 


/’x’"-’ 


. ..  + /’", 
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Ÿ (j)  = WX’"  — 2 «f,  X’"  ”' 


^n(in  — 0 

H i -s,x' 

I .2 


+ 


Remplaçant  x successivement  par  a,  b,  c,...,  /,  et 
ajoutant  tous  les  résultats,  on  aura  la  valeur  suivante 
de  ip(a)  -t-(f  (i)  (/)  ou  de  aS„, 

- a/ifan  — i) 

2S.  = />«!,  — H i s,  — ...  -+-  ms„. 

I . 2 


On  voit  aisément  que  les  termes  à égale  distance  des 
extrêmes  sont  égaux  dans  le  second  membre^  par  suite, 
on  aura  cette  valeur  dcS„, 

2/l(27l l) 

}>,=  atSi,—  2/IJ,J,,_,-| 

I . 2 

ln(^ln  — i)  ...(>1  + l) 

2 I . 2. 3 . . ./ï 

En  donnant  à ri  les  valeurs  successives  i , 2,  3 , . . . , p , on 
connaîtra  les  sommes  S,,  S«,...,  dont  on  a besoin;  on 
achèvera  ensuite  le  calcul,  comme  nous  l’avons  indiqué 
précédemment. 

Cas  de  l’équation  du  troisième  degré.  — Prenons  pour 
exemple  l’é({uation  du  troisième  degré 

x=  4-  px'  4-  çx  4-  r = O , 

et  soit 

4-  PV>  4-  QV  4-  R = O 

l’équation  aux  carrés  des  difTérences. 

On  trouve 


s,=  —p, 

Si  = />*  — 2 y, 

s,  = — /)*  4-  3py  — 3 r, 

f,  = P*  — 4p’v  4-  ^pr  4-  27% 

= — /’*-!-  S/j’y  — 5p'r  — 5y»y’4-  5yr, 
s,zx  P*  — 6/>*y  4-  r 4-  9P’y’  — Hpqr  — 2y‘  4-  3r>; 
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puis, 

S,  = 3s, — jj  = 2p’  — 6f/, 

S,  = 3j,  — 4^1  'j  + = 2/>‘  — iip'q  i8y’, 

S,  = 3se  — 6i,  J,  + l5j,i,  — los] 

= 2/>"  — iSp'q  — lizp^r-i-5’]p'q'‘  + 5^pqr  — 667’  — 81  r*, 
et  enfin 

P = — S,  = — 2//’  6q, 

Q = _ ^ _ 6p>9 -t- 9 , 

R = — ~*~  »8pyr-f-  4?^+»7 

On  suivrait  une  marche  toute  semblable  pour  former 
l’équation  aux  sommes  deux  à deux  des  racines  d’une 
équation  quelconque  donnée. 

La  méthode  générale  dont  nous  venons  de  faire  une 
application  s’applique  avec  le  même  succès,  que  V soit 
ou  non  une  fonction  entière  des  racines  a,  b,  c,  etc.; 
mais  on  peut  facilement  démontrer  qu’une  fonction  ra- 
tionnelle d’une  ou  de  plusieurs  racines  d’une  équation 
peut  toujours , si  elle  n’est  pas  entière,  être  remplacée  par 
une  fonction  entière  équivalente. 

Sur  la  forme  des  fonctions  rationnelles  d'une  ou  de 
plusieurs  racines  d’une  équation. 

Nous  commencerons  par  établir  le  théorème  suivant , 
relatif  aux  fonctions  rationnelles  d’une  seule  racine. 

Théorème.  — Toute  fonction  rationnelle  et  non  en- 
tière d’une  racine  a d’une  équation 

(,)  F(x)  = o 

de  degré  m est  équivalente  à une  fonction  entière  et  do 
degré  inférieur  à m. 
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Soit,  cil  ertel,  la  fonction  rationnelle  “Wt  , où  ® et  il/ 

y («) 

désignent  des  fonctions  entières;  on  aura  identiquement 


(») 


T («)  _ , , ^(è)>|/(c)...'K/) 

K»)  !(*)••• -KO’ 


fr,  c',... , l désignant  les  autres  racines  de  l’équation  (i). 
Or  on  voit  que  le  dénominateur  ij/(a)  <{'(&)•••  ’p(f)  du  so- 
cond  membre  est  une  fonction  symétrique  et  entière  des 
racines  de  l’équation  (i),  qui  pourra,  par  conséquent, 
s’exprimer  rationnellement  par  les  coefficients  de  cette 
équation.  Pareillement  le  facteur  i|i  (6)  ip  (c)  ...i|/  (f)  du 
numérateur  est  une  fonction  symétrique  et  entière  des 
racines  de  l’équation 


et  il  pourra  s’exprimer  sous  forme  rationnelle  et  entière, 
en  fonction  des  coefficients  de  cette  équation , c’est-à-dire 
en  fonction  de  a c(  des  coefficients  de  l’équation  (i).  D’a- 
près cela,  l'égalité  (a)  prendra  la  forme 


où  0 (a)  désigne  un  polynôme  entier  et  rationnel,  par 
rapport  à a.  En  effectuant  le  produit  des  polynômes  <p  et  9, 
notre  fraction  deviendra 


77 — I — A,  -I-  A,  O -+-  A,  a'  -t-  . . . A^  ; 

et  je  dis  qu’on  peut  supposer  le  degré  p inférieur  à m.  En 
effet , de  l’équation  F («)  = o on  peut  tirer  la  valeur  de  a"' 
qui  sera  exprimée  par  un  polynôme  de  degré  m — i;  en 
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mullipliant  par  a celle  valeur  de  a",  on  aura  a"’"*'' , qui  sera 
exprimée  par  un  polynôme  du  degré  m,  mais  qu'on  pourra 
abaisser  au  degré  in  — i , en  remplaçanl  a”  par  sa  valeur 
trouvée  précédemment.  En  continuant  ainsi,  on  expri- 
mera chaque  puissance  de  à partir  de  la  /n"""',  par  un 
polynôme  de  degré  m — i , et , par  suite , on  pourra  cbas- 

II,  .1 

ser  de  I expression  de  7- — - que  nous  avons  trouvée,  toutes 
•|(a) 

les  puissances  de  a supérieures  à la  (m — i Mais  on 
peut  aussi  opérer  comme  il  suit  : Si  fx  est  > m,  on  divi- 
sera le  polynôme  A»  -h  A,  a -I-  ...  par  F (a) , et  en  dési- 
gnant par  Q le  quotient , par  cr  (a)  le  reste  qui  est  de  de- 
gré inférieur  à m,  on  aura 

= A,-(-A,rt-(-.  .=  f’(a)XQ-t-o(«)j 

et  comme  F(«)  est  nul,  on  aura  simplement 


= a 


OÙ  (3  désigne  un  polynôme  de  degré  m — i au  plus. 

Quoique  la  démonstration  précédente  ne  laisse  rien  à 
désirer  sous  le  rapport  de  la  rigueur  et  de  la  clarté,  nous 
en  donnerons  une  seconde  qui  aura  l'avantage  de  nous 
fournir  un  procédé  plus  facile  pour  trouver  la  forme  en- 
tière qui  convient  à une  fonction  fractionnaire  donnée. 

Soit  louiours  7^^  la  fraction  donnée,  où  a est  racine 

de  F (r)  = o.  On  peut  supposer  tp  (a)  de  degré  inférieur 
à rn,  car  si  le  contraire  avait  lieu,  on  ferait  di.sparaitre  de 
tf/  (a)  les  puissances  de  a supérieures  à la  (nt  — 
l’un  des  procédés  indiqués  précédemment. 

Cela  posé,  opérons  sur  les  polynômes  F (n)  et  (a) , 
comme  s'il  était  question  de  trouver  leur  plus  grand  com- 
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luun  diviseur;  on  aura  ccttc  suile  d'égalités  : 

F(a)=ri|i(n)  Qi  + Ri, 

[a)  = R,  Q,  -f-  R,, 

Ri  = RjQj  -t-  Rj» 


R«_j  = R,_i  Q,  -H  R,, 

où  R„  ne  contient  plus  la  quantité  a.  Or,  F (a)  étant  nul, 
on  aura 

R,  = (i  + Qi  Q,)  H")) 

R>  = — (Qi  "t-  Qa  -t-  Qi  Qi  Qj)  ’i'  ('*)  1 


La  dernière  de  ces  égalités  sera  de  la  forme 

R»  = 

6 (a)  désignant  un  polynôme  entier  et  rationnel  par  rap- 
port à a.  On  en  tire 


et , par  suite  , 

T (<»)  _ y(o)-fl(a) 

'K«)  R. 


Cette  valeur  de 


K") 


est  entière  par  rapport  à a , puisque 


R„  ne  contient  pas  u;  et,  si  elle  renferme  des  puissanecs 
de  a supérieures  à la  [m — on  pourra  les  faire  dis- 

paraître par  le  procédé  que  nous  avons  indiqué  précé- 
demment. 

A la  vérité,^ cette  méthode  semble  en  défaut  dans  le  cas 
où  les  polynômes  (x)  et  F (x)  ont  nn  diviseur  commun; 
car,  dans  ce  cas,  la  quantité  désignée  par  R„  est  nulle, 
ainsi  que  C (a)  : mais  alors  on  pourra  enlever  de  F (x), 
par  une  simple  division,  tous  les  facteurs  linéaires  qui 
sont  dans  f (x),  et  parmi  lesquels  ne  se  trouve  pas  x — <7, 
çar  autrement  (|<  (u)  serait  nul.  En  désignant  par  F,  (x) 
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le  résullat  ainsi  obtenu,  a sera  racine  de  F,  (x)  = o,  et 
le  polynôme  ip  (x)  étant  dès  lors  premier  avec  F,  (x),  on 
pourra  appliquer  la  méthode  précédente. 

Corollaire.  — La  fonction  rationnelle  la  plus  générale 
d’une  racine  d’une  équation  de  degré  m est  une  fonction 
entière  du  degré  m — i,  renfermant  par  conséquent  m 
coefficients  arbitraires. 

Extension  aux  fonctions  rationnelles  de  plusieurs 
racines  d’une  équation.  — La  méthode  précédente  a sur- 
tout l’avantage  de  pouvoir  être  appliquée  aux  fonctions 
rationnelles  de  plusieurs  racines  d’une  équation.  On  a , 
en  effet , ce  théorème  : 

Toute  fonction  rationnelle  non  entière  de  plusieurs 
racines  d’une  équation  peut  être  remplacée  par  une 
Jonction  entière  des  mêmes  racines. 

Rien  ne  sera  changé  à nos  raisonnements,  si  la  fonc- 
tion 7-^»  que  nous  avons  considérée,  renferme  d’autres 

racines  & , c,  etc.,  de  l’équation  F (x)  =0,  et  cette  fonc- 
tion pourra  se  mettre  sous  la  forme  A»  a -I-  A,  a*  -1-  ...  , 
Ao  et  A,  étant  des  fonctions  rationnelles  de  racines  parmi 
les<|uelle  ne  se  trouve  pas  a.  A leur  tour,  on  pourra  rendre 
ces  fonctions  Ao,  A,,  etc.,  entières  par  rapport  à une 
autre  racine  b,  puis  par  rapport  à une  troisième,  et  ainsi 
de  suite. 

Exemple.  — Toute  fonction  rationnelle  d’une  racine  a 
de  l’équation  du  troisième  degré 

x'  px'  qx  + r — O 
peut  être  mise  sous  la  forme 

A -J-  Ba  Ca’; 

mais  il  est  souvent  préférable  de  prendre  une  forme  frac- 
tionnaire dont  les  deux  termes  soient  linéaires,  et  cel.a 
est  toujours  possible;  car  si  l’on  divise  les  polynômes 
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a'  -+-  pa}  qa  -<r  r el  Ca’  B«  + A,  donl  le  premier 
est  nul , l’un  par  l’autre , on  aura  un  quotient  et  un  reste 
du  premier  degré  en  a,  et  l’on  conclut  aisément  de  là  que 
la-fonction  A + B«  -I-  Ca*  peut  être  mise  sous  la  forme 
Ma -H  N 
rt  -+-  P " 

Méthode  d'élimination  fondée  sur  la  théorie  des 
fonctions  symétriques. 

Parmi  les  applications  que  l’on  peut  faire  de  la  théorie 
des  fonctions  symétriques , l’une  des  plus  importantes  est, 
sans  contredit,  la  méthode  d’élimination  que  nous  allons 
expliquer. 

Considérons  deux  équations , des  degrés  m et  n respec- 
tivement , contenant  deux  ou  un  plus  grand  nombre  de 
variables  x,  y,  etc.,  et  entre  lesquelles  il  s’agit  d’élimi- 
ner X.  Nous  supposerons  ces  équations  complètes,  et  leurs 
coefficients  entièrement  indéterminés,  et  les  ordonnant 
par  rapport  à x , nous  les  représenterons  par 

(1)  jf"-'  X = O, 

(2)  X"  -I-  y,_,x  -4-  y,  = o. 

Les  coefficients  p, , p, , etc.,  qt,qt,  etc.,  sont  des  fonc- 
tions entières  de  y,  etc. 

Désignons  par  a,  b,  l\es  m racines  de  la  pre- 

mière de  ces  deux  équations , lesquelles  dépendent  de  y et 
des  autres  variables,  s’il  y en  a,  et  portons-les  dans  la 
seconde  équation  -,  on  aura  ces  m résultats 

a"-(-  q,a—'  + y,a*-’-+-.  . . -J-  9_,a  4-  y,, 

b"+q,b*-‘  J,  . .-)-  y,_iè  -f-  y,, 

C"  + q,  c"-'  4-  q,  e"-’  4- . . . y_,  c -t-  ç,, 


/"4-  7>/'-'4-  . .4-  y,-.  / 4-  y,. 
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Cela  [)Osé,  si  l’on  multiplie  ensemble  tous  ces  résultats,  et 
que  l’on  désigne  par  V leur  produit,  il  est  facile  de  voir  que 

V =o 

sera  l'équation  finale  résultant  de  l'élimination  de  x entre 
les  deux  équations  proposées.  En  clfet,  l’équation  finale 
qui  résulte  de  l’élimination  de  x entre  deux  équations  est 
simplement  la  condition  nécessaire  pour  que  ces  deux 
ét{uations  aient  une  racine  commune,  et  il  est  bien  évi- 
dent que  la  condition  nécessaire  et  suffisante  pour  que  les 
équations  (i)  et  (a)  aient  une  racine  commune,  est  que 
l’un  des  résultats  (3) , ou  leur  produit  V,  soit  nul. 

D'ailleurs,  V est  une  fonction  symétrique  et  entière  des 
racines  de  l’équation  (i),  qui  contient,  en  outre,  rationnel- 
lement les  coelTicicnls  de  l’équation  (a);  on  pourra  donc 
exprimer  cette  fonction  rationnellement  par  les  coefli- 
cients  des  é^quations  (i}  et  (a). 

En  appliquant  la  méthode  pi-écédente  à deux  équations, 
dont  les  coefficients  ont  des  valeurs  particulières,  on  ob- 
tient toujours  la  véritable  équation  finale,  pourvu  que 
ces  équations  contiennent  la  plus  haute  puissance  de  l’in- 
connue qu'on  élimine  ( voir  la  Note  ^ I pour  le  cas  des 
équations  incomplètes).  Cette  méthode  a,  en  outre,  l’a- 
vantage de  conduire  à un  théorème  im]K>rtant,  dont  nous 
allons  présenter  la  démonstration. 

Théorème  sur  le  degré  de  l’équation  finale,  qui  résulte  de 

r élimination  d'une  inconnue  entre  deux  éqiuttions. 

Nous  conserverons  les  notations  employées  dans  le  pré- 
cédent paragraphe,  et  nous  .sup]K)scrons  toujours  que  les 
deux  équations  (i)  et  (2),  l’une  du  degré  m,  l’autre  du 
degré  n,  soient  complètes,  et  que  leurs  coefficients,  repré- 
sentés chacun  par  une  lettre,  soient  dans  une  parfaite  in- 
dépendance. Alors  les  quantités  />,  et  q,  sont  des  fonc- 
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lions  entières  du  premier  degré  par  rapport  aux  variables 
etc.,  qui  entrent  dans  les  équations  proposées;  pa- 
reillement, pf)  sont  du  deuxième  degré,  et,  en  général, 
le  degré  des  coeflicients  de  x dans  les  équations  (i)  et  (a) 
sera  indiqué  parleur  indice.  Cela  posé,  nous  allons  démon- 
trer le  théorème  suivant  ; 

Le  degré  de  l'équation  finale  qui  résulte  de  l'élimi- 
nation d une  variable  x entre  deux  équations  complètes 
dont  les  coefficients  sont  indéterminés  et  indépendants 
les  uns  des  autres,  est  précisément  égal  au  produit  des 
degrés  des  deux  équations. 

Considérons,  en  effet , un  terme  quelconque  du  produit 
des  expressions  (3),  par  exemple 


— S . 


ce  terme  se  trouvera  dans  V,  ainsi  que  la  fonction  symé- 
trique dont  il  fait  partie.  V est  donc  la  somme  d’expres- 
sions de  la  forme 

V « 

(]n — a<7«  — 6 » « . fJn  — X ^ ^ O O .../  y 


en  observant  qu’il  faut  remplacer  qn—a  par  i,  si  « = // , 
et  de  même  pour  les  autres.  Or,  d'après  ce  qui  a été  dit 
plus  haut,  le  facteur  qn-a.qn-t- • • qn-\  est  du  degré 
(n  — a)  -h  («  — 6)  -+-...  -t-  (n  — ).)  ou  w/i  — (a  -t-  6 -f- . . . H- 
par  rapport  aux  variables  etc.  ; si  donc  nous  faisons 

voir  que  le  second  facteur  est,  par  rap- 

port à ces  mêmes  variables  j,  etc.,  du  degré  a -t-  6 -t- . . .-f-A, 
il  s’ensuivra  que  le  terme  de  V que  nous  considérons  est 
du  degré  mn,  et  que  V est  lui-même  de  ce  degré.  Les 
coefficients  p,,p,.,  etc.,  de  l’équation  (i)  étant,  par  rap- 
port à Yi  etc.,  d’un  degré  égal  h leur  indice  , il  en  sera  de 
même  des  sommes  de  puissances  semblables  .t, , 5, , etc., 
de  ses  racines;  cela  résulte  immédiatement  des  formules 
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(le  Newlon.  Ainsi,  le  degré  d'une  fonction  symétrique 
simple  telle  que  s*  est  le  même,  soit  que  l’on  considère 
Sa  comme  fonction  de  a,  etc.,  soit  qu'on  la  considère 

comme  fonction  de  y,  etc.  Enfin,  peut 

s’exprimer  en  fonction  des  sommes  s,  par  une  formule 
entière  qui  est  du  degré  a 6 -f-  • . . H-  X par  rapport  aux 
racines  n,  b,  etc.,  et  qui  est,  par  conséquent,  aussi  du 
même  degré  par  rapport  à y,cvc.  Le  théorème  est  donc 
démontré. 

Nous  avons  admis  comme  évident  que  les  termes  de 
degré  mn,  qui  se  trouvent  dans  V,  ne  peuvent  se  détruire, 
tant  qu’on  laisse  indéterminés  les  coefficients  des  équa- 
tions (i)  et  (a).  Voici,  au  surplus,  un  moyen  très-simple 
de  le  démontrer. 

Considérons  les  deux  étjuations 

(i')  (x-+-  O,  j^-t-  èi)  (x  -(-  o,r-t-  è,)..  .(jTH-  a./H-  è«)  = O, 

(a')  (x  -H  c,  J rf.)(a:  -t-  -t-  rf,).  . .(jT  -H  c,  7 -t-  d,)  = o, 

entre  les  deux  inconnues  x et  y,  et  qui  ont  pour  premiers 
membres,  l'une  (i')  un  produit  de  m facteurs  linéaires, 
l’autre  (a')  un  produitden  facteurs  pareillement  linéaires. 

L'équation  finale  résultant  de  l’élimination  de  x entre 
les  deux  équations  (i')  et  (a')  aura  évidemment  jiour 
premier  membre  le  produit  des  nin  facteurs  linéaires  dont 
l’expression  générale  est 

(a^  — c,)  X + (bp.  — d,), 

fx  et  V pouvant  prendre  toutes  les  valeurs  de  i à m et  de  i 
à n respectivement;  et  si  on  laisse  indéterminées  les 
quantités  a,,  i,,  c,,  rf,,  etc.,  cette  équation  finale  sera  du 
degré  mn. 

D’ailleurs,  cette  équation  finale  doit  être  comprise 
dans  l'c-quation  V = o,  qui  est  relative  aux  é((uations  gé- 
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iiërales  (i)  et(a)  ; donc  celte  dernière  ne  «aurait  être  d’un 
degré  inférieur  k mn,  k moins  qu'on  ne  suppose  aux  coef- 
ficients des  valeurs  particulières. 

Si  les  coefficients  des  équations  (i)  et  (a)  ont  des  valeurs 
déterminées,  on  pourra  toujours  appliquer  le  raisonne- 
ment qui  précède,  pourvu  que  ces  équations  contiennent 
la  plus  haute  puissance  de  l’inconnue  qu'on  élimine.  On 
est  alors  conduit  à fa  proposition  suivante,  qui  est  géné- 
rale ; 

Le  degré  de  l'équation  finale  résultant  de  l’élimina- 
tion d'une  inconnue  entre  deux  équations  qui  en  con- 
tiennent plusieurs,  est  au  plus  égal  au  produit  des  degrés 
de  ces  équations. 

Ce  théorème  a lieu  encore  si  les  équations  que  l’on 
considère  manquent  de  la  plus  haute  puissance  de  l’in- 
connue qu’on  élimine. 

Soient,  en  effet,  deux  équations  entre  deux  variables  x 
et  ayant  respectivement  m et  n pour  degrés  et  man- 
quant du  terme  le  plus  élevé  en  x.  En  eonsidérant  x et 
comme  des  coordonnées  rectilignes,  ces  deux  équations 
appartiendront  à deux  courbes,  et  le  degré  de  l’équation 
finale  résultant  de  l’élimination  de  j sera  égal  au  nombre 
des  points  d’intersection  réels  ou  imaginaires  de  ces 
courbes.  Par  conséquent , ce  nombre  ne  changera  évidem- 
ment pas , si  l’on  rapporte  les  deux  courbes  à d’autres  axes 
de  coordonnées;  mais  alors  les  nouvelles  é<{uations  de  ces 
deux  courbes  se  déduisent  des  anciennes , en  remplaçant  x 
et  y par  des  fonctions  linéaires  nx  -t-  by,  a' x 4-  b' y,  cl 
contiendront  évidemment,  l’une  un  terme  en  x”,  l’autre 
un  terme  en  x",  à cause  de  l’indétermination  de  a et  a'  ; 
le  degré  de  l’équation  finale  en  y résultant  de  l’élimi- 
nation de  X entre  ces  nouvelles  équations  sera  donc  au 
plus  égal  à mn  : par  suite,  le  nombre  des  points  d’inter- 
seeiioii  des  deux  courbes  ne  pourra  surpasser  mn,  et  il  en 
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sera  de  même  du  degré  de  l’équation  finale  qui  résulte^ 
rail  de  réliminaliou  de  y entre  les  deux  proposées. 

La  même  démonstration  s’applique  au  cas  où  les  deux 
équations  proposées  ronticnnent,  outre  x et  v»  d’autres 
variables  ii,  r,....  En  efl’et,  si  l’on  pose 

et  que  l’on  considère  k.  A',  etc.,  comme  des  paramètres,  le 
raisonnement  précédent  s’appliquera  aux  deux  étjuations 
proposées  qui  ne  renferment  plus  que  x et  y.  Par  où  l’ou 
voitquc  l’équation  finale  en  y,  2,  «,  etc.,  résultantdc  l’é- 
limination dex,  sera  au  plus  du  degré  mn , si  l’on  v 
remplace  z,  «,  etc.,  par  Aj,  k'y,  etc.,  et  cela , quels  que 
soient  A,  A',  etc.;  mais  cette  substitution  ne  change  évi- 
demment pas  son  degré , lequel  ne  pourra  donc , en  aucun 
cas,  surpasser  mn. 

On  peut  au  reste,  dans  chaque  cas  particulier,  fixer 
avec  précision  le  degré  de  l’équation  finale  qui  résulterait 
de  l'élimination  d’une  incounue  entre  deux  équations 
données.  On  trouvera  dans  la  Note  \ I une  règle  très- 
simple  pour  résoudre  cette  question. 

La  méthode  d’élimination  par  les  fonctions  symétri- 
ques, telle  que  nous  l'avons  exposée,  ne  donne  pas  le 
moyen  de  déterminer,  dans  la  résolution  de  deux  équa- 
tions simultanées , la  valeur  de  la  seconde  inconnue,  qu'il 
faut  joindre  à chaque  racine  de  l’équation  finale.  M.  Liou- 
ville  a cherché  à combler  cette  lacune,  et  il  y est  parvenu 
(tome  XII  du  Journal  de  Mathématiques  pures  et  appli- 
quées)^ comme  nous  l’indiquerons  dans  la  leçon  suivante. 
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Méthode  de  M.  Liouvillc  pour  lu  résolution  de  deux  équations  à deux  in- 
connues. Extension  au  cas  d'un  nombre  quelconque  d'équations 
entre  un  même  nombre  d'inconnues. — Méthode  d’Abel  pour  déterminer 
la  racine  commune  à deux  équations.  — Théorème  de  Lajniigc  sur  les 
conditions  nécessaires  pour  que  deux  équations  aient  plusieurs  racines 
communes. 


Méthode  de  M.  Liouvillc  pour  la  résolution  de  deux 
équations  à deux  inconnues. 

Soient  deux  équations 

(1)  /(jr,  v)  = o,  V(x,  r)  = o, 

entre  deux  inconnues  X'  etj^  ; nous  introduirons  une  autre 
variable  t , telle  que  l’on  ait 

(2)  f = .c  -t-  a r ou  X t — xjTt 

a désignant  un  paramètre  indéterminé.  En  mettant,  au 
lieu  de  x,  sa  valeur  t — a y,  les  équations  proposées 
deviennent 

(3)  f{t~ay,x)—o,  V ^t  — 3.x,  y)  =a. 

Cela  posé,  nous  éliminerons  y entre  les  équations  (3)  ; 
nous  obtiendrons  ainsi  une  équation  finale  en  t,  renfer- 
mant le  paramètre  « , et  nous  la  représenterons  par 

(4)  ’HC»)  = o; 

comme  pour  a = o,ona/  = X,  l’équation  finale  en  x qui 
résulterait  de  l’élimination  de  y entre  les  équations  (i) 

4 
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s(fra  (l'abord 


(5)  o)  = O. 

Voici  maintenant  comment  on  obtiendra  la  valeur  de  )' 
qui  correspond  à chaque  racine  x de  cette  équation  finale. 
Considérons  t et  a comme  des  coordouuées  rectangu- 
laires; l’équation  (4)  appartiendra  à un  lieu  (|ui  n’est 
autre  chose  qu’un  système  de  droites  réelles  ou  imagi- 
naires, lesquelles  seront  aussi  représentées  par  l’équation 
linéaire 

t = x + a}-, 

où  l’on  doit  remplacer  x et^  successivement  par  les  divers 
couples  de  solutions  communes  aux  équations  (i). 

Considérons,  en  particulier,  un  couple  de  valeurs  de  x 
et  satisfaisant  aux  proposées,  et  la  droite  cornspon- 
daiite  f ==x-f  aj,  dont  l’ordonnée  à l’origine  est  OM  = x 
( fig.  t ),  et  le  cocflicicnt  angulaire  tang  MAO  = y. 

Supposons  d’abord  qu’à  la  valeur  x que  nous  considé- 
rons ne  corresponde  qu’une  seule  valeur  de  ; la  droite  Al? 
sera  la  seule  des  droites  représentées  par  l’équation  (4)i 
qui  passera  par  le  point  M : en  d’autres  termes,  ladroite  Al? 
sera  la  seule  tangente  au  point  M du  lieu  que  représente 
l’équation  (4).  Mais  le  coefficient  angulaire  delà  tangente 
en  un  point  quelconque  (f,  *)  de  ce  lien  s’obtient  en  dif- 
férentiant  l’équation  (4);  ce  qui  donne 


(6)  • 
d’où 


rf  i dt 

~T“  H — ^ — T~  — O ♦ 
(la  dt  (la 


ÛL 

d a 


d-^ 

da 

77  = y' 

**  r 
dt 


équation  qui  ne  sera  en  défaut  que  si  l’on  a en  même 
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d-if  . , , 

temps  ^ = O , = O ; ce  qui  n a lieu  que  pour  les 

points  singuliers.  Nous  savons,  d’ailleurs,  qu’au  point  M , 
qui  a pour  coordonnées  a = o et  f = a; , la  tangente  a 
pour  coeilicient  angulaire  ; on  a donc 

r = o). 


et  notre  problème  est  résolu. 

L’application  de  cette  méthode  exige  un  calcul  plus 
long  que  si  l’on  se  proposait  seulement  l’élimination  dc^' 
entre  les  deux  équations  proposées;  car  le  premier  mem- 
bre de  l’équation  finale  (5)  n’est  que  le  premier  terme 
de  l’équation  (4)  ordonnée  par  rapport  à a : mais  on  peut 
démontrer  qu’il  n’est  pas  nécessaire  de  calculer  l’équa- 
tion (4)  tout  entière,  et  qu’il  suffit  d’en  connaitre  les 
deux  premiers  termes.  Imaginons,  en  ellèt,  que  le  po- 
lynôme <p(t,  «)  soit  ordonné  par  rapport  aux  puissances 
de  or,  de  sorte  que  l’on  ail 

(7)  '}'  (f>  *)=  O (r)  + (')  H-  a’oi(')  , 

et  qu’on  connaisse  les  deux  premiers  termeso(/)  et  cr,(f); 
l’équation  finale  en  x sera  d’abord 

CJ  (x)  = O. 

Ensuite  on  lire,  eu  difiérentiant  l’é({uatioii  (7),  et  déno- 
tant les  dérivées  à la  manière  de  Lagrange, 


(8) 

d’où 


= -h.  . . , 


d-l 

— = o,{f)-f-2aej,(f)-+-.  . . , 

fin 


el,  par  conséquent. 


X — 


rj'(x)' 


\ î 
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L’équation  prccédciiie  fera  coiiiiaitre  la  valeur  de  y qui 
correspond  à cliaque  racine  x , et  elle  ne  sera  en  défaut 
que  pour  les  valeurs  de  x auxquelles  correspondent  plu- 
sieurs valeurs  de  y.  C’est  le  cas  que  nous  allons  actuelle- 
ment examiner. 

Supposons  qu’à  une  même  racine  x de  l’équntion  (5) 
(■orrespondent  deux  valeurs  de  y que  nous  désignerons 
par  et  ; alors  les  droites  Ail,  A,  B,  (fig.  a),  repré- 
sentées par  les  éjjuations 

t = X 4-  a/,  / = X 4-  «7, , 

passeront  par  un  même  point  M de  l’axe  OT  : autrement 
dit,  au  point  M,  qui  est  un  point  de  la  ligne  représentée 
par  l’équation  (4)»  ‘I  y ^ deux  tangentes  à cette  ligne, 

AB  et  A, Bt  ; on  a donc  en  ce  point  ^ = O,  '~=zo,  et 
pour  avoir  la  valeur  de  il  faut  dillérenticr  l’équa- 
tion  (6) , ce  qui  donne,  à cause  de  = o , 


(9) 


da}’^  didt  rfa  f/t*  w/aj 


Kn  faisant  a = o et  t = x,  on  tirera  de  cette  écpiatioii 
deux  valeurs  de  qui  seront  précisément  celles  de  y 


ciyt  \ et  l’on  peut  voir  aisément  qu’il  suffit  de  connaître 
les  trois  premiers  termes  devf((<,  a).  Dilférentions , eu 
eflet,  les  é<|uations  (8)  -,  on  aura 


d'j> 

~dF 

d’-!f 

fi'xfit 


= o’i  {')  aao',(f)4-.  . . , 


= aoi{/)  4-  . . . . 
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D’après  cela,  faisant  dans  l’équation  (9) , a = o,  t = x, 
lit 

■ — • = y,  on  aura 

f/a  ' 

a"  (j:)  y’-t-  ao',  ( x)  y 4-  2 ra,  (x)  = o , 
é<[uation  dont  les  racines  sont  les  deux  valeurs  _y  et  yi, 
qui  correspondent  à x. 

On  voit,  par  là,  comment  il  faudra  opérer,  si  à une 
même  valeur  de  x correspondent  trois  ou  un  plus  grand 
nombre  de  valeurs  de  /.  Je  ne  crois  pas  qu’il  soit  néces- 
saire d’insister  davantage.  Remarquons  seulement  que , 
pour  qu’à  une  valeur  de  x correspondent  deux  valeurs 
de  y,  il  faut  que  l’on  ait  en  môme  temps 
a'{x)  — o,  O,  (j)  = o; 

pour  qu’il  y ait  trois  valeurs  de  jr  correspondantes  à la 
valeur  de  x,  il  faut,  de  plus,  que  l’on  ait 

o"(x)  = 0,  or',(x)  = 0,  o,(x)=0, 

et  ainsi  de  suite.  Ces  cas  particuliers  ne  pourront  donc 
jamais  se  présenter  que  si  l’équation  finale  a des  racines 
égales. 

Extension  au  cas  d'un  nombre  quelconque  d’équations 
entre  un  même  nombre  d’inconnues. 

La  même  méthode,  où  l’on  peut  éviter  les  considéra- 
tions géométriques  que  j’ai  cru  devoir  employer  pour  plus 
de  clarté,  s’applique  au  cas  d’un  noyrbrc  quelconque 
d’équations  entre  un  pareil  nombre  d’inconnues. 

Soient,  par  exemple,  trois  équations  à trois  inconnues 
X,  y,  Z,  savoir  : 

(1)  /(•<■,  .r,  ï)  = O,  F 'x,  y,  î)=o,  ÿ(x,j-,  i)  = o; 

on  posera 

(2)  f = X -r  ay -f- 62, 

en  désignant  par  t une  nouvelle  v ariable,  el  par  a.  o deux 
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indéterminées,  puis  on  portera  dans  les  équations  (i)  la 
valeur  dex,  tirée  de  l'équation  (a)  : on  aura  ainsi  trois 
équations , 

(3)  ®» 

I ^{t  — a.y  — ^z,j,i)=o, 

entre  lesquelles  on  éliminera  y et  z (*).  Soit 

( 4)  ('>  6)  = o 

l’equation  finale  en  t ainsi  obtenue;  on  aura  d’abord  l'é- 
quation finale  résultant  de  l’élimination  de  y et  z entre 
les  proposées,  en  faisant  (=  x,  a = o,  ê = o;  ce  sera 
donc 


(5) 


•](  (x,  o,  o)  = o. 


Maintenant,  pour  avoir  les  valeurs  y et  z qui  corres- 
pondent à chaque  racine  x de  cette  équation  finale,  on 
diflerentiera  l’équation  (4)  par  rapport  à a,  puis  par  rap- 
port à 6 ; on  obtiendra  ainsi 


(6) 


r/^^ 

dt  _ 

d a 

d a 

~d^ 

lit 

d^ 

* _ 

Jë 

d^ 

Ht 

= -f,  (f,  a,  6), 


D’ailleurs,  en  différentiant  l’équation  (s),  on  a 
dt  dt  

dl~^'  dl-^' 

faisant  donc  dans  les  équations  (6)  « = o,  6 = o,  f = a:. 


(*)  La  méthode  d élimination  par  les  fonctions  symétriques  sera  éten- 
due, dans  la  huitième  leçon,  au  cas  d'un  nombre  quelconque  d'équations. 
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on  aura 

7 = •{.,  (x,  O,  o),  I = (x,  O,  ü). 

Comme  dans  le  cas  de  deux  é<|uaiioiis,  il  ne  sera  pas 
nécessaire  de  counaitrc  les  termes  de  (f,  a,  6)  qui  dé- 
passent le  premier  degré  en  a et  6;  car,  si  l’on  suppose 


on  aura 


,1^ 

Ht 


o'(<)  -H . • ■ ; 


par  conséquent,  l’équation  finale  en  x sera 
O (x)  = O, 

et  les  valeurs  de  y et  z seront 

B»l  (x)  BT»(x) 

^ o'(x)’ 

Si  à une  même  valeur  x corresj>ondaient  deux  valeurs 
de  y et  de  z,  les  formules  précédentes  seraient  en  défaut; 
il  faudrait  alors  opérer  comme  nous  l’avons  fait  dans  le 
cas  de  deux  équations.  Ces  cas  d’exception  ii’oITrent  au- 
cune difficulté,  et  je  ne  crois  pas  nécessaire  de  nous  y ar- 
rêter davantage. 

Au  lieu  d’employer  deux  indéterminées  a et  o,  comme 
nous  l’avons  fait,  ou  peut  se  borner  à une  seule,  et  poser 

{’])  t z=  X -h  ajr  + a'  z; 

on  remplacera  dans  les  équations  proposées  x par 
t — ixy  — a’  z et  on  éliminera  ensuite  et  z ; on  obtien- 
dra ainsi  une  équation  finale 
(8)  ^Hc«)  = o. 
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L’équation  flualc  en  x s’eu  déduira,  comme  précédem- 
ment, en  faisant  a = o,  t = x \ cette  équation  sera  donc 

i}.(x,o)  = o. 


Pour  avoir_j^  et  z,  on  différentiera  deux  fois  l’équation  (7), 
par  rapport  à a ; ce  qui  donnera 


dt 


ili 

7Z' 


2 Z. 


Cela  posé,  en  différentianl  l’équation  (8),  011  trouve 


d^ 

(9) 

dt  d a 

dx~ 

~dt 

d’où 

(10) 

j-t-  2az  = (t,  a); 

différentiant  aussi  cette  équation  (10)  par  rapport  à a,  on 
aura 


2Z  = 


lü 


d i{i,  f/r 
dt  d 3.' 


dt 


OU,  en  remplaçant  — par  sa  valeur  tirée  de  l’équation  (9), 


(■>) 


2 Z — — 1-  i}i, 

a X 


dt 


a). 


Enfin,  faisant  a=  o,  f = x,  dans  les  équations  (10)  cl 
(i  1),  on  aura 

r = 'l'l  (•»•..  o),  2ZZ=  ü). 

11  est  facile  de  voir  qu'il  n’est  pas  nécessaire  de  calculer 
l’équation  (8)  entièrement,  et  qu’il  suffit  d’en  connaître 
les  trois  premiers  termes. 

Le  problème  dont  nous  venons  de  donner  la  solution  , 
d’après  M.  Liouvillc,  est  compris,  du  moins  lorsqu’il  ne 
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s’agit  que  de  deux  équations,  dans  un  autre  problème 
plus  général  traité  par  Abel.  Supposons  qu'on  ait  deux 
équations 

f{r^r)  — o,  F(x,^)=o, 

et  qu’ayant  éliiuiiié  ) , ou  ait  trouvé  cette  équation  iiiiale 
O (x)  = O , 

cette  dernière  exprimant  la  condition  pour  que  les  deux 
proposées  où  y sera  alors  l’inconnue  aient  une  racine 
commune,  la  recherclie  de  la  valeur  de  j',  qui  correspond 
à une  racine  de  l’équation  finale  en  x,  est  ramenée  à 
trouver  la  racine  commune  y aux  deux  équations  pro- 
posées. C’est  précisément  la  question  qu’Abel  a résolue 
dans  un  Mémoire  publié  dans  les  Annales  de  Mathéma- 
tiques de  Gergonne,  tome  X^  II,  et  qui  ne  fait  pas  partie? 
du  Recueil  de  ses  œuvres  complètes.  Nous  allons  exposer 
sommairement  l’analyse  de  ce  grand  géomètre. 

Méthode  d'Ahel  pour  déterminer  la  racine  commune 
à deux  éauations. 

Quand  deux  équations  ont  une  racine  commune,  on 
])eut  déterminer  cette  racine  par  U méthode  du  plus  grand 
commun  diviseur;  mais  on  peut  aussi,  comme  Abel  l’a 
fait  voir,  former  immédiatement  l’expresSion  de  cette  ra- 
cine commune  par  la  méthode  des  fonctions  symétri- 
<[ues  ; on  peut  encore,  par  lé  même  procédé,  déterminer 
une  fonction  rationnelle  quelconque  de  cette  racine  com- 
mune. 

Soient  les  deux  écpiations 

{')  f{y)  = -I-  p.y'—'-i-.  ■ ■ + pm-^y  pm=  «, 

(2)  f"' (y)=y“ -H  7>y"~'  + • -t-  7— 7»  = 

qui  ont  une  racine  commune  mais  qui  n’ont  que  cette 
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seule  racine  commune,  et  proposons-nous  de  calculer  une 

fonction  rationnelle  et  entière  <f  (y,)  de  cette  racine. 

Désignons  par  jr, , jr,,...,  les  n racines  de  l’équa- 
tion ( a),  et  portons-les  dans  le  premier  membre  de  l’étjua- 
tion  (i)  y {j)  ; on  aura  ces  n résultats 

/ix>),  /(r>).  /{/>).•••. 

dont  le  premier  est  nul.  Faisons  ensuite  les  produits 
n — I à n — 1 de  ces  n quantités,  et  désignons  générale- 
ment par  Rju  celui  de  ces  produits  qui  ne  contient  pas 
le  facteur  y(j>);  les  quantités 

Ri,  R,,  R,,...,  Rii , 


seront  toutes  milles , à l’exception  de  la  première.  Cela 
posé,  on  aura  identiquement 

R'?  (/■)  = R'  ?(>■')  + Rjf(.r,)  Rj?(/i)  • • + R»?  (.>■«) 

R,  = R,  H- R, -4- R, -4-  .■-4-R,=^^R, 


d’où,  par  la  division. 


ÿ(/')  = 


ï^(r) 

2H  ’ 


le  signe  ^ s’étendant  à toutes  les  racines  de  l’étpia- 

tion  (a).  On  voit  que  cette  expression  de  ç (jr, ) est  une 
fonction  symétrique  et  rationnelle  de  toutes  les  racines  de 
l’équation  (a),  et,  par  conséquent,  on  pourra  la  calculer 
par  l’une  des  méthodes  que  nous  avons  exposées. 

Tel  est  le  principe  de  la  méthode  d’Abel  ; mais  on  peut, 
par  un  artifice  ingénieux  qu’il  a indiqué,  simplifier  no- 
tablement le  calcul  de  la  fonction  ^ (^i  )•  Soit  0 [y)  une 
fonction  rationnelle  quelconque  dont  nous  nous  réser- 
vons de  déterminer  ultérieurement  la  forme;  on  aura,  de 
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même  que  précédemment , 


R.  9(^1  )?(/•)  = Bi9(r.)T(^')  + Ri9(ri)i>(r.)  + . . . 
R,  9 (r,  ) = R,  6 ( /,  ) -t-  R.  9 (ri  ) + ■ ■ • -t- R.  0 (r.  ) 


d’où,  par  la  division, 


?(r.) 


^R9(j)y(7) 

SR9(r) 


Celte  nouvelle  expression  de  if  ^Jr^  ) est , comme  la  précé- 
dente, une  fonction  symétrique  des  racines  de  ré(|ua- 
tion  ( 2 ) et  pourra  être  calculée  de  la  môme  manière  ; mais 
elle  devient  plus  simple  , comme  on  va  le  voir,  en  dispo- 
sant convenablement  de  la  fonction  indéterminée  6 ( y). 
Nous  désignerons  par  F'  (y)  la  dérivée  de  F (r)  i et  nous 
poserons  avec  Abel , 


9(r)  = 


r'(r)’ 


la  valeur  de  ® ( y,  ) sera  alors 


T(r.) 


2 

2 


Ry(r) 
F'  (r) 

R 

F'(r) 


Cela  posé,  les  ({uantilés  R,,  R,,...,  R„  peuvent  s’exprimer 
rationnellement,  la  première  en  fuuetion  de  j',,  la  seconde 
en  fonction  de  > etc.,  la  dernière  en  fonction  de  y„. 
En  effet,  R^  est  une  fonction  symétrique  des  ((uanlités 
y 11  Yff-ijni  excepté  c’est-.i-dire  une  fonction  sy- 
métrique des  racines  de  l’é<]uation 


F(r) 

r—r^ 


O, 
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OU 


+ . . . = O. 


Ru  jiourra  donc  s'exprimer  sous  forme  rationnelle  et 
entière  en  fonction  de  et  des  quantités  connues  qui 
entrent  dans  les  équations  (i)  et  (a),  de  la  manière  sui- 
vante : 

Ru  = p.  -H  pi7/x-t-  + • • • 4-  p^/^- 

En  outre , par  l’un  des  procédés  indiqués  dans  la  troisième 
leçon,  on  pourra  chasser  de  l’expression  de  toutes  les 
puissances  dej^u  supérieures  à la  (« — i)''"',  en  sorte  que 
la  valeur  de  R^  aura  finalement  cette  forme  : 

(3)  R/u  =p« -f-pi ^^-t-pi -H. . .-t-p»_i  ; 

et  l’on  déduira  de  cette  équation  les  valeurs  de  R,  , 
R„...,Rm  , en  donnant  successivement  à l’indice  pi  les 
valeurs  i , a , 3 , . . . , n. 

La  quantité  R/t?(j'jii)  leurra  également  s’exprimer 
par  un  polynôme  entier  et  rationnel  par  rapport  à de 
degré  n — i,  et  qu’on  calculera  aisément  (juand  R^  sera 
trouvé  ; soit  donc 

? (.t>  ) = t,  4-  ti  +■  -H  • ■ -E  t«-i  y fl  . 

Mais  par  un  théorème  connu  (*),  si  ^ (_y)  désigne  un 
polynôme  quelconque  du  degré  n — i,  la  somme 

■y  '{'(/) 


! 


(■)  Ce  théorème,  qui  résulte  tic  la  Ihcoric  de  la  décomposition  d'une 
fraction  rationnelle  en  fractions  simples,  sera  démontre  dans  la  leçon 
suivante. 
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étendue  aux  racines  y,  de  l'étiuation 

F(j')  = o, 

a jx)ur  valeur  le  « oefficienl  de  y"~‘  dans  (j/  ( ^)  ; on  aura  , 
d’après  cela, 

V _ , 

Z F'(r) 

R 


eï,  par  suite, 

(4) 


F'(r) 


T(r.)=^'- 

p.-. 


Il  suflU  donc,  pour  avoir  la  valeur  de  notre  fonction  en- 
tière If  (y,),  de  calculer  les  coefficients  de  dans  et 
Rja  ç (y^).  Pour  une  autre  fonction  entière  ^(yi)i  on 
aurait  pareillcinent 

p.-l 

T„_|  désignant  le  coefficient  de  y"^'  dans  R^  *^(y,«i)'i 

par  suite,  pour  une  fonction  rationnelle  on  aura 

^ T(r.) 

<*(ri)  _ T,-, 
t ir.  ) 

Si  l’on  veut  seulement  calculer  yt , il  faudra  faire 
ifiyt)  =yt  dans  l’équation  (4)>  /«-i  sera  alors  le  coeffi- 
cient de  dans  R^  : or,  en  multipliant  l’équa- 

tion (3)  par  y/i,  on  trouve 

R/i  //X  -+-  p.  7/1  + • • ■ -t-  p»-i  7/1  + P»-i  7/11 

et,  on  chassant  y”^  à l’aide  de  l’équation  (a). 


y"»  -+-  7 '+  7>  -H ...  -I-  y H-  </  — II, 
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ri , par  suite, 

^m—l  — P«— 5 Yl  pu— I ) 

la  valeur  de  y,  sera  donc 


P«-i — 9' P«-i  P>^-> 

X,  — — — r/,. 

P»*— l 

Par  où  l’on  voit  qu'il  suilit,  pour  avoir  de  calculer 
dans  R les  coelRcients  de  r""~‘  et  de  r”~^. 

fl  •'fl 

C’est  ici  l’occasion  de  mentionner  un  beau  théorème 
que  Lagrange  a démontré  dans  son  célèbre  Mémoire  in- 
séré parmi  ceux  de  l’Académie  de  Berlin  {tour  1770  et 
1771,6!  qui  est  relatif  aux  conditions  nécessaires  pour 
que  deux  équations  aient  plusieurs  racines  communes. 

Théorème  de  Lagrange  sur  les  conditions  nécessaires 
pour  que  deux  équations  aient  plusieurs  racines  com- 
munes. 

L'objet  de  ce  théorème  est  de  faire  connaître  les  condi- 
tions pour  que  deux  équations  algébriques  aient  deux , 
trois,  etc.,  racines  communes,  quand  011  connaît  la  con- 
dition pour  qu’elles  en  aient  une.  Voici  en  quoi  il  con- 
siste. 

Si  V = O exprime  la  condition  pour  que  deux  équa- 
tions algébriques 

( I ) f{x]  = sT-i-  p,  ■+■  p,  xT-'  x-^  p^  = O, 

(2)  F (xj  = X"  -f-  7,  -l-  -+-...  -H  7,_,  X -H  7,  = O, 

aient  une  racine  commune , V désignant  une  fonction 
entière  des  coefficients  p, , p, . . . . , qt,  q,, . . . , les  condi- 
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tions  nécessaires  pour  deux  racines  communes  seront 


bien 


V = O et  r = O , 

ap„ 


dV 

V = O et  -7—  = O ; 
dq. 


pareillement  les  conditions  nécessaires  pour  trois  racines 
communes  seront 


bien 


d\  d'\ 

V = « , •—  = O , -j-j-  = O , 

<iPm  dpi 

d\  d'y 

V = o,  —=o,  —~o, 

dq,  dq. 


et  ainsi  de  suite  ; en  sorte  qu'on  obtiendra  les  conditions 
nécessaires  pour  p racines  communes,  en  joignant  d l’é- 
quation nécessaire  pour  une  seule  racine  commune  les 
P — 1 équations  qu’on  en  déduit  en  la  différentiant  p — i 
Jbis  par  rapport  au  dernier  terme  de  l’une  des  deux 
équations  proposées. 

Tel  est  l’énoncé  que  l.agraiige  a donné  de  son  théorème  ; 
mais  il  est  nécessaire  d'ajouter  quelques  mots  sur  la  ma- 
nière dontceténoncédoitêtre  entendu.  Ainsi  les  équations 


rfV  d'y  dt‘-'y 


expriment  simplement  les  conditions  nécessaires  et  sufli- 
santes  pour  que  p racines  de  l'équation  (a)  satisfassent  .à 
l’équation  (i),  en  sorte  que  si  l’équation  ( a)  a des  racines 
égales,  il  sera  possible  de  satisfaire  aux  p équations  de 
condition  écrites  plus  haut,  sans  que  les  premiers  mem- 
bres des  équations  (1)  et  (a)  aient  un  diviseur  commun  du 
degré  U,  ce  qui  serait  la  condition  nécessaire  pour  que  les 
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Équations  (i)  et  (2)  eussent  réellement  fx  racines  com- 
munes. Pareillement  les  équations 


rfV  rf’V 


expriment  les  conditions  nécessaires  pour  que  p racines  de 
l’équation  (i)  satisfassent  à l’équation  (2),  en  sorte  que  si 
l’équation  (i)  a des  racines  multiples , on  pourra  satisfaire 
aux  équations  de  condition  précédentes,  sans  que  les 
é(]uatioiis  (i)  et  ( 2)  aient  réellement  u racines  communes. 

11  faut  remarquer,  en  outre,  que  le  dernier  terme  p„ 
ou  <7„,  par  rapport  au([ucl  sont  prises  les  dérivées  de  V, 
doit  être  considéré  comme  un  paramètre  indéterminé  dont 
tous  les  autres  coefficients  sont  indépendants. 

Cela  posé,  passons  à la  démonstration  du  théorème. 
Soient  a,  b,  c , . . .h , l les  n racines  de  l’équation  (2),  «‘t 
posons 

V=/(«)/(é).../(X  )/(/); 


V est  une  fonction  symétrique  des  racines  de  l’équa- 
tion (2),  dont  les  coefficients  sont  des  fonctions  entières 
des  coelfirients  de  l’équation  (i)  ; on  pourra  donc  exprimer 
cette  quantité  par  une  fonction  entière  des  coefficients  des 
équations  (1)  et  (2). 

Les  racines  a , c , étant  indépendantes  de  p„, , 
les  dérivées  des  quantités  _/"(«), y(ft),. ..,/"(/)  par  rap- 


n la  somme  des  produits  m — i km — 1 des  quantités' 


/(").  /(è).-.  . /(*),  /(/); 


pareillement est  égale  à la  somme  des  produits 

' • ^ ll/)m 

m — ■>.  k m — 2 des  nièmes  quantités,  et  généralement 
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— ; y-j- osl  égale  à la  somme  de  leurs  prorluits  m — i 


à ni — I. 

Par  conséquent,  l’équation  qui  a pour  racines  les  n 
quantités 


/(«),  /(«-).  /(<),  Al) 

est 


I 3 . ..(/»• 


rf”-'  V , 

‘lpl~ 


X—  + . 


I rf’V  (i\ 

±—  :7-rX*qz  — X±V  = o. 

I . 2 dp„ 


I . 2 3 


Or,  pour  que  ju.  racines  de  l’équation  (a)  satisfassent  à 
l’équation  (i),  il  faut  et  il  suffit  que  l’équation  en  X ait 
fjt  racines  nulles,  c’est-à-dire  que  l’on  ait 


V = O, 


rf’V 


ce  qui  démontre  le  théorème  énoncé. 

La  démonstration  qui  précède  est  plus  claire  et  plus 
précise  que  celle  qui  a été  donnée  par  Lagrange.  Il  sem- 
ble efl’ectivemenl  au  premier  abord , par  le  raisonnement 
de  l’auteur,  qu’il  est  permis,  dans  l’énoncé  du  théorème, 
de  substituer  aux  dérivées  de  V,  prises  par  rapport  au 
dernier  terme  de  l’une  des  étjuations  proposées , les  déri- 
vées prises  par  rapport  à un  coeflBcient  quelconque,  ou 
même  par  rapport  à un  paramètre  dont  un  ou  plusieurs 
de  ces  coefficients  seraient  fonctions.  Mais  il  est  aisé  de 
voir  qu’on  obtiendrait  de  celte  manière  des  équations  de 
condition  trop  générales. 

Par  exemple , p„_,  étant  le  coefficient  de  x'  dans/" (x), 
et  tous  les  autres  coefficients  étant  indépendants  de 

5 
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V = o, 


d\ 

dpm-i 


O 


peuvent  avoir  lieu,  quoique  les  équations  (i)et(a)  n’aient 
qu’une  seule  racine  commune.  En  effet,  les  dérivées  de 
/(«),  /(i),...,  /(/),  par  rapport  à p„_.,  ont  respecti- 
vement pour  valeurs  «*,  l'\  donc,  à cause  de 

V=/(«)/(é). ../(/), 

on  aura 


^ = «■/{*). . ./(/)+  . . . 

apm-i 

Il  est  évident , d’après  cela,  que  les  équations 


seront  vérifiées  si  chacune  des  équations  proposées  a une 
racine  nulle. 

Exemple.  — Appliquons  le  théorème  de  Lagrange  aux 
deux  équations 

p,x'-\-  p,x  + p,z=o, 

X?  + qtX  + q,  = O. 

En  appelant  a et  6 les  racines  de  la  seconde  équation  , 
on  a 

y Z={a^  + p, a' + p^a+  p,)[b‘  + p,  b'+p^b+p,) 

= îî— l\P<  + (7Î7i—  (îî—  3 <7. 9\p\ 

— ?i7i/3i/3i-+-  (7Î~  ^ 9’P\ — 9tPiPi-^  p\, 

et 

^ — 7Î+  3<7>  7i+  (7Î—  2 ^P^- 

dp. 
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La  condition,  pour  que  les  proposées  aient  une  racine 
commune,  est  V = o j par  suite,  les  conditions  pour  deux 
racines  communes  sont 


F,n  éliminant  p,  entre  celles-ci , il  vient 

(ÿî  — 470(yî  — + 

cette  dernière  se  décompose  en  deux  autres.  En  prenant 
VÎ  — 47>  = o. 

on  exprime  que  les  deux  racines  de  l’équation  du  second 
degré  sont  égales  entre  elles,  et  ces  racines  satisfont  à 
l’équation  du  troisième  degré  en  vertu  de  la  condition 
\ =z  O.  En  prenant,  au  contraire, 

<l\  — 7>  — ?>Pi  + /»>  = O, 

l'équation  = o se  réduit  à 

— îiPi  + Pi  --  °- 

Les  deux  équations  précédentes  expriment  les  conditions 
nécessaires  et  suffisantes  pour  que  la  première  des  équa- 
tions proposées  soit  divisible  par  la  seconde. 
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Dücompo&ilion  on  fractions  simples,  d'iinc  frnction  rationnelle  dont  l<* 
dénominateur  n'a  pas  de  facteurs  'multiples.  — Démonstration  d'uno 
formule  d’analyse.  — Méthode  de  M.  Liuuville  pour  décomposer  iim' 
fraction  rationnelle  en  fractions  simples.  Cas  des  fractions  ration- 
nelles dont  le  dénominateur  a des  facteurs  multiples. 


Nous  nous  sommes  appuyé,  dans  la  dernière  leçon, 
sur  une  formule  que  l’on  peut  déduire  de  la  théorie  de 
la  décomposition  des  fractions  rationnelles  en  fractions 
simples,  ou  qui,  inversement,  peut  être  prise  pour  le 
|>oiiit  de  départ  de  cette  théorie.  Nous  allons  étudier  en 
détail  ce  double  point  de  vue.  Nous  commencerons  par 
établir  un  procétié  pour  décomposer  en  fractions  simples 
une  fraction  rationnelle  dont  le  dénominateur  n’a  pas  de 
facteurs  multiples , et  nous  en  déduirons  la  formule  dont 
nous  venons  de  parler.  Nous  donnerons  ensuite,  de 
cette  même  formule,  une  démonstration  directe  due  à 
M.  Liou\illc,  et  nous  exposerons  la  méthode  qu’il  en  a 
déduite  pour  former  les  fractions  simples  dans  lesquelles 
peut  se  décomposer  une  fraction  rationnelle.  Nous  ferons 
voir,  enfin,  comment  on  peut  passer  du  cas  des  fractions 
rationnelles  dont  le  dénominateur  n’a  que  des  facteurs 
simples,  au  cas  des  fractions  dont  le  dénominateur  a des 
facteurs  multiples. 

D.écomposition  en  fractions  simples,  fFunc  fraction 
rationnelle  dont  le  dénominateur  n’a  pas  de  fac- 
teurs multiples. 

Théoxmie.  — Soient 

f(x)  z={x  — n)  (x  — ù)  (x  — c)  . . . (x  — /) 
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UH  po/j nôinc  (lu  degré  m dont  toutes  les  racines  a , h , 
c,...,  l sont  inégales , et  l'  {x)  un  polynôme  du  degré 
m — I au  plusf  il  y aura  un  système  de  valeurs  des 
constantes  A,  15,  C,...,  L,  tel  <pie  l’on  aura  identi- 
quement 

, , Kfj:)  A B C I. 

(i)  -T- — ■ — H J H 1-  . . . » 

y(x)  X — a X — b X — c X — l 


et  il  n'y  en  aura  qu'un  seul. 

L’équation  (i)  peut  s'écrire  ainsi  ; 

(„  K(,)=iaü+!Z(i)+.. 

X — a X — 0 


et  si  l’on  admet  qu’elle  soit  identique,  elle  sera  satisfaite 
<[uand  on  donnera  à x les  valeurs  a,  b,  c,...,  mais 
|K>ur  x = a,  tous  les  termes  du  second  membre  sont  nuis  , 

à l’exception  du  premier  A qui  se  réduit  à A f (n): 

ou  a donc 

F(«)  = A/'(a),  d’où  A=^. 

L’équation  (2),  ou,  ce  qui  est  la  même  chose,  l’équa- 
tion (i)  ne  peut  donc  avoir  lieu  identiquement  que  si 
l’on  a 


(3) 


_F(« 


B = 


_ f (0. 

“/'(/)’ 


ces  valeurs  de  A,  15,  etc.,  sont  les  seules  qui  puissent 
remplir  la  condition  demandée.  Pour  prouver  quelles  la 
remplissent  eneiret,  remarquons  qu’en  les  adoptant,  l’é- 
([uation  ( 2)  sera  satisfaite  pour  les  rn  valeurs  a,  &,...,/ 
de  X,  et  sera  par  couséqueiit  identique,  puisque  son  de- 
gré est  m — I au  plus  : d'ailleurs,  les  valeurs  trouvées^ 
pour  A,  15,  etc.,  sont  finies,  car  les  racines  «,  /> , etc.. 
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sout  inégales.  On  a donc  la  valeur  suivante  de  la  fraction 
rationnelle  : 


F(x)_F(a) 


F(6) 


/(X)  -/'(a)  x-a^f{b)x-b 


F(0  1 


Supposons  maintenant  que  le  numérateur  de  la  fraction 

rationnelle  d’un  degré  égal  ou  supérieur  à celui 

du  dénominateur.  Désignons  par  E (x)  le  quotient  de  la 
division  de  F (x)  par  f{x),  et  par  Ç (x)  le  reste  : on 
aura 


<({•>) 


p(0 


mais,  à cause  de  F (x)  = E (x)  -/{x)  -t-  ç (x) , on  a 
t(")  = F(«),  T(i)  = F{6),..., 

donc 

F(x) 

/(^)‘ 


:E(x)- 


F(a)  I F(i)  I F(/) 

' f(a)x-a'^f'{b)x-b^-~^f{l): 


On  voit  que  les  fractions  simples,  dans  lesquelles  se  dé- 
compose la  fraction  rationnelle,  sont  les  mêmes  que  dans 
le  premier  cas  ; il  faut  seulement  ajouter  le  quotient  eulicr 
de  la  division  du  numérateur  par  le  dénominateur. 

Démonstration  d’une  formule  d'analyse. 

L’équation 


F(é)  /(x) 


f'{n)  X — a f (b)  X — b 


F(0  /(x) 

■/'(O  x-l' 


ayant  lieu  identiquement  si  F est  de  degré  inférieur  à f 
les  cojîfficicnts  de  x""*  sont  égaux  dans  les  deux  membres  ; 
si  donc  on  désigne  par  P le  coefficient  de  x'"~'  dans  F (x). 
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7* 


ou 


P-Hül 


^ lill  ^ ^ 

/'(*)  /'(/)’ 


P. 


Dans  cette  formule,  _/'  (x)  désigne  la  dérivée  d’un  po- 
lynôme quelconque  f (x)  de  degré  m,  dont  le  premier 
terme  a pour  coefficient  l’unité,  et  F (x)  est  un  polynôme 
quelconque  de  degré  inférieur  à m,  dans  lequel  le  coeffi- 
cient de  x™"'  est  égal  à P.  Quant  au  signe  il  s’étend 

à toutes  les  racines  de  f{x)  = a.  Cette  formule  est  celle 
sur  laquelle  nous  nous  sommes  appuyé  dans  la  leçon  pré- 
cédente, et  que  nous  avions  admise  sans  la  démontrer.  Si 
le  polynôme  F (x)  est  du  degré  m — a au  plus,  on  aura 
P = O , et , par  suite , 


> F(x) 

»f’(xy 


Méthode  de  M.  Liouville  pour  décomposer  une  fraction 
rationnelle  en  fractions  simples. 

M.  Liouville  a déduit  de  l’équatîon  précf'-dente  un 
moyen  ingénieux  de  présenter  la  théorie  de  la  décomposi- 
tion des  fractions  rationnelles  (*).  IVoiis  allons  exposer  ici 
cette  méthode. 

Soient  f (x)  et  F (x)  deux  ])olynômes  des  degrés  m et 
m — I respectivement,  ayant  jiour  valeurs 

/(j)  ■=  X" -I-  .., 

F(x)  = Px"-'  , 

et  considérons  l’équation 
(')  /(x) -l-aK(x)  = o, 


{*)  Journai  de  Mathématitfues  pures  et  appUtfuvci,  luine  Xif  page  4^- 
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OÙ  a désigne  une  indéterminée  qui  n’enlie  ni  dans  y,  ni 
dans  F ; représentons  par  la  notation  la  somme  des 
racines  de  l’équation  (i),  on  aura 
(2)  ^ — />  — Pa, 


et  ces  racines  étant  des  fonctions  de  a. , on  aura , en  diffé- 
rentiant  l’équation  (2)  par  rapport  à «, 


(3) 


— P. 


On  a aussi , en  différentiant  l’équation  (1)  par  rapport 
à a , et  dénotant  les  dérivées  à la  manière  ordinaire, 


d’où 


f/'(x)  + «F'(x)]-+F(x)  = o; 
dx  _ F{-®) 

Ta-~  f'{x)  + ar{x) 


On  pourra  donc  écrire  l’équation  (3)  de  la  manière  sui- 
vante : 


y = P. 

ai  /'(x)  + aF'(x) 


Dans  cette  équation , le  signe  ^ s’étend  à toutes  les  ra- 


cines de  l’équation  (i),  et  l'on  peut  considérer  « comme 
une  quantité  entièrement  arbitraire  5 faisant  donc  « = o, 
on  aura 


V 

^f'{x) 


P, 


le  signe  ^ s’étendant  alors  aux  racines  de  l’équation 
/(x)  = o. 

Si  f étant  toujours  du  degré  ni,  F n’est  que  du  degré  m — 2 
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au  plus , P sera  nul , et  l’on  aura 


2L(£)._ 

/'W~ 


O. 


7’î 


Voici,  maintenant,  comment  M.  Liouville  déduit  de 
cette  dernière  formule  le  théorème  relatif  à la  décomposi- 
tion des  fractions  rationnelles. 

Soient  F (x)  un  polynôme  du  degré  m — i au  plus, y (x) 
un  polynôme  du  degré  m , tel  que 

/(x)  = {x  — a){x  — b).  . .{x  — l). 


et  posons 

,f[x)  = [x  — t)/{x)i 

le  degré  du  polynôme  <p  (x)  surpassant  de  deux  unités  au 
moins  celui  de  F (x),  on  aura,  d’après  le  théorème  qui 
vient  d’ètre  établi , 

ou,  comme  a,  h,c  et  t sont  les  racines  de  ç (x)  = o, 

?'(0  ?'(«)  ?'(*)  T' (0 

Cela  posé,  en  différentiant  l’équation 
ç(j:)  = (x  — f)/(x), 


on  trouve 

on  aura  donc 
et 


<f'(x)  = (x  — t)f'(x)  -t-/(x); 

t'(0=/(0 


T'(«)  = (n-r)/'(n),  T'(i)  = (è 

D’après  cela,  l’écjualion  (4)  donnera 
F(f)  F(fl)  I F(b)  I F(/)  1 
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ce  qui  est  prcciséracnt  la  formule  à laquelle  nous  avons 
été  conduit  par  la  première  méthode. 


Cas  des  fractions  rationnelles  dont  le  dénominateur  a 
des  facteurs  multiples. 


Du  cas  d’une  fraction  rationnelle  dont  le  dénominateur 
n’a  que  des  facteurs  simples  , on  peut  passer  à celui  d’une 
fraction  dont  le  dénominateur  a des  facteurs  multiples , 
eu  employant  un  artifice  qui  nous  a déjà  servi  dans  une 
précédente  leçon. 

Supposons,  par  exemple,  que  parmi  les  m racines  a, 
o,...,h,l  àe  l’équation  / (.r)  = O,  deux  soient  égales  entre 
elles,  que  l’on  ait  b — a,  mais  que  toutes  les  autres  ra- 
cines soient  inégales  et  différentes  de  a,  et  soit  toujour.s 
F (x)  un  polynôme  de  degré  inférieur  au  degré  de  f (x) -, 


il  s’agit  de  décomposer  la  fraction 


F(x)  . . 

, , . en  tractions  sim- 
/(^) 


pies.  Nous  prendrons  d’abord,  au  lieu  de  f(x),  un  poly- 
nôme ip  (x),  qu’on  déduira  de  f{x)  en  remplaçant  l’une 
des  deux  racines  a par  une  racine  peu  différente  a /i  ; 
nous  poserons , en  un  mot , 


et  alors  nous  aurons  cette  valeur  de  la  fraction  , 

F(x)^F(a)  I ^ F(a-h/^)  1 I...  |F(0  ._L_ 

<f{x)  <f'(a)x  — a <f'(a  + /i)x  — a — A <f'(l)x  — /' 


On  a d’ailleurs 


: — a — fl 


-t-  r 


( .r  — a)'  ( J — a Y 
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F(j)  _ r F {a)  F (<I  -I-  /i)*!  I 

Lÿ’(")  if' {a h)\x  — n 

AF(fl  -f-  A)r  _i h T 

^'(a  + h)  L(-c  — n)' (j:  — a)"  "J 

+LL{i_L_ 

Mais  la  dérivée  <p'  (x)  de  <f  (x)  a pour  valeur 

I-  , /{^)  /(x)(x-a-A). 


d’où , en  faisant  successiveniciil  x = a,  x = a-\-h,  et  se 
rappelant  que  f(x)  = o a deux  racines  égales  à a, 


?'(«)  = - 


hf'ia) 


A). 


on  aura , d'après  cela, 


Or 


F(x) 

t('^) 


r/tF(a  + A)  _ 3F(a)1  I 

L/(a-t-/i)  hf"(a)\x  — a 

F fa  + A)  r I h 

/(a  4- A)  [_(x— a)>"*'(x— a)»"^ 

ç'(c)x—  f j'{l)x—l 


AF(a-t-A)  aFfa) h'f"  (a)  F(a-f-A)  — 2 F (aj/’fa+A) 

/(a  4 A)  ~Tr~i^)-  ~hf"{a)f{a  + h)  ’ 

en  développant  F (a  4-  ù)  cty  (a  4-  A)  par  la  formule  de 
Taylor,  et  se  rappelant  que  f(a)  et  J'  (a)  sont  nuiles, 
on  trouve  que  le  second  membre  se  réduit  à 

I twfw]  - ïM>] . 


4-... 
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On  aura  donc,  pour  h = o, 

lin,  r^IllL±A)  _ il'  (i)'l  - 6F'(«)/"H-2t>)/''(«) 
lf{a  + h)  /-/"■(«)  J-  ’ 

on  a aussi 


liii) 


//>F(o+  A) 


: lin'. 


A’ [F  (fl) 
2 


/i  F'  ( rt  ) 
2.3 


_ 2F  (fl) 


F(j-) 

Faisant  donc  h =o,  dans  la  valeur  de  — ^ — ■ écrite  plus 
haut,  on  aura  la  valeur  suivante  de 


llfl  - 6F'W/"W  -üiLW/lW  _i_  . ilil)  _ JL_ 

/( x)  3/"’  (a)  X — fl  f"  (a)  (x  — fl)> 

F(f)  I F(/)  I 


On  voit  aisément  comment  il  faudrait  opérer  dans  le  cas 
où  j'{x\  aurait  trois  ou  un  plus  grand  nombre  de  racines 
égales  à a.  Mais  nous  n’insisterons  pas  davantage  sur 
cette  méthode,  de  laquelle  il  ne  semble  pas  qu’on  puisse 
déduire  un  procédé  commode  pour  déterminer  générale- 
ment l’expression  algébrique  des  dillérents  termes  dans 
lesquels  peut  se  décomposer  une  fraction  rationnelle;  il 
nous  suffit  d’avoir  montré,  par  ce  qui  précède,  que  la 


F(x) 

formule  relative  au  cas  d’une  fraction  rationnelle -:r — -•< 

/(^) 

dont  le  dénominateur  f {x)  n’a  pas  de  racines  égales, 
n’est  pas  aussi  particulière  qu’ou  aurait  pu  le  croire,  et 
«Hi’elle  renferme  implicilemcut  tous  les  cas. 
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l'hoorie  générale  de  la  décomposition  des  fractions  rationnelles  en  frac- 
tions simples.  — ThéoK*mes  sur  la  possibilité  de  décomposer  une  frac- 
tion rationnelle.  — Méthodes  pour  effectuer  la  décomposition  d'une 
fraction  rationnelle  en  fractions  simples. 


Théorie  générale  de  la  décomposition  des  fractions 
rationnelles  en  fractions  simples. 

Nous  avons  été  conduit  iiaturcllcinent , par  une  ques- 
tion incidente,  à nous  occuper  de  la  décomposition  des 
fractions  rationnelles  en  fractions  simples.  Les  détails 
dans  lesquels  nous  sommes  entré  à ce  sujet,  suffisent 
pour  l’objet  que  nous  avions  en  vue;  mais  la  théorie  des 
fractions  rationnelles  est  si  importante,  et  ses  applications 
dans  l’analyse  mathématique  si  variées,  que  je  crois  utile 
de  la  reprendre  ici , en  lui  donnant  tous  les  développe- 
ments qu’elle  comporte. 

Nous  commencerons  par  établir  qu’une  fraction  ra- 

F(.r) 

tionnellc  fffy  dont  les  deux  termes  sont  des  polynômes 

quelconques  premiers  entre  eux,  est  décomposablc  en 
une  partie  entière  ((|ui  peut  être  nulle),  et  en  plusieurs 
fractions  simples  à numérateurs  constants,  ayant  pour 
dénominateurs  les  diverses  puissances  des  facteurs  li- 
néaires qui  peuvent  diviser  le  polynôme  f{x).  Nous 
démontrerons  ensuite  (|u’unc  fraction  rationnelle  n’est 
décomposablc  ainsi  que  d'une  seule  manière,  et  nous 
indiquerons  enfin  le  moyen  d’effectuer  la  décomposition. 
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Théorèmes  sur  la  possibilité  de  décomposer  une 
fraction  rationnelle. 

Théorème  I.  — Si  a désigne  une  racine  de  l’équation 
f [x)  = O,  oL  son  degré  de  multiplicité,  en  sorte  que 
r on  ait 

/(x)  = (x-a)“/(x), 

f [x)  étant  un  polynôme  non  divisible  par  x — a,  la 
F(x) 

fraction  rationnelle  ~ supposée  irréductible,  pourra 

toujours  être  décomposée  en  deux  parties  de  la  manière 
suivante  : 

F(.r)^  A ^ F,(x) 

/(•ï)  (x  — «)“-■/ (x)’ 

A étant  une  constante,  et  Fj  (x)  un  polynôme  entier 
et  rationnel. 

En  eflet,  on  a identiquement,  et  quelque  soit  A, 

F (x)  __  F (x) A ^ Ffx)  — A/,  (x) 

n^)~  {x-aff  [a:]  ~ (x-«)“  (x (x)  ’ 

et  pour  que  le  deuxième  terme  du  second  membre  ne 
contienne  à son  dénominateur  que  la  puissance  a — i 
du  facteur  x — a,  il  faut  et  il  suffit  que  le  numérateur 
F (x)  — \f  (x)  s’annule  pour  x = a.  Posons  donc 

F(n)  — A/ (n)  = O,  d'où  A = |~; 

cette  valeur  de  A sera  finie  et  différente  de  zéro  , puisque 
f,  (a)  et  F (a)  ne  sont  pas  nuis  ; or,  si  l’on  fait 
F (x)  — A/  (x)  = (x  — /i)  F,  (x), 


on  aura 


Ffx) 


F.(x) 


f{x)  (x  — n)‘ 
ce  qu’il  fallait  démontrer 


{x-o)«-'/(x)’ 
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Corollaire.  — En  iippliiiuaiit  le  même  ihcorème  à la 

r • I I 

fraclion  ^ — , on  pourra  la  metlre  sous  la 

(x -«)*-■/ (x)’ 

forme 

^»  (^) ^ 

(x-«r- 

Al  étant  une  constante  et  F,  (x)  une  fonction  entière; 
seulement  ici  A|  peut  être  nulle,  car  F,  (x)  peut  admettre 
le  facteur  x — n.  En  continuant  ainsi,  on  voit  que  la 
F{x) 

fraction  rationnelle peut  ‘'ifc  décomposée  de  la  ma- 
nière suivante  ; 


F(x) 


F(x) 


A, 


(x  — a)“/’,(x)  (x  — a)“  (x  — a] 

K-, 

“'"x  — a /(x)’ 


.4  , A, , A, , etc.,  étant  des  constantes  finies  et  détermi- 
nées dont  la  première  n’est  pas  nulle,  et  F«  (x)  une  fonc- 
tion entière. 

Soient  maintenant  b une  seconde  racine  de  f(x)  = o 
et  ê son  degré  de  multijdicité,  en  sorte  que  l’on  ait 


/i(x)  = {x  — bf  f,(x)i 

en  appliquant  la  formule  précédente  à la  fraction  > 

on  aura  une  valeur  de  la  forme 


B B, 

/ (x)  “ (x  - 6)6/1  (x)  ~(x-  bf  (x -*)«-'  ' 

Bg — 1 Fg(x) 

X — 6 "^/(x)’ 
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F (j)  _ A ^ A| ^ ^g  — I 

/i-r)  (x  — af  [x  — af--'  x — a 

^ » 4- 

[x—bf  [x—bf-'  A{xŸ 

B,  B, , etc.,  étant  des  constantes  déterminées  dont  la  pre- 
mière n’est  pas  nulle,  et  Fg  (x)  une  fonction  entière. 

Il  résulte  de  là , qu’en  général , si  l’on  suppose 

f[x)  = {x  — nf-  {x  — bf.  . . [x  — cy. 


F(x) 

la  fraction  rationnelle  pourra  être  décomposée  de  la 
manière  suivante  : 


^ 

f{^)  (x — n) 


B 


B,  Bg_, 

■ » -f-  . , . “h  7 y 

(x  — bf~<  x~b 


‘"7-  > 


{x—cy  [x  — cy  ' 


E(x), 


A,  A|,...,  B,  B, , . . . , C , (*i , . . . , étant  des  constantes 
finies,  et  E (x)  une  fonction  entière. 

Au  lieu  de  s’occuper  d’abord  des  fractions  simples  re- 
latives à la  racine  a,  on  aurait  pu  commencer  par  celles 
qui  se  rapportent  à une  autre  racine,  h par  exemple  ^ mais, 
comme  nous  allons  le  faire  voir,  on  aurait  toujours  trouvé 
le  même  résultat. 

Théoukme  II.  — Une  fraction  rationnelle  n'est  dé- 


Digitized  by  Google 


SIXIEME  LEÇON. 


coinposable  que  d’une  seule  manière  en  une  partie  en- 
tière et  en  fractions  simples. 

Supposons  qu’on  ait  trouvé  ccs  deux  valeurs  d’une 

même  fraction  rationnelle  ^ 


[x-af 


{x-b) 


(x-a)- 


(x-bf 


■K'W; 


2 -h...-hK(x)=  ; -|-...-4-E'(.r). 

(x-ar  (x-«r 

Cela  posé,  « et  a'  étant  respcctivemcut  les  exposants  des 
plus  hautes  puissances  de  x — a,  dans  les  deux  membres , 
je  dis  que  a = a'  et  A = A'.  Supposons , en  effet , que  a 
cl  a'  soient  inégaux  et  que  a soit  le  plus  grand  ; tirons  de 

A 

l’é({ualion  précédente  la  valeur  de , cl  réduisons 

ix  — a)“ 

tous  les  autres  termes  au  même  dénominateur  ; on  aura 
A f(x) 

(•r  — «r  (■*•  — 

ou 

f et  i{«  désignant  des  polynômes  dont  le  second  n’est  pas 
divisible  par  x — a.  D’ailleurs,  A est  une  constante;  il  faut 
donc  qu’elle  soit  nulle,  car  l'équation  précédente  donne 
A = O pour  X = a.  Si  donc  A n’est  pas  nul , on  ne  peut 
supposer  a > a',  et  l’on  ferait  voir  de  même  que,  si  A' 
n’est  pas  nul , on  ne  peut  supposer  non  plus  a ■<  a'  ; on  a 
donc  a = «'.  Je  dis  maintenant  que  A = A'.  En  elfet,  de 

6 
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réijiiaiion  cuire  les  deux  valeurs  de 
étant  égal  à a , 


F(x) 

— ; > on  tirera 

/(^) 


OU 


A — A'  _ t(x)  ^ 

(x  — fl)“  (jT  — a)“~'  -j/(x) 


A — 


A'  — (x  — n ) 


lil) 


y et  ij/  étant,  comme  précédemment,  des  polynômes  dont 
le  second  n’est  pas  divisible  par  x — a ; comme  A — A' 
est  constant , et  i|ue  sa  valeur  est  nulle  pour  x = a , 
d’après  l’équation  précédente,  ou  aura  A = A'. 

Les  termes  qui  renferment  la  plus  haute  puissance  de 
X — n en  dénominateur,  dans  les  deux  valeurs  de  la  frac- 
tion rationnelle,  étant  égaux  entre  eux,  on  pourra  les 
ôter  de  part  et  d’autre , et  les  deux  restes  seront  égaux.  En 
raisonnant  de  meme  sur  ces  deux  restes , on  fera  voir  que 
les  termes  qui  contiennent  eu  dénominateur  la  plus  haute 
puissance  du  même  binôme  x — a,  ou  d'un  autre  binôme, 
sont  aussi  égaux  entre  eux;  et  en  continuant  ainsi,  on 
prouvera  que  les  fractions  simples  des  deux  valeurs  de 


■?-/— I sont  égales  chacune  à chacune:  il  en  résultera,  par 

conséquent,  l’égalité  des  parties  entières  E (x)  et  E'  (x). 
Corollaire.  — La  partie  entière  qui  entre  dans  la  va- 


leur d’une  fraction  rationnelle 


F(x) 

/(^) 


décomposée  en  frac- 


tions simples  étant  indépendante  du  moyen  qu’on  emploie 
pour  efl'ectuer  la  décomposition,  on  obtiendra  cette  partie 
entière  en  faisant  la  division  de  F (x)  par  J'(x)  ; car  si 
Ÿ (x)  désigne  le  reste  de  cette  division  , E (x)  le  quotient, 
on  aura 


F(x) 

A^) 


= E(x)  + 


?(-) 

/■(x) 
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Or,  le  degré  de  ç (x)  étant  moindre  que  celui  de  f{x),  la 

valeur  de  ne  contiendra  évidemment  pas  de  partie 

entière;  donc , etc. 


Méthodes  pour  effectuer  la  décomposition  d’une  fraction 
rationnelle  en  fractions  simples. 

Le  corollaire  du  théorème  I,  par  lequel  on  démontre 
la  possibilité  de  la  décomposition,  donne  aussi  le  moyen 
de  l’eftectuer.  Ainsi, dans  le  cas  où  les  exposants  gt, 
se  réduisent  tous  à l'unité,  on  en  déduit  aisément  la  for- 
mule que  nous  avons  obtenue  dans  la  leçon  précé-dente  ; 
mais,  ce  cas  simple  excepté,  l’emploi  de  ce  procédé  exi- 
gerait des  calculs  fort  pénibles. 

On  peut  aussi  employer  la  méthode  des  coefficients 
indéterminés;  il  faut  alors  calculer  la  partie  entière  en 
divisant  le  numérateur  de  la  fraction  proposée  par  le  dé- 
nominateur, ainsi  (|uc  nous  l'avons  déjà  dit  plus  haut; 
on  n’aura  plus  ensuite  qu’à  décomposer  une  fraction, 
dont  le  numérateur  est  de  degré  inférieur  à celui  du  déno- 
minateur; on  égalera  cette  fraction  à la  .somme  des  frac- 
tions simples  dans  lesquelles  elle  est  susceptible  de  se  dé- 
composer, et  dont  les  numérateurs  constants  sont  les 
seules  inconnues;  on  chassera  les  dénominateurs,  et  en 
égalant  les  coefficients  des  mêmes  puissances  de  x dans 
les  deux  membres,  on  obtiendra  une  série  d’équations  qui 
serviront  à déterminer  les  inconnues. 

Exemple.  — Soit  à décomposer  la  fraction  rationnelle 

en  fractions  simples. 

I) 

On  posera 

I A B C D 

x'  ; X I ) x’  x’  X X 1 

G- 
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tl’uù,  eu  chassant  les  dénumina leurs, 


I = A (.r — i)-f-B(x’  — x)-f  C(ar’  — x')  4-  ü 
= — A -f-  (A  — B)j:  + (B  — C).r'+  (C  + D).r’, 

Cl,  par  conséqucnl, 

— A = I , A — B = o,  B — C = o,  C+D  = o, 
d’on 

A = — I,  B=  — I,  C = — I,  D=i, 
et , par  suite , 


I 

(x  — l) 


4- 


I 


X — I 


Nous  allons  indiquer  une  autre  méthode  qui  n exige 
que  l’emploi  de  la  division  algébrique. 

Soit  la  fraction  rationnelle  -A—{i  dont  le  dénomina- 

/(•*) 


leur  y (x)  a pour  valeur 


f(x)=  (x  — a)’‘  (x  — bf . . .{x  — c)>  -, 


cette  fraction  n’étant  susceptible  que  d’une  seule  décom- 
position , on  peut  chercher,  à part  la  partie  entière,  les 
fractions  simples  qui  répondent  à la  racine  a , puis  celles 
qui  répondent  à la  racine  b,  etc.,  et  faire  ensuite  la 
somme  de  tous  les  résultats  partiels  ainsi  obtenus. 

La  partie  entière  E(x)  s’obtiendra  par  la  division  de 
F (x)  pary(x);  voyons  comment  on  peut  obtenir  les 
fractions  simples  qui  répondent  à chaque  racine,  à a par 
exemple.  Soit 

/{x)  = {x  — af/,{x}. 

Posons  X = a 4-  A , ordonnons  les  polynômes  F (a -i- b) 
et  y,  (a  4-  A)  par  rapport  aux  puissances  croissantes  de  A, 
et  faisons  la  division  du  premier  par  le  second , en  arrê- 
tant le  (juolicut  au  terme  du  degré  a — i en  A ; soient 

A 4-  At  A 4-  A,  /i’  4- . .4”  Aa—  i A*  * 
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cequolienl,  et  /i“  R le  l’este  qui  contient  /»“  à tous  ses 
termes,  en  sorte  que  R désigne  ici  une  fonction  entière 
de  h ; on  aura 


F(«_±A)_a 

y.{a+h) 


Aa-l /(*-'  + 


Remplaçons  dans  cette  égalité  h par  sa  valeur  a; — a, 
puis  divisons  les  deux  membres  par  [x  — ? et  remar- 

quons en6n  que  R se  réduira  à une  fonetion  entière  de  jr, 
l'a  (x);  on  aura 

F(x) 

/(■ej  (x-a)-Mx) 

_ A ^ A,  ^ A,  ^ ^ A,-.  ^ F,(x), 

(x  — a)“  (x  — a)“-‘  (x— a)*-’  “ /W' 


d’où  il  suit  que  la  partie  de  la  valeur  de 
relative  à la  racine  a,  sera 


F(-r) 

fi^Ÿ 


qui 


est 


On  pourrait  déterminer  ainsi , indépendamment  les  unes 
des  autres,  les  fractions  qui  se  rapportent  aux  diverses 
racines,  mais  il  sera  plus  simple  d’appliquer  la  même 

méthode  à la  fraction  *1“'  complète  les  termes  déjà 

trouvés;  on  obtiendra  ainsi  les  termes  qui  se  rapportent 
à une  seconde  racine,  et  une  troisième  fraction  sur  la- 
quelle on  continuera  l'opération. 

La  méthode  précédente  a surtout  l’avantage  de  faire 
connaître  l’expression  algébrique  des  numérateurs  des 
diverses  fractions  simples  dans  lesquelles  se  décompose  la 
fraction  rationnelle  proposée.  En  cÛct,  la  division  des 
polynômes  F (n  + h)  et  f,  {a  -h  h) , qne  nous  avons  effec- 
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tuée,  dans  le  but  d’obtenir  les  cocflScients  Ai,  A,,...,  A,, , 

revient  évidemment  à développer  la  fonetion 

en  série  ordonnée  suivant  les  puissanecs  eroissantes  de  h, 
et  comme  une  fonction  n’est  développable  que  d’une  seule 
manière  en  une  série  de  cette  espèce,  on  obtiendra  le 
même  résultat  en  faisant  usage  de  la  formule  de  Ma- 
claurin.  Si  donc  on  pose 


F(x) 

/(■r) 


on  aura 


= ?(«+/')  = V(«)  -H  W («)  + 


I .2.  . .(o  — I 


+ A*  R,, 


en  désignant  par  A“  K,  le  reste  de  la  série;  ici  R,  est 
une  fonction  rationnelle  de  h qui  n’est  point  infinie  pour 

A = o , et , par  conséquent , celte  valeur  de  est 

yi  (o  -t-  //) 

identique  à celle  trouvée  précédemment.  On  aura  donc 


A=ÿ((i),  A,  = y'(n),  A,  = - 


o"  (a) 


A« — 1 


?“'■  ' (") 


1.2. . .(a— I) 

d'où  résulte  ce  théorème  général. 

Théorème.  — St  l’on  a 

f{x)  = (x  — a)’^  (x—bf...[x  — c)y, 

que  F désigne  une  fonction  entière  de  x,  dont  le 
quotient  par  f (x)  soit  E(x),  et  que  Von  fasse,  pour 
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ubi'ègcr, 


o(x)  = (x  — f) 


^ÎÜL) 

fi^Ÿ 


un  aura  la  valeur  suivante  de  la  J'raction  rationnelle 
Ffx) 


F(x), 


V (a) 


f («) 


/(*■) 
?"(« 


K(x) 


(x  — fl)“  (x  — af-'  i.2(x— «)*-■*  — i)(x  — a) 

. 4. ^ fzl i* ) _ . . 

(x  — bf  (x  — bf-'  I.2(x— ■■■  U2...{S—l){x  — b) 


^ ^ 4.  4 . 

(x~cy  (x  — cyr->  I.2(x  — " i .a...{7  — i)  (x  — c) 

Ce  résultat  est  susceptible  d’une  autre  forme  très- 
simple  et  très-élégante,  ainsi  qu’on  peut  le  voir  dans  la 
^l’ote  IV. 

La  théorie  qui  vient  d’ètre  exj>osée  subsiste  entièrement 
si  quelques-unes  des  racines  de  J'  (x)  = o sont  imagi- 
F(x) 

naires,  mais  la  valeur  de  -j., — ; est  alors  compliquée  d’ima- 
/(x) 

ginaircs.  On  a cherché  à modifier,  dans  ce  cas,  la  manière 
d’elTectuer  la  décomposition  de  façon  à n’introduire  que 
des  quantités  réelles,  et  on  y est  parvenu  par  une  mé- 
thode que  nous  exposerons  dans  la  leçon  suivante. 
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Mode  particulier  do  décomposition  des  fractions  rationnelles  dont  le  déno- 
minateur a des  facteurs  linéaires  inia(;inaircs.  — Conditions  pour  que 
riolé{;rale  d'une  dUTérenticIle  rationnelle  soit  algébrique.  — Détermi- 
nation du  terme  général  d'une  série  récurrente. 


Mode  particulier  de  décomposition  des  fractions  ration- 
nelles dont  le  dénominateur  a des  facteurs  linéaires 
imaginaires. 


La  possibilité  du  nouveau  mode  de  décomposition , que 
nous  avons  en  vue,  résulte  du  théorème  suivant  : 

Théorème  I.  — Si  x’  -+■  px  ■+■  q est  le  produit  de  deux 
facteurs  imaginaires  conjugués  du  polynôme  réel  f(^)> 
n la  plus  haute  puissance  de  ce  trinôme  qui  divise  f (x), 
en  sorte  qu’on  ait 

/[x)  = (x'-hps:-\-q]''f{x). 


F (x) 

la  fraction  réelle  et  rationnelle  pourra  se  décom- 
poser en  deux  parties,  de  la  manière  suivante  : 


F(x)  ^ P-r+Q  FJx) 

/(x)  (x*  + /7x -H  y)"  (x’-l-yiJX  4- (j:) 


P et  Q étant  des  constantes  réelles,  et  F,  (x)  un  polj' 
nome  réel. 

En  effet,  on  a identiquement 

F(x)^  F(x) 

/(x)  (x’4-px4-ç)"/,  (x) 

= p^+Q  . F(x)-(Px+Q)y;(x) 

(x’H-pxH-y)''  (x>4-px4-ç)"/I  (x) 
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et  l’on  peut  déterminer  P et  Q de  manière  que  le  numé- 
rateur de  la  deuxième  partie  du  second  membre  soit  di- 
visible par  jr’  -I-  px  c’est-à-dire  de  manière  que  ce 
numérateur  s’annule  en  remplaçant  x par  chacune  des 
racines  de  l’équation 

x’  -t-  9 = o. 

Soient  h -h  k ^ — i et  /i  — k ^ — i ces  deux  racines,  et 
[losons 

F(à±*  V^^)  — [p(A±:/{V^)  -i-q]/,(/i±*  /^)  = o; 
on  tirera  de  là 

p(j±*^)+q  = ^|^>  = m±n,P=T), 
/.(Adb^V'— ') 

M et  N étant  des  quantités  réelles  dont  les  valeurs  sont 
finies  et  déterminées,  puisque , par  hypothèse , y,  (x)  n’est 
pas  divisible  par  x*  px  -|-  g.  L’équation  précédente  sc 
décompose  dans  les  deux  suivantes  : 

P/(-HQ  = M,  P/=N, 


qui  donnent  pour  P et  Q ces  deux  valeurs  réelles  et  . 
finies , 


P=r 


N 


Q 


Mà—  Nà 
A- 


Les  valeurs  de  P et  Q étant  ainsi  déterminées , nous  po- 
serons 


F(x)-(Px-|-Q)/;(x)_ 


F , (x)  désignant  un  polynôme  réel , et , par  suite , on  aura 

F(x)  ^ Px+Q  F.(x)  __  , 

(x’-f-/>x-f  (7)"/ (x)  (x’-|-7»x-|-7)"  (x’-)-/^x-4-r/)*-'/(x)’ 

ce  qu’il  fallait  démontrer. 
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Corollaire.  — On  voit  par  là  que  la  fraction  ralion- 
Ffx) 

ncllcjr|-  -j  pourra  so  décomposer  de  la  manière  suivante  : 


Pf+Q P,J4-Qi 

f{x)  {x'  + px+qY  (x' + px ->t- qY~' 

. P._,x-(-Q,_,  , F,(x) 

-t 1-  -JT 1 

X^  px  q /!(.») 


P,  Q,  P, , Q, , etc. , désignant  des  constantes  réelles,  et 
F„  (x)  un  polynôme  réel  aussi.  Et  en  combinant  le  théo- 
rème précédent  avec  le  théorème  analogue  démontré  dans 
la  dernière  leçon , on  obtient  celui-ci  : 

Théorème  II.  — Si  l’on  décompose  le  polynôme  f [x) 
en  facteurs  réels  du  premier  et  du  second  degré,  en  sorte 
qu'on  ait 

f(x) z=[x—aY{x—bf...{x  — c)  [x'-^-px  + qY...[x'-\-rx+sY, 


F(x) 

on  pourra  décomposer  la  fraction  rationnelle  — de  la 


A-^) 


manière  suivante  : 


Efa:)  r.,  , . A A,  Aa_i 

/(x)  (x  — n)  [x  — n)“  ' — “ 


+ 


-t- 


c c, 

h ; 

(x  — cyt  [x  — cY  ' 


Px 


-h , 


Pi  JT  -H  Qi 


4- 7)"  (x’  -i-px  ~h  q) 


P.-i  j4-Q._, 
x^  H-  px  H-  q 


_l 5^±_? ^ R,  X -H  s,  ^ ^ 

(x’4- rj; -t- f)"  (x’-t-rj-t-j)"-'  x* ex -+- j ’ 

E (x)  désignant  une  partie  entière  qui  peut  être  nulle,  et 
A,  A.,  .,C,C,,...,P,  Q.P,,Q.,...,R,  S, R.,  S,,..., 

des  constantes  réelles. 
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TnÉORÈME  111. — Une  fraction  rationnelle  n'est  décom- 
posable  que  d’une  seule  manièiv  en  fractions  simples  de 
la  forme  qu’on  vient  de  considérer. 

Soient  deux  valeurs  d’une  même  fraction  rationnelle 


F(x) 

f{4 


On  démontrera,  comme  nous  l’avons  fait  dans  la 


leçon  précédente,  l’égalité  des  fractions  simples  qui  cor- 
respondent aux  facteurs  du  premier  degré  du  dénomina- 
teur, et  quant  à celles  des  fractions  simples  qui  correspon- 
dent aux  facteurs  du  second  degré,  elle  peut  se  démontrer 
d’une  manière  analogue,  comme  nous  allons  voir.  Soient 
Px  4-  Q 

«7  dans  la  première 


le  terme  dont  le  dénominateur  contient  la 


p-r^q)‘ 

plus  haute  puissance  de  x"  -f-  px 
P'x4-Q' 

f{^) 


valeur  de  » et 


-,  le  terme  analogue  dans 


(x’-H/'x-t-  7)" 
la  seconde  valeur.  Je  dis  d’abord  que  /<'  = n.  Supposons, 
en  ell'et,  que  çela  ne  soit  pas,  et  que  n > /»'  ; de  l’égalité 

qui  a lieu  entre  les  deux  valeurs  de  tirons  la  valeur 

/(x) 

1 Pj^  + Q I • . 

de  ■: cette  valeur  sera  expnmee  par  une 

somme  de  quantités  dont  aucune  n’a  en  dénominateur 
une  puissance  de  x*  p.r  q supérieure  à n — i . En 
réduisant  donc  toutes  ces  quantités  au  même  dénomina- 
teur, on  aura  une  égalité  de  la  forme 


, 

(x’  -(-/,'X-f- 7)*  fx’ -1-/JX  -t- 7)*-‘  rj((x)’ 
OU 

Px  + Q = (x’-i-/>x-!-7) 


(p(x)  et  désignant  des  polynômes,  dont  le  second 

i|/(x)  n’est  pas  divisible  par  x* -(-  p.r-hq.  Or  l’égalité 
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précédente  est  impossible;  car,  autrement,  l’équalioii 
Px  + Q = O devrait  admettre  les  deux  racines  de  l’équa- 
tion X*  -f-  px  + q = 0,  ce  qui  ne  peut  arriver,  à moins 
que  P et  Q ne  soient  nuis  en  même  temps,  contraire- 
ment à l’hypothèse.  On  ne  peut  donc  supposer  n ^ n'  ni 
n'  pour  une  raison  semblable;  par  conséquent,  oii 
a n'  — n. 


Je  dis  maintenant  que  l’on  a aussi  P'=  P,  Q'=  Q.  Re- 
prenons, eu  efl’et,  l’égalité  qui  a lieu  par  hypothèse  enti-e 


les  deux  valeurs  de 
les  deux  termes 


mettons  dans  un  même  membre 

A^j 

Px-hQ 


et  — 


P'x-+-Q' 


et  dans 


(x’+px-hq)’  (x'-t  px  + q)‘ 

le  second  membre  tous  les  autres  termes  dont  les  dénomi- 
nateurs ne  contiendront  aucune  puissance  de  x’  -I- px-hq 
supérieure  à la  («  — i)'*™';  réduisant  tous  ces  derniers 
termes  au  même  dénominateur,  on  aura  une  égalité  de 
cette  forme 


(P-y)x-)-(Q-Q>)^  t(x) 

[x’ + px g )"  (x’ -f-pj -+- 9 (x)’ 

OU 


(P_P')x-H(Q-  + 


f (x)  ct<p(x)  désignant,  comme  précédemment,  des  poly- 
nômes dont  le  second  n’est  pas  divisible  par  x*  -t- px  -I-  q, 
et  l’on  fera  voir  aussi , comme  plus  haut , que  celte  égalité 
exige 

P = P',  Q = Q'. 


F(x) 

Il  suit  de  là  que  dans  les  deux  valeurs  de  7- — 'y  les  termes 

(|ui  contiennent  en  dénominateur  la  plus  haute  puissanee 
d’un  facteur  du  second  degré  sont  égaux;  en  supprimant 
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CCS  deux  termes,  les  deux  restes  auront  encore,  pour  la 
même  raison,  deux  termes  égaux-,  et,  eu  continuant  ainsi, 
on  voit  que  les  deux  valeurs  de  la  fractiou  considérée  ne 
sont  formées  que  de  fractions  simples  égales  chacune  à 
chacune  : il  eu  résulte  en  même  temps  l’égalité  des  parties 
entières,  s’il  y en  a. 


Méthode  de  décomposition. — Pour  effectuer  la  décom- 

position  d’une  fraction  rationnelle  ~~ — » on  déterminera 

/(•^) 

la  partie  entière  et  les  fractions  qui  correspondent  aux 
facteurs  réels  du  premier  degré  du  dénominateur,  comme 
on  l’a  vu  dans  la  leçon  précédente.  Quant  aux  fractions 
qui  correspondent  aux  facteurs  réels  du  second  degré,  on 
pourra  les  déterminer  successivement  par  le  procédé 
même  qui  nous  a servi  à démontrer  le  théorème  I.  On 
jrourra  aussi  faire  usage  de  la  méthode  des  cocilicients 
indéterminés. 

Dans  le  cas  où  les  racines  imaginaires  de  l’équation 
_/  ( j)  = O sont  toutes  inégales  , on  peut  déduire  la  nouvelle 

expression  de  la  fraction  rationnelle  de  celle  qui  a 

été  établie  dans  la  cinquième  leçon.  Soient,  en  eifet, 
/i -t- âV — t cl  h — fi  sJ — I deux  racines  simples  imagi- 
naires et  conjuguées  de  l’équation  f{x)  = o;  l'expression 

de  la  fraction  -tt — ■ contiendra , comme  on  l’a  vu  dans  la 

/{■^) 

cinquième  leçon,  les  deux  termes  suivants  : 


F_(/<  4-X  I I 

y'(/i  -t-  h 1 ) X — h — k ^ — I 

T{/,  —J  ç/IT7) 

/'  (a  — A V — ' ) — h f V — ‘ 
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La  somme  de  ces  deux  termes  est  de  la  forme 


X — h — k \!  — I X — h k ^ — I 

ou , eu  réduisant  les  deux  fractions  au  même  dénomina- 
teur, de  la  forme 


Px  + Q 

( J — /()’  + >(' ’ 


d’où  il  suit  que  la  fraction  ■ 


P-r  -l-Q  , r»  /-VJ.. 

^ P Q dési- 

gnent des  constantes  réelles , pourra  remplacer,  dans  l’ex- 
pression  dc^j^v  les  deux  fractions  simples  qui  corres- 
pondent aux  racines  h ± k \J — i . 


Conditions  pour  que  l’intégrale  d'une  différentielle 
rationnelle  soit  algébrique. 


L’une  des  applications  les  plus  importantes  de  la  théorie 
(jui  vient  d’étre  exposée,  est  rintégratiou  des  dilTéreii- 
lielles  rationnelles.  Nous  n’avons  point  à nous  occuper  ici 
des  détails  de  celte  intégration,  et  nous  nous  bornerons  à 
donner  les  conditions  pour  qu’une  dilférentielle  ration- 
nelle ait  une  intégrale  algébrique. 

Soit  une  différentielle  rationnelle 


et 


Pf-'-)  , 


/{x)=  (x  — hf. . .{x  — cy, 


a,  ft, . . . , c étant  des  quantités  réelles  ou  imaginaires;  on 
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iiielti  a la  fracliou  7 sous  la  forme 

/ 

^ = e(.)  + -A  +_A_ 
i-r— «r  ('-«r 

B B, 


9^ 


{^-by  (x-hf 


,e— I 


. * — • 
Æ*  — f/ 


’S— I 


r/-' 


-f-.  . ■ 


F(.r) 

Pour  avoir  l'intégrale  jrir,  il  faut  multiplier  par 

//.I' cbaotic  terme  de  cette  valeur  de  Î-A),  et  intéerer  tous 

7(j) 

les  résultats.  Or,  les  seuls  parmi  ces  résultats  dont  l’inté- 
grale n'est  pas  algébrique  sont  ceux  qui  ont  pour  dénomi- 
nateur la  première  puissance  de  l’im  des  binômes  x — a, 
X — ô,  etc. 

Ou  a en  ell’et , si  a'  n'est  pas  égal  à i , 


A t/x 


et , si  a'  = I , 


a'  [x  — 


l'onstanle , 


A dx 


= A log  (x  — a)  constante. 


F(. 


Donc,  pour  que  — — ■ rix  ait  une  intégrale  algébrique,  il 

faut  et  il  suffit  que,  dans  le  développement  de  en  frac- 

y(x) 

lions  simples,  il  n'y  ait  aucun  terme  dont  le  dénominateur 
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soit  du  premier  degré,  c’est-à-dire  que  l’on  ait 


A„_,  = 0,  Bg_,  = 0, 


C,_.=o. 


Cela  exige  d’abord  que  le  polynôme  f(x)  ne  contienne 
aucun  facteur  linéaire  simple.  Nous  avons  vu,  dans  la 
leçon  précédente,  qu’en  posant 


/M’ 


y(-) 


on  a 


A 

” I .7..  . .(a  — l)’ 


B«-.  = 


I.2..  (6-.) 


_ nV-(r)  . 


les  conditions  pour  que  Ttt— ! soit  algébrique, 

J J \^) 


sont 


donc 


(a)  = o,  ’(à)  = o,...,  a'/  '[c)  = o. 


quelles  que  soient  les  quantités  o,  c,  réelles  ou 

imaginaires. 

Ces  conditions  sont  en  môme  nombre  que  les  racines 
a,  b,... , c;  mais  si  le  degré  de  F (x)  est  inférieur  de 
deux  unité-s  au  moins  de  celui  de  J (x),  l’une  d’elles  sera 
comprise  dans  les  autres.  Désignons,  en  effet,  par  m le 
degré  de  f{x),  et  supposons  que  F (x)  soit  au  plus  du 

degré  m — la  partie  entière  E (x)  de  scf®  nulle , 

et  si  l’on  réduit  au  même  dénominateur  toutes  les  frac- 
tions simples,  pour  les  ajouter  et  recomposer  la  fraction 
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Ff-r) 

penie,  que  le  numérateur  de  la 

fraction  ainsi  obtenue  rontiendra  j:’"-'  avec  le  coeffi- 
cient 

1 + ®c-i  + • ■ - H- 

Ce  coefficient  doit  être  nul , puisque  F (.r)  est  du  dej;rc 
m — a au  plus  ; on  a donc 


I.2...(a—  l)  1.2,..(y— l)— 


et,  par  consérjucnt,  lune  des  conditions  pour  que 
fix  soit  algébrique  rentrera  dans  les  autres. 


L’équation  précédente  comprend  , comme  cas  particu- 
lier, une  formule  démontrée  dans  la  cinquième  leçon , et 
sur  laquelle  nous  avons  eu  occasion  de  nous  appuyer. 

J’indiquerai  une  seconde  application  importante  de  la 
théorie  des  fractions  rationnelles  : elle  est  relative  à la 
théorie  des  séries  récurrentes. 


Détermination  du  terme  général  d’une  série  récurrente. 


Lorsqu’on  divise  l’un  par  l’autre  deux  polynômes  F (x) 
eif[x)  ordonnés  par  rapport  aux  puissances  croissantes 
de  X,  et  que  l'opération  ne  se  termine  pas,  le  quotient 
forme  une  série  dite  récurrente,  que  l’on  obtiendrait  aussi 


en  développant  la  fonction 


F(-r) 

f[^] 


en  série,  par  la  formule 


de  Maclaurin,  ou  par  tout  autre  moyen  ; car  on  sait  qu’une 
fonction  n’est  développable  que  d’une  seule  manière  en 
série  ordonnée  suivant  les  puissances  de  la  variable.  On 
trouvera  dans  la  Notel  une  formule  remarquable  de  La- 
grange dont  on  peut  se  servir  pour  cet  objet.  Mais  le  pro- 
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cédé  que  nous  allons  indiquer  ici  csl , dans  l>ien  des  cas  , 
celui  qu’on  devra  préférer. 

Décomposons  la  fraction  fractions  simples,  eu 

adoptant  le  mode  de  décomposition  indiqué  dans  la  leçon 
précédente,  et  supposons  que  l’on  trouve  de  cette  manièri- 


{x—  fl) 


Pour  résoudre  la  question  que  nous  nous  pro|wsons,  il 
suffit  de  dévclop|)cr  en  série,  par  la  formule  du  binôme  , 

cliacunedes  fractions  simples ou  A (.r  — a)~ 

(x  — 

On  a ainsi 

r,  + :î  + îü±ii:;H....  '1 

— kI  ‘ " 1 .2  n’  I 

= (— ")  I _ a(aH-l)...(a4-fl-l)  I’ 

|_  1 . 2 . . n fl"  _| 

et  si  p„  désigne  le  coefficient  de  x"  dans  E (x) , le  tei  nu: 

* F (.r) 

généra!  du  développcmcnl  de  séne  sera 


L*  »(»  -i-l).  . .(a+  n — l) 

1 . 2 . 3 ...  « 


-^1- 

fl^-enj 


Dans  le  cas  particulier  où  les  racines  a , etc.,  dey(x)  = o 

. . A F(")  I 

sont  toutes  simples,  on  a a = i et  A z=  ; le  ternie 
général  se  réduit  à 


[^-2,7^} 
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Ainsi  la  série  récurrente  dans  laquelle  se  développe  la 


Fix) 

fraction  s’obtenir  par  l’addition  de  plusieurs 


séries  provenant  des  dévelop|iements  de  diverses  puis- 
sances négatives  et  entières  des  binômes  U' — x,  6 — x,  etc. 
D’ailleurs  ces  séries  sont  convergentes  pour  toutes  les  va- 
leurs de  X dont  le  module  est  inférieur  au  jdus  petit  des 
modules  des  quantités  a,  h,  etc.;  d'où  résulte  ce  tluîorème: 
Théorème.  — Une  série  proi’cnant  du  déveJoppemeut 


d'une  fonction  rationnelle  est  convergente  pour 


toutes  les  valeurs  réelles  ou  imaginaires  de  x dont  le 
module  est  inférieur  au  plus  petit  module  des  racines  de 
l'équation  f (x)  = o. 

Ce  théorème  a été  généralisé  par  M.  Cauchy  et  étendu 
à toutes  les  fonctions;  on  trouvera  tous  les  développe- 
ments que  comporte  cette  importante  question  dans  les 
/Exercices  de  Mathématiques  de  M.  Cauchy  et  dans  le 
Journal  de  Mathématiques  àc  M.  Liouville. 

Nous  terminerons  cette  leçt>n  par  une  application  de 
la  métliotle  qui  vient  d’être  indiquée. 

Exemple.  — Prop)sons-nous  de  former  la  série  récur- 
rente dans  laquelle  se  développe  la  fonction 


= 


P-4-  Qx  

1 — ï X cos  U -f-  x’ 


o\i  P,  Q et  w désignent  des  constantes  données. 

Décomposant  cette  fraction  en  fractions  simples  et  em- 
ployant, pour  abréger  l’écriture,  la  notation  usuelle  des 
exponentielles  imaginaires,  savoir, 


ou  a 


> ± yj—  I 


sin  w, 


; ■ 
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A Cl  lî  ciant  des  coiistanics  qui  oui  l•cspcctivclncllt  pour 
valeurs 

2 sin  w V'  — * sin  w v^TT 

Développant  en  série  chacune  des  parties  de  f (j"),  on 
t rouve 

y(j:)  = x"c-« 

OU  , en  remplaçant  A et  H par  leurs  valeurs  , 

?(*^)  " ' - .r". 

2 sin  w v' — I 

F,n  remettant  à la  place  des  exponentielles  iniaj;inaircs 
leurs  valeurs,  on  a,  toutes  réductions  faites, 

P H-  Q J _ ^ P sin  {« -t-i)  M -4- Q sin 

I — 2 X cos  w x’  ^ sin  01  ■ 


Le  terme  général  du  développement  est  donc 


(' 


sin  («  -(-  i)  w sin 


;in  «M  \ 

1 X". 

sin  01  / 
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J 

Des  fonctions  symctriquos  et  rationnelles  des  solutions  communes  à plu- 
sieurs équations.  — Ëitension  do  la  niéthode  d'élimination  par  les 
fonctions  symétriques,  au  cas  d*un  nombre  quelconque  <réquulioiis.  — 
Théorème  de  Bezout  sur  !o  degré  de  l’équation  i'inale.  — Méthode  de 
Tschirnaûs,  pour  faire  disparaître  autant  de  termes  que  l'on  veut  d'une 
équation.  — Application  aiu  équations  du  troisième  et  du  quatrième 
degré. 


Nous  avons  exposé  dans  la  troisième  leçon  une  mé- 
* lliode  fondée  sur  la  théorie  des  fonctions  symétricpies, 
pour  rélimhintion  d’une  inconnue  entre  deux  étjualions^ 
et  nous  en  avons  déduit  ijue  le  degré  de  l’équation  finale 
est,  au  plus,  égal  au  produit  des  degrés  des  deux  équa- 
tions données.  Bezout  a généralisé  cette  proposition  en 
démontrant  que  le  degré  de  l'équation  futaie  résultant 
de  r élimination  de  k — i inconnues  entre  k équations  est, 
au  plus , égal  au  produit  des  degrés  de  ces  équations. 
Pour  établir  ce  théorème,  nous  suivrons  la  marche  indi- 
quée par  Poisson  dans  le  onzième  cahier  du  Journal  de 
l’École  Polytechnique.  Nous  commencerons  par  étendre 
au  ras  d’un  nombre  quelconque  d’é(]uations  la  méthode 
d’élimination  par  les  foni'tions  syinétritjues,  précédem- 
ment exposée  pour  le  cas  de  deux  équations  seulement. 
Cette  extension  repose  sur  la  considération  des  fonctions 
syinétri<(ucs  des  solutions  communes  à plusieurs  équa- 
tions, foiieiions  dont  nous  allons  d’abord  nous  oceujier. 

Pour  éviter  les  difficultés  que  peuvent  présenter  quel- 
ques cas  particuliers,  je  préviens,  une  fois  jiour  toutes, 
que  nous  raisonnerons  toujours,  dans  cette  leçon,  sur  des 
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«'■qiiaticnis  géfn'rali*s  dont  1rs  roeflicii-nls  driueiirrui  indc- 
trrminés. 

Toutes  les  coiistTjueiices  aux({uellcs  nous  serons  eon- 
duil  auront  lieu,  eu  général,  si  l’on  attribue  aux  coefli- 
rients  des  valeurs  déterminées;  mais  nos  raisonnements 
j)Ourront  être  en  défaut  dans  quelques  cas  particuliers. 

Des  Jonctions  symétriques  et  rationnelles  tics  solutions 
communes  à plusieurs  équations. 

Cas  de  deux  équations . — Soient  deux  équations 

f(-*.  r)  = Of 

entre  les  deux  inconnues  x et  y,  et 

(•r.r.)»  (-ï-.r:).-- ■ . 

1rs  couples  de  solutions  communes  à ces  deux  équations. 
On  nomme  fonctions  symétriques  de  ces  solutions  com- 
munes toute  fonction  qui  ne  change  pas  de  valeur,  quand 
on  y permute  les  groupes  (x,  yi) , (x,  y,),  etc.,  les  uns 
dans  les  autres;  nous  considérerons  s»;ulement  les  fonc- 
tions symétri(|urs  rationnelles.  Une  fonction  de  cette 
cs])èce  est  toujours  exprimable  rationiicllemrnt  par  les 
corlficirnls  des  équations  proposées. 

Par  un  raisonnement  tout  seniblabh;  à celui  que  nous  • 
avons  fait  au  sujet  des  fonctions  symétriques  des  racines 
d’une  équation  à une  inconnue,  on  fera  voir  que  la  déter- 
niination  d’une  fonction  rationnelle  et  symétrique  des 
solutions  (x,y,),  etc.,  se  ramène  à celle  de  fonc- 

tions symétriques  entières,  homogènes,  et  dont  les  dill’é- 
rents  termes  se  déduisent  les  uns  des  autres,  en  changeant 
les  indices  des  lettres  x et  y,  mais  sans  changer  leurs 
exposants.  Les  fonctions  syraétric|iies  auxquelles  on  est 
ainsi  ramené  seront  dites  simples  ou  du  premier  ordre, 
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flouhles  ou  du  deuxième  ordre,  etc.,  suivant  (|uc  chacun 
de  leurs  termes  contiendra  les  lettres  d’un,  de  deux,  etc., 
groujMjs  (x,  j^i),  (x,  r,),  etc.  La  forme  générale  des 
fonctions  sim[iles  sera 


/>  ou  fj  pouvant  être  mil.  Nous  représenterons  une  pareille 
fonction  par  ha  forme  des  fonctions  doubles 

sera 


Nous  la  i«présentcrons  par  :>Î  Cl  ainsi  de 

suite. 

V'oici  la  méthode  imaginée  par  Poisson  pour  calculer  la 
fonction  simple ^x^  j ’- 

Désignons  par  t une  nouvelle  variable,  par  a une  indé- 
terminée, et  posons 

t~  X + a/,  d’où  X z=  l — a)  -, 

en  substituant  cette  valeur  de  x dans  les  équations  pro- 
posées, celles-ci  deviennent 

/('  — «r.r)  = o.  f('  — «r>j)  = o. 

et,  en  éliminant  j*,  on  a une  équation  6nale  eu  t, 

^ (',  “)  = O, 

qui  contient  dans  ses  düTérents  termes  l’indéterminée  a. 
Cette  équation  en  t a pour  racines 

J-,  -f-  a/| , X,  -4-  a r, , . . . , X,  -4-  a y, , 

et  elle  est,  par  conséquent,  du  degré  n.  D’ailleurs,  la 
somme  des  puissances  semblables  de  degré  p des  racines  de 
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l'équalioii  en  t peut  s’exprinu-r  rationnellement  (première 
leçon)  par  les  coefficients  de  cette  équation,  c'est-à-dire  en 
fonction  de  a et  des  coefficients  des  équations  proposées. 
On  aura  donc 


(jT,  ■+■  -I-  (x,-+-  .-f. 

= A,  -f-  Al  a -t-  A,  a’  -t-  . . . , 

OÙ  Ao,  A,,  etc.,  désignent  des  quantités  connues  et  expri- 
mées rationnellement  par  les  coefficients  des  équations 
proposées.  Cette  équation  ayant  lieu  qUcI  que  soit  a,  les 
coef6cients  des  mêmes  puissances  de  a doivent  être  égaux 
dans  les  deux  membres;  d’où  résulte  cette  suite  d’éga- 
lités : 


-t- a:’  = A«, 


v.+’^r 

0 = ' 


U— 5»,  /U—  , tt  — 1 


y'!+y'^-i-----^y^- 


qui  feront  connaître  les  fondions  simples  7,  y \ de  degré 

P -P  9 = p. 

Le  calcul  des  fonctions  doubles,  triples,  etc.,  se  fait  de 
la  même  manière  que  jxiur  les  fonctions  symétriques  or- 
dinaires. Par  exemple,  jiour  avoir  la  fonction  double 

J'I  ■^1  J'f’  multipliera  ensemble  les  deux  fonc- 
tions simples 2 j]  î produit  se  compo- 
sera de  la  fonction  simple^  '*'!'^^  cl  de  la  fonction 


Digilized  by  Google 


HllTlEME  LEÇON. 

double  qu'ou  veut  trouver.  (3n  aura  doue 


Seulement,  il  faudrait  ne  prendre  que  la  moitié  de  cette 
valeur,  si  l’ou  avait  à la  fois  p'  = Pi  ç'  — ÿ- 

Les  fonctions  triples,  etc.,  se  calculeront  d’une  manière 
analogue. 

Ce  qui  précède  suffit  pour  établir,  comme  nous  l’avions 
annoncé,  que  les  fonctions  symétriques  et  rationnelles  des 
solutions  communes  à deux  équations  peuvent  s’exprimer 
rationnellement  par  les  coefficients  de  ces  équations,  et 
l’on  voit  que  leur  détermination  exige  seulement  l’élimi- 
nation d’uiie  inconnue  entre  deux  équations. 

Cas  d'un  nombre  quelconque  d' équations. — La  même 
méthode  s’applique  à un  nombre  quelconcjuc  d’équations. 
Sup{K>sons,  par  exemple,  qu’il  s’agisse  de  trois  équations 
à trois  inconnues 


y,  *) 

et  soient 


O.  î)  = o,  f(x,x,^)  = o, 


les  groupes  de  solutions  communes  à ces  trois  équations.. 
Conservant  la  classification  que  nous  avons  adoptée  des 
di  verses  fonctions  symétriques , la  forme  générale  des 
fonctions  simples  sera 


J»  « r 


r'’  ï' 


celle  des  fom  tions  donldes  sera 


P 9 ' P‘  î' 

Y Z Y Z 

I t I 5 •'  J > 


et  ainsi  de  suite.  Et  e est  à la  détciminaiiou  des  pre- 
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mièrcs  <[uc  sc  r.iiiièiio  celle  He  loulc  fonction  symétrique 

et  rationnelle. 

Désignant  par  t une  nout  ellc  variable,  ]tar  a.  et  ë deux 
indéterminée.s , nous  poserons 

r = j;  + a/  + 6z,  d’où  x = t — ajr  — 6 1. 

Ayant  substitué  cette  valeur  de  x dans  les  équations  pro- 
[Kjsées,  nous  éliminerons  y et  z\  nous  obtiendrons  ainsi 
une  équation  finale  en  f, 

’l'  (f,  »»  6)  = o, 

contenant  les  indéterminées  a et  o,  et  dont  les  racinc.s 
seront 


•Tl -+- a Ji-t- 6 I, , .r,4- fiJi, . . . , x, -t- a/„+ 6 s.. 

La  somme  des  puissances  p de  ces  racines  pourra  s’expri- 
mer ratiounelleiiient  par  les  coefficients  de  l’équation  en  t, 
e’est-à-dire  en  fonction  des  indéterminées  a et  6,  et  des 
coefficients  des  équations  proposées.  On  aura  ainsi  une 
éx|uation  de  la  forme 

2 (•*!  + •+■  6 Z,  )“  = 2 

où  le  coefficient  désigne  généralement  une  quantité 
connue.  Le  signe  sommatoire  S du  premier  membre  s’é- 
tend aux  n racines  de  l’équation  en  t,  celui  du  second 
membre  à toutes  les  valeurs  de  q et  de  r,  telles  que 

q r=x  ou  <;  ft. 

F.n  posant  = — q — r,  et  égalant  les  coefficients  de 

or’e''  dans  les  deux  membres,  on  aura 

V/’î" k ■ 

(i  .9. . . . /<)  (i  .9.  . . 17)  (i  .9. . . r) 

e’est  la  formule  qui  fera  connaitre  les  fonctions  simples. 
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Pour  formuT  les  fouctions  doubles , triples , etc. , on  pro- 
cédera comme  dans  le  cas  de  deux  équations.  La  forme  du 
calcul  est  la  même,  et  l'on  voit  qu’en  général  les  fonc- 
tions symétriques  et  rationnelles  des  solutions  commune.s 
à plusieurs  équations  s’exprimeront  toujours  ralionnellc- 
ment  par  les  coefficients  de  ces  éijuaiions. 

Il  faut  remarquer  que  la  détermination  des  fonctions 
symétriques  des  solutions  communes  à trois  équations 
exige  l'élimination  de  deux  inconnues  entre  trois  équa- 
tions, et  généralement  la  détermination  des  fonctions  sy- 
métriques des  solutions  communes  à Â équations  exige  l’é- 
limination de  A — I inconnues  entre  A équations. 

Jixtcnsion  tle  la  méthode  d’élimination  par  les  fonc- 
tions symétriques , au  cas  d’un  nombre  quelconque 
d’équations. 

La  méthode  que  nous  allons  exposer,  d’après  Poisson  , 
donne  le  moyen  d’éliminer  A — i inconnues  entre  A équa- 
tions, lorsqu'on  sait  éliminer  A — a inconnues  entre  A — i 
équations,  et,  par  conséquent,  cette  méthode  ramène  tous 
les  cas,  en  dernière  analyse,  à l’élimination  d’une  incon- 
nue entre  deux  équations. 

Pour  fixer  les  idées,  nous  considérerous  quatre  équa- 
tions seulement,  entre  quatre  ou  un  plus  grand  nombre 
d'inconnues;  mais  on  verra  sans  peine  que  notre  raison- 
nement est  général  et  qu’il  s’appliquerait  sans  modifica- 
tion au  cas  d’un  nombre  quelconque  d'équations. 

Soient  donc  les  quatre  équations 

{/{x,  r,  Z,  U,..  .)  = o, 

j F(x,  3,  H,...  =0, 
j 9 r.  . . .)  = O, 

1 ‘'•{•r.  r.  «,...)  = o, 

entre  quatre  ou  un  plus  grand  nombre  d'inconnues 
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Z,  U,  elc.,  el  pi'o]x>$ons-noiis  d’éliminer  trois  inconnues, 
x,y,  Z par  exemple,  entre  ces  quatre  équations. 

Considérons  en  particulier  les  trois  premières  des  équa- 


tions  (i) , 

[ / [x,  y,  z, 

..)  = o, 

< F(x,  ri  ^1  “>• 

..)  = Oi 

( <p  (■*!  ri  *1  “i- 

. .)  = Oi 

et,  regardant  x^y,  z comme  fonctions  des  autres  varia- 
bles U,  etc.,  désignons  par 

(•*11  /l,  *l),  ('*1,  2,),...,  (Xn,  ^") 

les  n systèmes  de  solutions  communes  aux  équations  (a). 

Cela  posé,  remplaçons  (x,y,  z) , dans  la  quatrième 
des  équations  (i),  successivement  par  chacun  de  ces  n 
systèmes,  et  désignons  par  V le  produit  des  résultats  ainsi 
obtenus,  en  sorte  qu’on  ait 

(3)  V=i|>(x,,j>  „z,,  «,...)  H,...)...-P(x„,/„,  z„,  H,...); 

l'équation 

(4)  v=o 

sera  l’équation  finale  résultant  de  l’élimination  de  x,  y 
et  a entre  les  équations  (i),  car  cctle  équation  (4)  exprime 
la  condition  nécessaire  et  suffisante  pour  que  les  équa- 
tions (i)  admettent  un  système  (x,  y,  z)  de  solutions 
communes.  D’ailleurs  \ est  une  fonction  symétritjue  et 
entière  des  solutions  communes  aux  équations  ( 2 ) ; on 
pourra  donc  l’exprimer  rationnellement  par  les  quan- 
tités indépendantes  dex,j',  z qui  entrent  dans  les  équa- 
tions (i).  Pour  cela,  désignant,  comme  précédemment, 
par  t une  nouvelle  variable,  par  a et  S deux  paramètres 
indéterminés , nous  poserons 

f = X -f- ajr -f- 6z,  d'où  x = f — a y — Sz; 
en  substituant  cette  valeur  de  X dans  les  équations  (a),  on 


Digilized  by  Google 


"9 


HIITIÈME  LEÇON.  I 

aura  les  trois  suivantes  : 

— — Y,  Z,  11,...)  = O, 

(5)  I F(r  — a/  — 63,  J,  2,  «,...)  = o, 

entre  lesquelles  il  faudra  éliminer^  et  z.  C'est  donc  à 
l’élimination  de  deux  inconnues  entre  trois  équations  que 
nous  ramenons  l’élimination  de  trois  inconnues  entre 
quatre  équations.  L’équation  finale  eu  C qui  résulte  de 
l’élimination  dey  et  z entre  les  équations  (5)  aura  pour 
racines 

X, -F  a^, -f- 62,,  x,+  ay,  + Gz,,..  .,  j:„  + ot  v, -t- 6 2, , 

et  sera,  par  conswjuent,  du  degré  ri.  Supposoiis-la  for- 
mée, et  ordonnons-la  par  rapport  h t-,  elle  sera 

(6)  r + p.t’-'  + p,  . .-h  p,..,t  -(-/>,  = o, 

Pt,  p,,  etc.,  étant  des  fonctions  rationnelles  de  «,  etc., 
qui  contiennent  aussi  les  paramètres  a et  6.  Cette  équa- 
tion (6)  servira,  comme  nous  l’avons  vu  précédemment, 
à calculer  les  diverses  fonctions  symétriques  des  solutions 
communes  aux  équations  (a),  dont  l’expression  de  V est 
composée,  et  le  problème  sera  enfin  résolu. 

Cette  méthode  conduirait,  dans  les  applications,  h des 
calculs  d’une  longueur  rebutante;  mais  nous  allons  eu 
conclure  aisément  la  démonstration  du  théorème  de  Be- 
zout,  relatif  au  degré  de  l’équation  finale,  ce  qui  est  l’ob- 
jet principal  que  nous  ayons  en  vue. 

Théorème  fie  Bezout  sur  le  degré  de  l’équation  finale. 

D’après  ce  qui  précède,  n étant  le  nombre  des  solu- 
tions communes  (x,^,  z)  aux  équations  (a),  on  obtiendra 
une  équation  finale  du  même  degré  n en  éliminant  deux 
inconnues  quelconques  entre  les  équations  (a).  Cela  est 
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d’ailleurs  évident  à priori  ; car,  à cause  de  la  généralité 
que  nous  supposons  aux  équations,  tout  est  semblable 
par  rapport  k x,y,  z,  u , etc.  Toutefois , il  est  important 
de  faire  cette  remarque,  parce  que  le  contraire  pourrait 
avoir  lieu  si  l’on  attribuait  aux  coefGcients  des  valeurs 
particulières. 

Lemme.  — Si  n désigne  le  degré  de  l’équation  finale 
qui  résulte  de  l’élimination  de  deux  inconnues  entre  les 
trois  premières  des  équations  (i),  et  m le  degré  de  la 
quatrième  équation  (i) , le  degré  de  l’équation  finale  ré- 
sultant de  l’élimination  de  trois  inconnues  entre  les 
quatre  équations  (i)  est  au  plus  égal  à mn. 

L’équation  (6),  qui  résulte  de  l’élimination  dc^  et  z 
entre  les  équations  (5),  étant  du  degré  «,  les  coefficients 
Pi,  Pt  f etc.,  sont  des  fonctions  entières  de  u,  etc.,  dont 
la  première  est  au  plus  du  premier  degré,  la  deuxième  du 
second  degré,  etc.  Cela  posé,  la  somme  des  puissances  sem- 
blables de  degré  p des  racines  de  l’équation  (6) , c’est-à- 

dire  ^ (x,  4-  a J,  4-  peut  s’exprimer  sous  forme 

entière,  en  fonction  des  coefGcients  p, , /», , etc.,  par  une 
formule  qui  est  au  plus  du  degré  p par  rapport  à u,  etc. 
(voir  première  leçon)  5 donc,  une  fonction  symétrique 

simple,  telle  que  ^ jr^  z' , de  degré  p q r = p , 

s’exprimera  par  une  formule  qui  sera  ellc-mèmc  au  plus 
de  ce  degré  p,  par  rapport  à u,  etc.  Il  résulte  de  là,  et 
du  mode  général  suivant  lequel  les  fonctions  symétriques 
et  entières  les  plus  compliquées  se  forment  à l’aide  des 
fonctions  simples,  que  toute  fonction  symétrique  et  entière 
de  degré  p des  solutions  communes  (x, , y,,  z,  ),  etc.,  aux 
équations  (2),  s’exprimera  par  une  formule  entière  qui 
sera  au  plus  du  degré  p par  rapport  à u,  etc.  Or  cha- 
cun des  termes  de  l’expression  de  V,  donnée  par  l’c^ua- 
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lion  (3),  est  le  produit  de  puissances  de  u,  etc.,  dont 
les  exposants  ont  une  somme  mn  — [i  inférieure  à mn , 
par  une  fonction  symétrique  entière  de  degré  fi  des  solu- 
tions communes  (x,  Zt),  etc.,  aux  équations  (’i). 
Donc  enfin , chacune  de  ces  parties  de  V s’exprimera  par 
une  formule  qui  sera  au  plus  du  degré  mn  par  rapport 
à «,  etc.,  et,  par  suite,  l’équation  V=o  sera  au  plus  du 
degré  mn. 

Rr.MAnQL'E.  — On  pourrait  faire  à la  démonstration 
précédente  l’objection  que  voici  : Le  raisonnement  sup- 
pose que  les  coefficients  />, , p, , etc. , sont  entiers  par 
rapport  aux  variables  « , etc.,  ou,  en  d’autres  termes,  que 
l’équation  (6) , qui  est  du  degré  n par  rapport  à chacune 
des  variables  f , u , etc. , soit  de  ce  même  degré  par  rapport 
à toutes  les  variables.  Or  cela  n’est  pas  tout  à fait  évi- 
dent, quoique  les  équations  (i)  ou  (5)  soient  supposées 
chacune  la  plus  générale  de  son  degré.  Voici,  ce  me  semble, 
la  manière  la  plus  simple  de  lever  cette  objection.  Si  quel- 
ques-uns des  coefficients /r, , p,,  etc.,  étaient  fractionnai- 
res, quelques-unes  des  racines  t de  l'équation  (6)  devien- 
draient infinies  pour  certaines  valeurs  finies  des  variables 
U,  etc.  Or  je  dis  que  cela  ne  peut  avoir  lieu,  tant  qu’on 
laisse  indéterminés  les  coeffieients  des  équations  (a)  ou  (5), 
et  il  suffit  évidemment,  pour  justifier  eette  assertion,  de 
citer  un  cas  où  cela  ne  soit  pas.  Supposons  qu'on  donne 
aux  coefficients  des  équations  (5)  des  valeurs  telles,  que 
chacune,  restant  du  même  degré,  se  décompose  en  fac- 
teurs linéaires  de  la  forme  t ay  -h  f>z  + eu  + ...  -+-/  : 
on  pourra  exprimer  chacune  des  racines  t de  l’équation 
finale  relative  à ces  équations  particulières,  en  fonction 
de  H , etc.,  par  les  formules  qui  servent  à la  résolution  des 
équations  du  premier  degré;  et  ces  valeurs  de  t,  étant 
évidemment  de  la  forme  gu  . -i- J\  ne  pourront  de- 

venir infinies  pour  des  valeurs  finies  de  u,  etc. 
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Oii  déduit  aisément  du  lemmequi  précède  la  démons- 
tration du  théorème  de  Bezout. 

Théorème.  — Le  degré  de  l’équation  finale  qui  résulte 
de  l’élimination  de  h — i inconnues  entre  k équations 
est  égal  au  produit  des  degrés  de  ces  équations. 

Soient,  en  effet, 

m, , m,,  m,,.  . r>n 

les  degrés  de  A équations.  Le  degré  de  l’équation  finale  ré- 
sultant de  l’élimination  d’une  inconnue  entre  les  deux 
premières  sera  égal  à m,,  m,,  ainsi  que  nous  l’avons  établi 
dans  la  troisième  leçon  ; donc,  d’après  le  lemme  qui  pré- 
cède, si  l’on  élimine  deux  inconnues  entre  les  trois  pre- 
mières équations,  le  degré  de  l’équation  finale  sera  au  plus 
m,  mtXini , ou  m,  nit  m,  ; de  même,  si  l’on  élimine  trois 
inconnues  entre  les  quatre  premières,  le  degré  de  l’équa- 
tion finale  sera  au  plus  m,  m,  in,  X m*  ou  m,  ni,  m,  m,. 
Et  l’on  voit,  en  continuant  ainsi,  que  le  degré  de  l’équa- 
tion finale  qui  résulte  de  l’élimination  de  A — i inconnues 
entre  les  A équations  sera  au  pins  égal  au  produit  des  de- 
grés de  ces  équations. 

Ou  peut  même  ajouter  que  le  degré  de  l’équation  finale 
sera  préeisément  égal  à ee  produit,  si  les  équations  pro- 
posées sont  chaeune  la  plus  générale  de  son  degré,  comme 
nous  l’avons  supposé.  On  s’en  assure  aisément  eu  consi- 
dérant un  système  de  A équations  décomposables  cbacuiie 
en  facteurs  linéaires,  ainsi  que  nous  l’avons  fait  dans  la 
troisième  leçon,  pour  le  eas  de  deux  équations. 

Corollaire.  — Il  résulte  du  théorème  précédent  et  des 
de^loppcments  exposés  dans  la  quatrième  leçon , que  la 
résolution  de  plusieurs  équations  simultanées  peut  se  ra- 
mener à la  résolution  d’une  seule  équation  dont  le  de- 
gré est  généralement  égal  au  produit  des  degrés  des  pro- 
posées. 
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Méthode  de  Tschirnaùs,  pour  J aire  disparaitre  autant 
de  termes  que  Von  veut  d’une  équation . 

On  peut  raltaclicr  à la  théorie  de  rélimiiiaiioii  la  mé- 
thode élégante  que  Tschirnaùs  a donnée  dans  les  Actes  de 
Leipsicli  pour  i683,  et  qui  sert  à faire  disparaître  d’une 
équation  autant  de  termes  que  l’on  veut.  Cette  méthode 
consiste  à transformer  l’équation  proposée  en  une  autre 
dont  la  racine  soit  une  fonction  rationnelle  de  celle  de  la 
proposée,  ou,  si  l’on  veut,  une  fonction  entière  de  degré 
inférieur  à celui  de  l’étjuation  proposée,  car  c’est  à cette 
forme  que  peut  se  ramener  la  fonction  rationnelle  la  plus 
générale  (troisième  leçon). 

Soit 

une  équation  du  degré  m,  et  posons 

(2)  / = a,  -+-  a, ar’  H-.  . .-t-  rt,_i  x"~'  -H  a„x’, 

rtoj  «D  etc.,  désignant  des  indéterminées,  et  n un  entier 
inférieur  à m.  L’équation  finale  enj',  qui  résulte  de  l’éli- 
mination de  X entre  les  équations  (i)  et  (a),  sera  évidem- 
ment du  degré  m,  puis([uc  a autant  de  valeurs  que  x. 
Cette  élimination  peut  se  faire  par  les  fonctions  symétri- 
ques, de  la  manière  suivante  : En  élevant  l’équation  (a) 
aux  ditlérenles  puissances  a,  3,. . .,  m,  et  ayant  soin  de 
rabaisser  les  exposants  de  x au-dessous  de  m,  à l’aide  de 
l’équation  (1),  on  aura  une  suite  d’équations  de  la  forme 

= è,  -t-  il  a:  -+-  èix’  -t-  . . . a”-', 

f‘  = r,-t-c,x+ 


" = >(•,  -f-  a:  ■+■  X„_,  a^~'. 
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h„,  h, , etc.,  süiitdes  Ibiiclions  homogènes  et  entières  du 
second  degré  des  indéterminées  Oj,  a,,  etc.;  pareillement 
Cf, , Cf , etc.,  sont  des  fonctions  homogènes  et  entières  du 
troisième  degré  de  a^,  a,,  etc.,  et  ainsi  de  suite.  Si , main- 
tenant, 5,,  Sf , etc.,  désignent  les  sommes  de  puissances 
semhlables  des  racines  de  l’équation  (i).  S,,  S,,  etc., 
celles  des  puissances  semblables  des  racines  de  l’tkjuation 
en  y,  les  équations  (2)  et  (3)  donneront 

/ S,  = -I-  O,  Jt,  -I-  . . . 4-  <7,_  , (7,  ,t„  , 

l S,  = mù.  4-  /j,  .t,  + 4-  , .f._ , , 

(4  


ts.*  — ///X’,  4*  ^‘1  .^t  4~  ^ J -^3  4“ 4-  X., . 

Connaissant  ainsi  les  sommes  de  puissances  semblables 
des  racines  de  l’équation  en  y,  on  formera  aisément  cette 
équation. 

On  peut  y arriver  encore  de  la  manière  suivante.  On 
résoudra  les  équations  (3)  par  rapport  aux  puissances 
x' , X*,...,  x”'~‘,  et  l’on  portera  leurs  valeurs  dans  l’é- 
quation (2).  Ce  procédé  a l'avantage  de  donner  la  valeiir 
de  X exprimée  rationnellement  en  y,  en  sorte  qu’on  eon- 
naitra  chaque  racine  de  l'équation  proposée,  quand  on 
aura  ré.solu  l'équation  finale  en  j'. 

Représentons  par 

(5)  y“  -h  73  r”~’  4-.  - - 4-  7«_,  r 4-  7,  4-  O 

cette  é«|uation  en  y,  où  ç, . sont  fonctions  des 

indéterminées  a»,  n,,  etc.,  et  qui  exprime  la  condition 
pour  (]ue  les  équations  (1)  et  (2)  aient  une  racine  com- 
mune. Je  dis  que  de  cette  seule  équation  (5)  on  peut  dc'-- 
duire  la  valeur  de  x qui  correspond  à chaque  valeur  de  ■>  , 
et  même  la  valeur  d’une  puissance  quelconque  de  x.  En 
elfet , r est  une  fonction  des  indéterminées  rt»,  ri,,  etc., 
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considérées  comme  des  variables  indépendantes,  et  l’on  a 
alors 

da~  ' da,-"" 


Dilïéreutions  maintenant  l’équation  (5)  par  rapport  à a,, 
dont  J',  <fi,  (f,,  etc.,  sont  fonctions^  on  aura 


[/»/"- 


da, 


■ (ot  — i)  //,  j- 
(i/tx 


T 


rfy. 

da, 


= O, 


et,  par  suite, 

^ r— 

_ _ ■'  da,  ^ da, 

mr""'  (m  — i)  y,  y”' 


• • -+-  y«—  I 


On  trouverait  de  même,  en  difléren liant,  l’équation  (î>) 
par  rapport  à a, , 


Il: 

aot 


rffl,  da. 


my"-'  -+-  (m  — i)  y,  J' 


et  ainsi  de  suite. 

On  voit,  par  ce  qui  précède,  qu’il  suHlira  de  résoudre 
l’équation  (Pi)  pour  avoir  résolu  par  cela  même  l’équa- 
tion (i). 

Cela  posé,  on  peut  disposer  des  indéterminées  , 
a, , etc.,  de  manière  à faire  évanouir  n termes  de  l’écjua- 
lion  en  y,  à partir  du  second  par  exemple.  11  faudra  alors, 
d’après  les  formules  de  Aewioii,  que  l’on  ait 

S|  O , S,  — o , . . • , = o. 


Or,  en  se  reportant  aux  équations  (4),  on  voit  que  S,  est 
du  premier  degré  par  rapporta  a„,a,,  etc.,  que  St  est 
du  deuxième.  S,  du  troisième,  etc.,  S„  du  Donc, 

8. 
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d’après  le  lliéorème  de  Rez.out , la  dctcrniinalion  de  ccs 
indéterminées,  dont  l’une  peut  être  prise  arbitrairement , 
dépend  d’une  équation  du  degré 

1 .2.3. . . n; 

et,  si  l’on  voulait  faire  disparaître  de  l’iîtjualioii  (5)  tous 
les  termes,  à l’exception  du  premier  et  du  dernier,  le 
problème  dépendrait  d’une  éxiuation  du  degré 

1.2.3...  (m  — i). 

C’est  aussi  à la  résolution  d’une  éc{uation  de  ce  degré  {juc 
se  trouverait  ramenée  celle  de  l’équation  proposée,  car 
l’équation  (5)  n’ayant  alors  que  deux  termes  pourrait  être 
immédiatement  résolue. 


Application  aux  èquutions  du  troisième  et  du  quatrième 
degré. 

Nous  reviendrons,  dans  une  prochaine  leçon,  sur  la 
résolution  des  équations  générales  du  troisième  et  du  qua- 
trième degré;  mais  nous  ferons  voir  ici  comment  résulte 
immédiatement  de  la  transformation  de  Tschirnaüs  la  pos- 
sibilité d’effectuer  cette  résolution. 

Soit  d’abord  l’équation  du  troisième  degré 


on  posera 


x'  -t-  px‘‘  4-  -H  r = O ; 
/ = a 4-  èx  -f-  x\ 


et  l’on  formera  l’équation  finale  en  y,  savoir 


.,J  4-  P y’  4-  Q J 4_  R = O. 

On  déterminera  a et  h à l'aide  des  équations  P = o , 
Q = o,  qui  sont,  l’une  du  premier  degré,  l’autre  du  se- 
cond; on  pourra  donc  les  résoudre  cl  exprimer  a et  b on 
fonction  des  coeflicienls  de  la  proposée.  L’équation  en  j 
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se  réduisant  a lors  à 

011  en  tirera  ecs  trois  valeurs 

/=Î/-H,  ^=ajCT:,  7^  = 6i/3R, 

a et  0 désignant  les  racines  cubiques  imaginaires  de  1. 
Connaissant  ainsi  les  trois  valeurs  de  y,  on  aura  facile- 
ment, par  ce  que  nous  avons  dit  plus  haut,  les  trois  va- 
leurs de  r. 

Soit  enfin  l’équation  du  quatrième  degré 

■z'  + pz'  -t-  ifz‘‘  H-  ra-  -+-  i = O ; 

on  jwsera,  comme  précédemment , 

J = n -I-  èx  -t-  x’, 

et  l’on  aura  une  équation  en  y telle,  que 

-t-  Py'  -f-  Q -t-  Ry  -H  S =x  O. 

On  déterminera  a et  & à l’aide  des  équations  P = o , 
R = O,  qui  sont,  Puiie  du  premier  degré , l’autre  du  troi- 
sième; on  pourra  donc  résoudre  ces  équations  et  exprimer 
a et  b en  fonction  des  coeflicients  de  la  proposée.  L’équa- 
tion en_y,  se  réduisant  à 

r'  + Qr’-+-s  = o, 

pourra  elle-même  être  résolue,  puisqu’elle  est  bicarrée. 
Connaissant  les  quatre  valeurs  de  y,  on  aura  aussi  les 
«juatre  racines  de  l’équation  proposée. 

On  trouvera  dans  la  Note  V une  nouvelle  application 
remanjuabic  de  la  méthode  de  l’scliirnaüs. 
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Devcloppcrneiit  d’une  foncUuii  algébrique  implicitej  en  s»éric  ordonnée 
suivant  les  puissances  décroissantes  de  sa  variable.  — Formation  de 
l’équation  finale  qui  résulte  de  réliminalion  d’une  Inconnue  entre  deux 
équations  à deux  inconnues.  IVouvelie  démonstration  du  théorème  de 
Kezout.  Somme  des  racines  de  l'équatiun  finale.  — Nouvelle  démons- 
tration d’une  formule  d'analyse.  — Démonstration  d'un  théorème  de 
géométrie.  4 


I.fS  recherches  que  je  vais  exposer  dans  celle  leçon 
font  partie  d'un  beau  Mémoire  sur  rélimination , pu- 
blié par  M.  Liouville,  dans  le  tome  VI  de  son  Journal  Je 
Ma  thématiques . 

Développement  tf  une  Jonction  algébrique  implicite,  en 
série  ordonnée  suivant  les  puissances  décroissantes  de 
sa  variable. 

Soit 

(1)  M(j-,  _r)  = o,  ou  M = o, 

une  équation  du  degré  m entre  deux  variables  x et  j'.  Si 
celte  équation  est  du  degré  m par  rapport  a y,  elle  aura 
m racines  r,  qui  seront  fonctions  de  x,  et  que  nous  nous 
proposons  de  développer  suivant  les  puissances  décrois- 
santes de  X.  En  réunissant  les  termes  de  même  degré,  l’é- 
quation (1)  pourra  s’écrire  de  la  manière  suivante  : 

(,)  (;)+--’/•({)  + ...=0, 

y 

ou,  en  posant  - = m, 

(3)  x’"f{u)  -H  x"-'/,  («)  -t-  X"-’/.  («j  +.  . .=  o; 


Digitized  by  Google 


NEIVIKMK  LKi^O-N.  I IJJ 

/,  J\,  y',,  etc.,  désignent  ici  des  polynômes  dont  le  pie- 
luier  est  du  degré  l<‘s  autres  sont  au  plus  des  degrés 
ni  — 1,  m — 2,  etc.,  respectivement.  Dans  le  cas  le  plus 
général,  ces  polynômes  sont  précisément  des  degrés  m, 
m — I , ni  — 2 , etc. 

Les  ni  valeurs  de  ti  fournies  par  l équation  (3)  sont  des 
fonctions  de  .r,  qui , pour  .r  = oo  , se  réduiront  aux  ni  ra- 
cines de  l’équation 

(4)  /(«)  = <»; 

on  |M)urra  donc  pos<-r  généralement 

(5)  « = a -H  «, 

E s’amiulanl  avec  La  méthode  des  asymptotes  donne  le 

moven  de  calculer  la  limite  du  produit  ix.  Xous  nous  bor- 
nerons au  cas  où  les  racines  de  l’équation  (.'()  sont  iné- 
gah»,  et  dans  tout  ce  qui  suit,  cette  hyj«jthèsc  doit  être 
maintenue.  Portons  dans  l’é(]uation  (3)  la  valeur  de  u 
tirée  de  (5)  ; on  aura 

(H)  »-  i)  -1-  (a  4-  i)  -t-  (a  -4-  «)-t-  ...  = O. 

Développant  chaque  terme  par  la  formule  de  Taylor, 
avant  cgaid  à l'équation  (4),  et  divisant  par  il  vient 

[(.a)/'(a)-f-/(«)] 

■+■  X + ...—  o; 

faisons  maintenant  x—  oo  dans  cette  érpiation,  et  dési- 
gnant par  a'  la  limite  de  e.r,  il  vient 

(8)  a'/'(a)-+-/(a)  = o. 


d’où 

(9) 


■ùJjà. 
f (“1 
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Celle  valeur  de  a'  sera  loujours  finie , car,  par  hypolhèsc, 
f (a)  n'a  pas  de  racines  égales. 

Puisque  t.r  a pour  linaiie  la  quantilé  a',  dont  nous  ve- 
nons de  trouver  la  valeur,  on  pourra  poser 

,x  = a'H-  i', 

d’où 

. a'  «' 

(lo)  £ — — + -5 

' XX 


t'  s’aiinulanl  avec  Par  suite,  la  valeur  (5)  de  u devient 


(•') 


M =r  a 


C’est  la  série  dans  laquelle  u se  développe,  quand  on  se 
borne  aux  deux  premiers  termes  ; ^ est  le  reste  corres- 
pondant. 

On  peut  déterminer  la  limite  du  produit  t' x de  la  même 
manière  que  celle  du  produit  ex.  Si,  en  cll'et,  on  porte 
dans  l’équation  (7)  la  valeur  de  e,  tirée  de  (10),  qu’on 
multiplie  ensuite  par  .r,  et  qu’on  ait  égard  à l’équa- 
tion (8) , il  vient 

{t'x)f  (a)  /''(“)  + “'/'i  {“)  -•-/>(«)  J H-  E = O, 

en  désignant  par  £ une  somme  de  termes  qui  s’annulent 
avec  faisant  donc  x = oc  , et  désignant  par  a”  la  limite 

X 

de  e'  X , on  a 

(12)  St"/'  («)  H-  I -J— J /"  (a)  + {“)  +/i  (“)  J = “j 

é<|ualion  qui  détermine  la  valeur  de  a". 

Connaissant  la  limite  «"  du  produit  e'x,  on  pourra  poser 

l'x  xz  a."  -4-  1"  ; 
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d’uù 


e"  étant  une  nouvelle  quantité  qui  s'évanouit  avec--  D’a- 
près cela,  la  valeur  (i  i)  de  u devient 


C’e^t  la  série  qui  exprime  la  valeur  de  ii  quand  ou  sc  borne 

aux  trois  premiers  termes  -,  est  le  reste  correspondant. 

On  pourra  obtenir  ainsi  autant  de  termes  que  l’on  vou- 
dra du  développement  de  «,  et  comme  y=  ux,  on  aura, 
par  suite,  autant  de  termes  que  l’on  voudra  du  dévelop- 
pement de  J";  on  a,  eu  particulier, 

J-  :=  ax  tx, 
y = U.X  + Oi'  + 

a"  «" 

jr  = XX  -i-  x'  1 

j:  X 

La  seconde  de  ces  trois  formules  comprend  toute  la  théo- 
rie des  asymptotes  rectilignes;  la  courbe  représentée  par 
l’équation  (i),  où  x et  y désignent  alors  des  coordonnées 
rectilignes,  a pour  asymptote  réelle  ou  imaginaire  la 
droite  représentée  par  l’équation 

(l6)  y = XX  -(-  a'. 

La  diilérence  e'  qui  existe  entre  les  coordonnées  de  la 
courbe  et  de  l’asymptote  est  généralement  un  infiniment 

petit  du  premier  ordre,  en  considérant^  lui-nièmc  comme 

nn  infiniment  petit  du  premier  ordre. 

La  courbe  représentée  par  l’équation  (i)  admet  aussi 
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pour  asyinplol<!  IMiypeibole  (juc  roprésenlc  ré(|uaii()ii 

(17)  r = ax  + a-f-— ; 

mais  daus  ce  cas  la  cliflërence  — des  oinlonnées  des  deux 

X 

courbes  est  uu  infiniment  j)elit  du  second  ordre  au  moins. 

La  courbe  (17)  pourrait  être  appelée  asymptote  du 
deuxieme  ordre  de  la  courbe  proposée.  Et , comme  on 
jx'ut  pousser  aussi  loin  que  l’on  veut  le  développement 
de  y en  série  ordonnée  suivant  les  puissances  décroissantes 
de  X , on  pourra  former  une  infinité  de  courbes  des  degrés 
respectifs  3 , 4 > etc.,  et  ([ui  auront,  avec  la  courbe  pro- 
posée, un  asymptotisme  de  plus  en  plus  intime. 

On  voit  aisément,  sans  qu’il  soit  nécessaire  d’insister 
sur  ce  sujet,  comment  il  faudrait  modifier  la  méthode,  si 
l’équation 

/(a)  = o 

avait  des  racines  égales,  conirairement  à l'hypothèse  que 
nous  avons  faite. 

t'ormation  de  t équation  finale  qui  résulte  de  F élimina- 
tion d'une  inconnue  entre  deux  équations  à deux 
inconnues.  Nouvelle  démonstration  du  théorème  de 
Bczoul.  Somme  tics  racines  de  V équation  finale. 

La  théorie  qui  vient  d’être  exposée  permet  de  former 
autant  de  termes  que  l’on  veut  de  l’écpiation  finale  <[ui  ré- 
sulte de  l’élimination  d’une  inconnue  entre  deux  équa- 
tions. Soient  les  deux  équations  générale.s 

I T)  = O. 

' I N (x,  = O, 

des  degrés  m et  n ies[)cctivement-,  en  réunissant  les  termes 
de  même  degié,  on  pourra  les  cTrire  de  la  manière  sui- 
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,rV| 

II) 

1 -t-x—/ 

•r«  F 1 

1 X—  F, 

- j -4-  .r"-’  F, 

I 


+ . . — O , 


f^fxift,  elc.,  sont  des  polynômes  respectivement  dos 
degrés  m,  m — i , m — a,  etc.  ; F,  F, , Fi , etc.,  des  po- 
lynômes des  degrés  « , n — i , n — a , etc. 

Soient  j-,,  jy, ,...,  j,„,  les  valeurs  de  y tirées  de  la 
première  des  équations  (i),  portons-les  dans  le  premier 
membre  de  la  seconde,  et  désignons  par  V le  produit  des 
résultats  ainsi  obtenus,  de  manière  que  l’on  ait 

(3)  V = N{jr,  x>)  N(J,  y,)--.  N(-r,  y„)i 


l'équation  finale  qui  résulte  de  l’élimination  de  y sera 
V = o. 


On  calculera  aisément  la  fonction  V,  en  développant  en 
série  suivant  les  puissances  décroissantes  de  x,  chacun 
de  ses  facteurs,  dont  l’expression  générale  est  ]V  (x , y). 
Je  dis  même  que,  si  l’on  ne  veut  connailre  que  le 
premier  terme  de  V,  il  suffit  de  borner  les  .séries  dont 
nous  parlons  à leur  premier  terme;  que,  si  l'on  ne  veut 
que  les  deux  premiers  termes  de  V,  il  suflit  de  connaître 
les  deux  premiers  termes  des  séries,  et  ainsi  de  suite. 

Supposons,  par  exemple,  qu’on  ne  veuille  connaître 
que  le  premier  terme  de  V;  on  a,  en  faisant  comme  pré- 

Y 

cédemment  h = - , 

X 

pr(.r,  j)  = x"  F(«)  .r*-'  F,  (h)  -I-  ...  . 

Posons  aussi,  comme  plus  liaut. 
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e étant  une  (juuiiiité qui  s'annule  avec  ->  et  a une  racine 
quelconque  de  l'équation 

/(a)  = o; 

on  aura 


N ( J,  y)  , I 

X»'  ' — “ fi(“  + •)■+■  •'•  > 

et  pour  X = 00  , 


= 


(4)  N(x,  x)  = x"  F(a) -t-x"K, 

E désignant  une  quantité  qui  s'annule  avec  -•  D'après 
cela,  eu  représentant  par 


*l> 

les  ni  valeurs  de  a , on  aura 

7.)  = E(“i)  + , 

N(-r.  7>)  = r"F(a,)  + x"E,, 

7»)  =a;"  F(a.)  + a;"  E„, 

El,  Ej,...,  E„  désignant  des  quantités  qui  s’évanouissent 
avec  -•  Multipliant  ces  équations  et  ayant  égard  à l’équa- 
tion (3),  on  aura 

(5)  V z=x""F(*,)  F (a.).  . . F(a«)  -F  X""U, 

H désignant  une  quantité  qui  s’annule  avec  -• 

Ec  premier  terme  de  V est  donc 

X’""  F(a,)  F(a,). . , F ,,a„); 


I 
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on  pourra  1 exprimer  eu  foiielion  rationnelle  des  coefli- 
eients  de  F et  /,  puisque  F («,  ) F (a,)...  F (a„)  est  une 
fonelion  symétri<]uc  et  entière  des  racines  de  l'équation 

/(a)  = O. 

Il  suit  de  Là  que  l’équation  finale  qui  résulte  de  l’élimi- 
nation de  r entre  les  c^uations  (i)  et  (2)  est  d’un  degré 
égal  au  produit  des  degrés  do  ces  équations. 

Remarque.  — Si  les  eoeflicieuts  des  équations  (t)  ont 
des  valeurs  déterminées,  et  que  ces  équations  contiennent 
la  plus  haute  puissance  de  l’équation  finale  résultant 
de  l’élimination  de  j sera  toujours V =0,  et  l’on  voit  que 
le  degré  de  celte  équation  finale  sera  encore  égal  au  pro- 
duit des  degrés  des  équations  proposées,  à moins  que  les 
équations 

/(a)=o,  F(a)  = o 

n’aient  une  ou  plusieurs  racines  communes,  auquel  cas 
ce  degré  s’abaissera  nécessairement. 

Pour  avoir  les  deux  premiers  termes  de  l’équation 
finale  V = o,  il  faut  connaître  les  deux  premiers  termes 
du  développement  de  N (x,y)  en  série.  Pour  cela,  dans 
l’équation 

y)=^"  F(«)  -hx—  F.(«)  -t-,  ..  , 


nous  poserons 


e'  désignant  toujours  une  quantité  qui  s’évanouit  avec 
a une  racine  de 


I 

X 


/(*)=o. 


et  c/.'  une  quantité  que  nous  avons  calculée,  et  tpii  est 
déterminée  par  l’équation 


*V'(a)+/(a)  = ü; 


Digilized  by  Google 


îiEtVlEME  LEVO.N. 


126 

on  uura  alors 

r)  = ^"  F(*)  + l«'  F'(a)  + F,  (a)]  4-  x"-‘  E, 

E désignant  une  quantité  qui  s'annule  avec  -•  Cette  for- 
mule donne  le  développenient  de  N (x,  j),  borné  aux  deux 
premiers  termes;  en  y remplaçant  a par  chacune  de  ses  m 
valeurs,  on  aura 

N(x,  ,r,)  =x"  F(a,)  -I-  X"— [a,  F'(a,  )-(-  F,  (a,  E, , 

N (x,  =x"  F(a,)  -(-  x»-’[a,  F'  (a,)-P  F,  (a,)]  -H  x’~'  E,, 

= F(a,)-Hx‘'-'[a',„F'(a»)4-F,(«„)]-f-x"-'  E.  . 

Dans  ces  équations,  E, , E,,  etc.,  sont  des  quantités  qui 
s’évanouissent  avec  -1  et  a'  , a'  , etc.,  sont  les  valeurs 

X 

de  a',  qui  correspondent  aux  valeurs  a,,  a,,  etc.,  de  a. 
Multipliant  toutes  ces  équations  cl  désignant  simplement 
par  H l’ensemble  des  termes  dont  le  quotient  par 

s’annule  avec  -■>  on  aura 


V = x-F(a,)F(a,)...F(a.) 

+ X""-'  F { a,  ) F ( «0-  • • F ( » ,)  y + J,». - , H . 

Dans  cette  dernière  formule,  la  quantité  H,  qui  est  inlini- 
ment  petite  avec  contient  un  nombre  limité  de  termes, 
et  l'on  voit  ([ue  le  second  terme  de  Y aura  pour  coefficient 

!■(«,)  F (a,).  . . F (a,)  2, Vfa)  ^ ’ 

le  si"ne  s’étendant  à toutes  les  racines  a de  réf|uation 
/(a)=o. 
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Ij'apiès  cela,  si  l’on  ilésigiie  par^.r  la  somme  des  racines 
de  ré<{uation  (iiiale  en  x,  on  aura 


V J — — V 
^ ^ F (a) 

ou  en  niellant,  au  lieu  tic  a',  sa  valeur  — 


/. 


/'(«)F  (a) 


/'(a) 
F (a; 


On  pourrait  calculer  ainsi  autant  de  termes  tpic  l’on 
voudrait  de  l'ét^uatiou  finale  V = o;  par  suite,  cette 
«'■quation  tout  entière  ; seulement  les  calculs  deviennent  de 
plus  en  plus  compliqués,  et  nous  nous  bornerons  à ce  «pii 
précède. 


Nouvelle  démonstration  d'une  formule  d'analyse. 


Au  Heu  de  porter  dans  l’équation  N = o les  valeurs  de 
r tirées  de  M = o,  afin  d’avoir  Hi'^qualion  finale  V = o, 
on  aurait  pu  faire  l’inverse , porter  dans  l’équation  M = o 
les  valeurs  de  y tirées  de  ]N  = o;  mais  alors  on  aurait  eu 


une  autre  expression  de  la  somme 


i^xdes 


racines  de  l’équa- 


tion finale,  que  l’on  peut  écrire  sans  faire  de  nouveaux 
calculs.  On  aura,  en  effet,  évidemment 


Fi  (6)/' (6)  _ (6) 

oL  -Z«F'(e)/(e) 

les  sommes  du  second  membre  s’étendant  à toutes  les  ra- 
cines ê de  r«’quation 

F (Sj  = o; 

en  (‘galant  entre  elles  ces  deux  valeurs  de  on  aura 

V F'( ») _ V _ V Fi(^)/'(^) __ 
ai /'(,1F  (a)  ZàVÛ)~~Zàr{fAf<f,] 
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les  sommes  du  premier  membre  étant  relatives  aux  ra- 
cines ot  de  y(a)  =o,  celles  du  second  aux  racines  6 de 
F (6)  = O.  Dans  cette  formule,  qui  exprime  un  théorème 
d’analyse,  et  F désignent  des  polynômes  quelconques, 
mais  n’ayant  ni  racines  égales , ni  racines  communes  ; y, 
et  F,  désignent  aussi  des  polynômes  quelconques,  mais  de 
degrés  respectivement  moindres  que  f et  F. 

Supposons  que  le  polynôme  F soit  égal  à Jx^cl  que  F, 
soit  identiquement  nul;  l’équation  précédente  se  ré- 
duit à 

^ F'  (a)  V' 

ou  même  à 


F’ (g) 
/'(«) 


puisque  chaque  terme  du  second  membre  est  nul,  le 
signe  2 étant  relatif  aux  racines  de  F (6)  = o.  Dans 


l’équation  préctyente,  le  signe  ^ s’étend  aux  racines 

a de/(a)  = o,  et  F' désigne  la  dérivée  d’un  polynôme 
([uelconquc  F de  degré  inférieur  à J\  par  conséquent,  F' 
est  un  polynôme  quelconque  de  degré  inférieur  à y'.  I.a 
formule  précédente  est,  comme  nous  l’avons  vu,  celle  dont 
M.  Liouville  a déduit  la  décomposition  des  fractions  ra- 
tionnelles en  fractions  simples. 


Démonstration  tl'iin  théorème  de  géométrie. 

M.  Liouville  a déduit  des  résultats  qui  précèdent  la  dé- 
monstration d’un  théorème  curieux  de  géométrie;  nous 
allons  la  présenter  ici  ; 

St  l’on  mène  à une  courbe  algébrique  la  série  des  tan- 
gentes parallèles  à une  direction  donnée,  le  centre  des 
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moyennes  distances  des  points  de  contact  sera  indépen- 
dant de  cette  direction. 

Soit 

M (■*»/)  = O 

]’«k|uation  d’une  courbe  algébrique  ; les  coordonnées  réelles 
ou  imaginaires  des  points  de  contact  de  cette  courbe  avec 
les  tangentes  parallèles  à la  droite  y = ax  seront  les 
solutions  communes  aux  deux  f-<|uations 


(') 


M = O, 


tlx 


rfM 

a — z=o. 

lijr 


Si  l’on  pose  ~~  = u,  et  qu’on  représente  la  courbe  par 

rëtfuation  ^ (x,  u)  = o,  les  coordonnées  x cl  u seront  les 
solutions  communes  aux  deux  é<|uations 


ÿ(x,  u)=  o, 


a — u 

dx  X du 


Soit  donc,  en  conservant  les  notations  employées  précé- 
demment, 

ç(x,  u)  z=  x-/(u)  («)  -4-.  . 

J",  fl,  etc.,  désignant  des  polynômes  des  degrés  m, 
ni  — I , etc.  ; on  aura 

^ = mx^'/(ii)  -t-  (ot  — i)x— 
et , par  suite , 


d<f 

dx 


du 


-'F{h)-|-x"->  F,  («)-+.. 


en  faisant,  pour  abréger, 

IF  («)  = m/(«)-4-(fl  — «)/'(«), 

(2)  I F,  {«)  = {m  —1)/,  («)+(<!  — Il)/;  (u), 

9 
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F (m),  Fl  (h),  utc.,  sont  des  polynômes  des  degrés  ni  — r , 
m — 2,  etc.  ; cardans  F («) , par  exemple,  les  deux  termes 
du  degré  le  plus  élevé,  qui  proviennent  de  nif  (ii)  et 
de  [a  — u)  f (u) , se  détruisent  évidemment;  et  la  môme 
chose  a lieu  pour  F,  (i/) , etc. 

L’équation  finale  résultant  de  l'élimination  de  j*  entre 
les  é(|uations  (i)  est  donc  la  môme  que  celle  qui  résulte  de 
l’élimination  de  u entre 

3rf{u)  -H  (o)  -H.  . . = O, 

X"-' F{«) -t- F,(tt) o. 

Si  donc  on  désigne,  comme  précédemment,  par  la 

somme  des  racines  de  l’équation  finale , ou  aura 


le  signe  ^s’étendant  dans  le  second  membre  aux  racines 
de  l'é(iuation 

/(»)  = o, 

et  3.'  étant  une  quantité  déterminée  par  l’é(|uaiion 

«'/'{«)+/.(»)  = O. 

Pour  avoir  l’expression  de  2 X en  fonction  des  ^piantités 

données  y,  y, , etc. , dilléreniions  la  première  des  équa- 
tions (2)  ; on  aura 

(3)  F'  («)  = [m  —!)/'(«)  -f.(n  _ «)/"(«). 

Les  é(|uations  (2)  et  (3)  donnent  ensuite 

a’F'(a)-t-F.(a)= 

«■t,  comme  3'  f [3)  + j\  (a)  est  nul , 

(4)  a'F'(a)  -t-  F.  (a)  =:  (n  — *)[»'/";*)  -4-/,’  'a']; 
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Oïl  aura  aussi , en  faisant  n = x dans  la  prnrnièri- des 
é<liiatioiis  (a),  et  remarquant  que  y(a)  est  nul, 

(5)  F (»)  = («-*)/' (a). 

Des  équations  (4)  et  (5)  on  tire 

_ «'/"(«) -I-/’,  (a) 

F(a)  /'(«)  '• 

par  .suite,  la  valeur  de  ^ x est 

V r — _ V -<-/'■  (=<  ) 

/'(„) 

On  voit  qu’elle  ne  dépend  pas  de  a.  La  somme  des  dis- 
tances à l’axe  des  des  points  de  contact  de  notre  courbe 
avec  les  tangentes  parallèles  à la  direction  donnée  est 
donc  indépendante  de  cette  direction  ; ce  qui  démontre  le 
théorème  énoncé,  car  l’axe  des  y est  une  droite  quel- 
conque située  dans  le  plan. 

Remarque.  — La  démonstration  précédente  semble  en 
défaut  lorsque  l’équation  f[a)z=o  a.  des  racines  égales  ; 
pour  montrer  que  les  conclusions  sont  cependant  exactes 
dans  ce  cas , on  peut  employer  un  raisonnement  dont  nous 
avons  déjà  plusieurs  fois  fait  usage.  Il  suffira  de  changer 
infiniment  peu  les  coefficients  de  f,  de  manière  que 
y (a)  = O n’ait  plus  de  racines  égales  et  de  supposer  en- 
suite ces  changements  nuis  ; on  aura  une  courbe  infiniment 
peu  différente  de  la  proposée,  et  pour  laquelle  le  théorème 
aura  lieu  ; d’où  l’on  peut  conclure  qu’il  a lieu , à la  li- 
mite, pour  la  courbe  proposée  elle-même. 

Corollaire.  — Désignons  toujours  par  la  somme 

des  abscisses  des  points  de  contact  d’une  courbe  algébrique 
avec  les  tangentes  qui  font  l’angle  (•>  avec  la  direction  des 
X positives,  et  faisons  varier  oo  de  sa  différentielle  /7w: 

9- 
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comme  2 X ne  clépi-ml  pas  de  cel  angle,  on  auia 


2'/x  = 


O, 


Mais,  en  désignant  par  ds  l’arc  infiniment  petit  qui  a 
pour  projection  tir , on  a dx  = ds  cos  w 5 par  suite , 


cos  M = o , 


O, 


puisque  cos  w et  r/w  sont  constants.  — est  la  valeur  du 
rayon  de  courl>ure  p ; on  aura  donc 
2p=o; 

on  aura  aussi 


p'  désignant  le  rayon  de  courbure  de  la  développée , et 
ainsi  de  suite. 

En  outre,  si  ^ et  u représentent  les  coordonnées  du 
centre  de  courbure  correspondant  au  point  {x,  j),  on  a 

X = ç — P sin  w , r = y -H  P cos  w ; 
donc,  en  ayant  égard  aux  formides  précédentes, 

c’est-à-dire  que  le  centre  des  moyennes  distances  des 
points  de  contact  d’une  courbe  algébrique  avec  la  série 
des  tangentes  parallèles  à une  même  direction,  est  le  môme 
que  le  centre  des  moyennes  distances  des  centres  de  cour- 
bure correspondants. 
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Dcveluppument  en  sériés  onlonnêes  suirant  les  puissances  décruissantet 
lie  la  variabl,  de  plusieurs  fonctions  algébriques  défînies  par  autant 
d'équations.  — Funnalioft  de  l'équation  finale  qui  résulte  do  relimina- 
tioii  de  deux , trois ^ etc.,  inconnues  entre  trois,  quatre,  etc.,  équations. 
Nouvelle  déroonstration  du  théorème  do  Rezout.  Somme  des  racines  de 
l'équation  linale.  — Démonstration  d'une  formule  de  M.  Jacobi.—  Kx- 
tension  du  théorème  de  géométrie  démontre  dans  la  lc<;on  précédente. 


L'analyse  que  nous  avons  développée  dans  la  dernière 
leçon  peut  être  aisément  généralisée,  et  étendue  à l’éli- 
mination  de  deux,  trois,  etc.,  inconnues  entre  trois, 
quatre,  etc.,  équations.  C’est  ce  que  nous  allons  établir, 
en  adoptant  pour  l’exposition  le  même  ordre  que  dans  la 
leçon  précédente. 

Développement  en  séries  ordonnées  suivant  les  puis- 
sances décroissantes  de  la  variable,  de  plusieurs 
Jonctions  algébriques  déjinies  par  autant  d’équa- 
tions. 


Soient 

(l)  M(x,y,  z)  = ü,  IN{x,y,  z)=o 

deux  équations  générales  des  degrés  m et  n respectivement 
entre  les  trois  variables  x,jy,  z ; la  première  x étant  con- 
sidérée comme  indépendante,  les  deux  autres  y et  z en 
seront  des  fonctions.  Eu  réunissant  les  termes  de  même 
degré,  les  équations  (i)  pourront  s’écrire  de  la  manière 
suivante  : 
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ou,  en  posant  -=  ii , - = e, 

I x”/(«,  ••)  + X"-'/;  (u,  <-)+...=  O, 

( J’"  F {«,  v)  + x"-‘  F,  («,  i>)  + . . . = O. 

y et  F sont  des  polynômes  des  degrés  m et  n respectivc- 
nient,  entre  les  variables  « et  f ; y,  et  F,  sont  respecti- 
vement des  degrés  m — i et  n — i , et  ainsi  des  autres. 

En  vertu  des  résultats  obtenus  dans  la  leçon  précé- 
dente, le  nombre  des  solutions  communes  (u,v’)  aux 
équations  (3)  est  m/(,  ainsi  que  le  nombre  des  solutions 
communes  (a,  ë)  aux  équations 

(4)  /(a,6)  = o,  F(«,6)  = o; 

et  les  nin  systèmes  de  solutions  communes  des  équa- 
tions (3)  sc  réduiront,  pour  x = » , aux  mn  systèmes  de 
solutions  communes  des  équations  (4).  On  pourra  donc 
poser  généralement 

(5)  = i<  = 64-il, 

£ et  n désignant  des  quantités  qui  s'annulent  avec  Ces 

quantités  sont  d'ailleurs  les  restes  des  séries  dans  les- 
quelles U et  se  développent  quand  on  borne  ces  séries  à 
leur  premier  terme.  Pour  calculer  les  limites  des  pro- 
duits EX,  r,x,  nous  suivrons  la  même  marche  que  dans 
la  leçon  précédente.  En  portant  dans  les  équations  (3)  les 
valeurs  de  u et  e,  tirées  de  (5),  et  ayant  égard  aux  équa- 
tions (4),  on  a 

X"  i/'  (“i  6)  -t-  O, 

S)-H...]-F...=  o. 
En  divisant  ces  équations  respectivement  par  x”*'’  et 
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faisanl  ensuite  j;  = ao  , et  posant 


' = liinfx,  6'  = liniï.r, 


on  obtient 

{<;) 

d'où  l’on  tire  les  valeurs  suivantes  de  a'  et  6 : 


' ^ + 6' ^ + F,  = O, 


id3 


^'f/e  •^'rfe 


(7) 


d a d S 


iL  ‘H. 

d^d<JL 


6'  = 


•^‘rfa  'rfa 


df  dj^ 

Jl  Jl' 


iL  ‘II 

’Tldx 


Fn  désignant  par  t' et  r;'  de  nouvelles  quantités  inllniinent 

I 

petites  avec  - 1 on  pourra  poser 

c X = a'  + t',  n X = 6'  + »i', 

et,  par  suite, 


ou  aura  ainsi  les  deux  premiers  termes  des  séries  dans  les- 
quelles U et  ou_)^  et  E peuvent  se  développer,  et  l’on 
voit  aisément  qu'on  pourra,  de  la  même  manière , obte- 
nir les  termes  suivants. 

La  même  méthode  s'appliquera,  sans  modification,  au 
cas  de  fl  — i équations  entre  fi  variables,  pourvu  qu’on 
écarte,  comme  nous  l’avons  fait  jusqu’ici , en  raisonnant 
sur  des  équations  générales , quelques  cas  particuliers  qui 
peuvent  se  présenter. 
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Formation  de  l'équation  finale  qui  résulte  de  rélimi- 
nation  de  deux,  trois,  etc.,  inconnues  entre  trois, 
quatre,  etc,,  équations.  Nouvelle  démonstration  du 
théorème  de  Bezout.  Somme  des  racines  de  V équation 
finale. 


On  peut,  par  l’analyse  précédente,  former  autant  de 
termes  que  l’on  veut,  de  l’équation  finale  qui  résulte  de 
l'élimination  de  deux,  trois,  etc.,  inconnues,  entre  trois, 
quatre,  etc.,  équations. 

Soient,  par  exemple,  les  trois  équations  générales 
(i)  M(x,jr.z)=o,  N(x,/,î)  = o,  P(j:,y-,  z)=  O, 

des  degrés  m,  n,  p respectivement,  entre  trois  inconnues 
x,y,  z;en  réunissant  les  termes  de  même  degré,  ces 
équations  seront  : 


y,  F et  y sont  des  polynômes  des  degrés  m,  n , p respec- 
tivement, par  rapport  aux  deux  variables  qu’ils  renfer- 
ment; fi,Ft,  9>i  sont  respectivement  des  degrés  m — i , 
n — I , P — I , et  ainsi  de  suite. 

Désignons  par 

(.Xl  1 *1  )>  (.T'»  « *i)  > • • • > (y»»  1 ^mn) 

les  mn  systèmes  de  solutions  communes  aux  deux  pre- 
mières des  équations  (t),  et  posons 

V = P(j;,yi,  ii)P(j,/,,  Z,).  . . P(jr,^„ , 

l’équation  finale  résultant  de  l’élimination  dej)'  et  z entre 
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les  é<iuatioiis  (1)  sera 

V=o, 

et  c’est  cette  équation  qu’il  s’agit  de  calculer.  On  y par- 
viendra en  développant  en  série  chacun  des  facteurs 
P (x,  y,  z)  de  V,  et  il  suffira  de  connaître  autant  de  termes 
du  développement  de  P qu’on  en  veut  avoir  dans  V.  ^lous 
nous  bornerons  ici , comme  nous  l’avons  fait  dans  la  leçon 
précédente,  à calculer  les  deux  premiers  termes  de  V,  ce 
qui  sullGt  pour  connaître  le  degré  et  la  somme  des  racines 
de  l’équation  finale. 

On  a,  en  faisant,  comme  précédemment,  - = n,  - = e, 

V{x,  y,  z)  z=  xP  f {a,  v)  + xP-'  ^,{u,  v)  + . . 
et , si  l’on  pose 

il  vient 

^ [x , y,  z)  = xP  6)-t-xfE, 


E s’annulant  avec  ainsi  que  £ et  En  mettant  dans 

l'é-quation  précédente,  à la  place  de  x et/,  leurs  mn  va- 
leurs, il  vient 

P(x,  II)  = -fp  If  (a,,  e,)  -t-  xf  E, , 

P (-T,  /j,  Zj)  = xP  Ÿ (a,,  e.)  -t-  xP  E,, 

P (-ï)  /-«>  = xP:f{x„,  e,„)  + xP  E„„, 

E,,  E,,...,  E„„  étant  des  quantités  infiniment  petites  avec 
Enfin,  en  multipliant  toutes  ces  équations,  on  a la  va- 
leur suivante  de  V, 

\ =zx""'Pif{x„  6,)f{a„  e,)...  f (a,.,  s.„) + •*""''11. 

où  H désigne  une  quantité  qui  s’annule  avec  -•  Le  pre- 
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III  ier  Icrmc  de  V est  donc 

JT”"'/’ e.) . . . e„). 

11  suit  de  là  que  le  degré  de  l’équaliou  finale  résultant 
de  l’élimination  de  y et  z entre  les  trois  (V|uations  (i) 
est  égal  au  produit  des  degivs  de  ces  équations,  ce  qui 
fournit  une  nouvelle  démonstration  du  théorème  de 
Bezout. 

Si  l’on  veut  obtenir  les  deux  premiers  termes  de  l’équa- 
tion finale  V = o , il  est  mk:essaire  de  calculer  les  deux 
premiers  termes  du  développement  de  P {x^y,  z)  en  série 
ordonnée  suivant  les  puissances  décroissantes  de  x.  Pour 
cela , dans  l’équation 

P {x,  y,  t)  = xP  tf{ii,  i<)  -4-  xP-‘  tf,  (il,  e)  -t-  . . . 
nous  poserons 

a'  »' 

Il  = tt-t h - > 

X X 

, 6'  »' 

V = 6 H 1 5 

X X 


e'  et  z' désignant  toujours  des  quantités  qui  s’évanouissent 
avec  -5  a.'  et  6'  des  quantités  déterminées  par  les  équa- 
tions 


,d/ 


Pif  X 


La  valeur  de  P {.r,  y,  z)  pourra  alors  s’écrire  de  la  ma- 
nière suivante  : 

r.  =)  = 

H-  XI--'  j^cr'  + e'  ^ H-  y,  («,  6)J  -H  X/--'  K, 
en  désignant  par  F une  quantité  qui  s’annule  avec  on 
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aura  donc 


xr 


P(-r,  r..  î.)  =.r'’?{a,,  S,) 


P {j:,  ymm,  *-.)  = xf  ^ (a„,  e„) 

+ ^ Je!;  + ».(>-.'-)]+  -e-  E-. 

Dans  ces  équations  nous  avons  mis,  pour  abréger,  ^ ectc., 


à la  place  de  — > etc.  -,  a',,  a',,  etc.,  désignent  les 

valeurs  de  a'  qui  correspondent  aux  valeurs  , a,,  etc., 
de  a-,  enfin,  E, , E|,  etc.,  sont  des  quantités  infiniment 

petites  avec  En  multipliant  toutes  ces  équations,  on 

aura  la  valeur  suivante  de  V : 


V = i"*r  Ÿ(a,,  S,)  Ÿ (a,,  6,)  . . . ÿ(“  Mflf  ®BU|) 

rfe 


+ x-*r—  ç(ar,  G.). . •?(«..,  G-.)2 


t(“.  G) 


où  H désigne  une  quantité  qui  s’annule  avec  ->  et  où  le 

signe  2 s’étend  à toutes  les  solutions  communes  (a,  o), 
des  deux  équations 

/(a,  6)  = O,  F (a,  6)  = O. 

I.e  second  terme  de  V i-st  donc 


jr’-F  ' f(a,,  G,)...i|>{«„,  G„)2 


_ + 6 
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et  si  l'on  (icsigne  par  somme  des  rAcines  de  ré(|ua- 

lion  finale  \ = o,  on  aura 


2 


X 


-2 


rfa  dt 
? 


En  remplaçani,  dans  cette  formule,  a'  et  6'  par  leurs 
valeurs  écrites  plus  haut,  et  faisant,  pour  abréger, 


A(^,e)  = -i- 


dV  d <f 

Tl  Th 


'il  '(f 

a 6 


B(«,6)  = 


d ^ 

Tl 


df  d/  d y 
dt  dade' 


C(a,  6)  = 


ÿ 'üL —'il. 'if 

d a d^  du.  d^ 


on  aura  cette  expression 


? (*> 


2 


/(a,g)A(a.e)  + F.(a,6)B(g,e) 
Ÿ(a,e)c(«,s) 


où  les  sommes  du  second  membre  sont  relatives  à tous  les 
roupies  de  solutions  communes  aux  deux  équations 

/(a,6)  = o,  F(a,e)  = o. 

Le  calcul  des  deux  premiers  termes  de  l'équation 
liliale,  qui  résulterait  de  réliminalion  de  p — i incon- 
nues entre  p équations,  n’olfrira  pas  plus  de  difficulté, 
quel  que  soit  p,  que  dans  les  deux  cas  particuliers  que 
nous  avons  développés-,  la  marche  à suivre  est  toujours  la 
même,  et  l’on  peut  considérer  comme  générale  la  nou- 
velle démonstration  que  nous  avons  donnée  du  théorème 
de  Bezoui  pour  le  cas  de  deux  ou  trois  équations. 


Déinonstralion  d'une  formule  de  M.  Jacobi. 

Pf)ur  obtenir  l'écpiation  linale  \ = n,  nous  avons  porté 
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dans  la  troisiÈrae  des  équations  doniuH's  les  valeurs  de  y 
et  Z,  tirées  des  deux  premières;  mais  on  aurait  pu  opé- 
rer de  deux  autres  manières  diHéreiitcs  : on  aurait  pu,  par 
exemple,  jmrter  dans  la  première,  les  valeurs  do  et  z, 
tirées  des  deux  dernières,  et  l’on  aurait  obtenu  une  ex- 
pression difTérente  de^  X,  qui  se  déduirait  évidemment 

de  celle  déjà  trouvée,  en  changeant  l'iine  en  l’autrey et  ip, 
fx  et  ip, , etc.  On  aura  donc 

V J-  — _ V . 

/(y.  ^1  A(y.  «')  ’ 

mais  ici  les  sommes  qui  figurent  dans  le  second  membre 
sont  relatives  aux  solutions  communes  des  équations 

ffy.  ^)  = «.  ?(7>«)  = '’- 

Kgalons  les  deux  valeurs  trouvées  {lour^x,  et  suppo- 
sons que  les  polynômes  F,  et  J\  soient  identiquement  nuis; 
on  aura 

■y  ?i(a.  g)  _ ?i(y.  C(7i 

^ f{y,3)  A{-/,S)' 


en  se  rappelant  que  le  signe  ^ s’étend,  dans  le  premier 

membre,  aux  solutions  communes  de  J {a,  ë)  — o , 
F (a,  (5)  = O,  et,  dans  le  second  membre,  aux  solutions 
communes  de  F (y,  â)  — o,  ç (y,  â)  ~ o.  On  peut,  dans 
cette  formule , considérer  les  polynômes  f,  F et  ip  comme 
absolument  arbitraires;  et,  quant  au  polynôme  p,,  il 
n’est  assujetti,  par  notre  analyse,  qu’à  la  seule  condition 
d’être  de  degré  inférieur  à p.  Supposons 

T (“.  S)  = C (a,  6); 

la  somme  du  second  membre  de  l’équation  précédente 
sera  alors  relative  aux  solutions  communes  des  deux 
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*■'(7.  = O»  C(7,  i)  = O, 

et,  par  eonséqueiil,  chacun  de  ses  termes  sera  identique- 
ment nul.  On  aura  donc 


?■  (»i  S). 

I C (st,  6) 


<p.  («,  6) 


I ^ ^ 


r/  a r/  ^ 


le  signe  ^ s’étendant  aux  solutions  communes  des  deux 
équations 

/(«,g)=o,  F (a,  6)=  O. 


Cette  formule  curieuse,  où  désigne  un  polynôme  quel- 
conque de  degré  inférieur  à celui  de  ^ ^ est 

* naapaaap 

l'extension  de  celle  que  nous  avons  démontrée  dans  la 
cinquième  leçon,  et  à laquelle  nous  avons  été  de  nou- 
veau conduit  dans  la  leçon  précédente.  Elle  a été  dé- 
montrée pour  la  première  fois  par  M.  Jacohi , et  M.  Liou. 
ville  l’a  trouvée,  ainsi  que  nous  venons  de  le  faire  voir, 
comme  une  conséquence  naturelle  de  scs  recherches  sur 
l’élimination. 


Extension  du  théorème  de  géométrie  démontré  dans  la 
leçon  précédente. 

M.  Liouville  a donné  dans  son  Mémoire  la  démonstra- 
tion du  théorème  suivant,  qui  est  l’extension  de  celui  que 
nous  avons  établi  dans  la  dernière  leçon  ; 

Théorème.  — Si  P on  mène  à une  surface  algébrique 
la  série  des  plans  tangents  parallèles  à lieux  directions 
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fixes,  le  centre  des  moyennes  distances  des  points  de 
contact  sera  indépendant  de  ces  deux  directions . 

Si 

M r.  2^)  = ° 

est  l’équation  d’uiie  surface  algébrique,  les  coordonnées 
des  points  de  contact  de  cette  surface  avec  les  plans  tan- 
gents |>arallèlcs  au  plan  qui  a pour  é({uations 


I = ax  -f-  br. 


seront  données  par  les  trois  équations 
M = O, 


f/M  f/M 


= O, 


f/M  , </  .M 


11  suHit,  pour  établir  le  tliéorèine  qui  vient  d’être  énoncé, 
de  calculer  la  somme  des  racines  de  l’équation  finale  qui 
résulte  de  l’élimination  de  deux  inconnues  entre  les  trois 
équations  précédentes.  En  suivant  la  marche  que  nous 
avons  tracée,  on  trouvera  que  celle  somme  est  indéjien- 
danlede  a cl  de  b.  Ce  calcul  ne  présentant  aucune  diffi- 
culté, nous  nous  dispenserons  de  le  présenter  ici,  et 
nous  renverrons,  pour  plus  de  détails,  au  IMémoire  de 
M.  Liouville.  On  y trouvera,  du  reste,  un  grand  nombre 
lie  conséquences  curieuses  que  nous  ne  pourrions  déve- 
lopper sans  sortir  de  limites  que  nous  nous  sommes 
imposées. 
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« 

Th«‘ort*mc  sur  le  nombre  de  valeurs  que  peut  prendre  une  fonction  quand 
on  y permute  les  lettres  quVlIc  renferme.  — Des  fonctions  semblables. 
— Propriétés  des  fonctions  semblables  des  racines  d'une  équation.  — 
Examen  des  cas  particuliers  qui  font  exception.  — Méthode  pour  calculer 
une  fonction  des  racines  d'une  équation,  quand  on  connaît  une  autre 
fonction  quelconque  des  racines. 


Parmi  les  travaux  publiés  depuis  un  siècle  sur  la  théorie 
algébrûjuc  des  é<|ualions  , l'iiu  des  plus  importants  est , 
sans  contredit,  le  célèbre  Mémoire  de  Lagrange,  (jue  nous 
avons  déjà  eu  l’occasion  de  citer,  et  qui  fait  partie  des 
Mémoires  de  V Académie  de  Berlin  pour  1770  et  1771. 
On  rencontre,  entre  autres  résultats  remarquables,  dans 
ce  grand  travail , le  beau  théorème  que  voici  : 

Dès  quon  aura  trouvé,  par  un  moyen  quelconque , 
la  valeur  d une  fonction  rationnelle  des  racines  d'une 
équation,  on  pourra,  en  général,  trouver  la  valeur  d' une 
autre  Jonction  rationnelle  quelconque  des  memes  racines, 
et  cela  parle  moyen  d’une  équation  simplement  linéaire. 
Quelques  cas  particuliers  exigeront  la  résolution  d'une 
équation  du  deuxieme , du  troisième,  etc.,  degré. 

La  démonstration  de  ce  théorème  et  le  développement 
de  ses  conséquences  feront  le  sujet  de  cette  leçon;  mais, 
|x>ur  ne  pas  interrompre  notre  exposition  , nous  commen- 
cerons ]>ar  établir  une  proposition  iinjwriante , dont  nous 
aurons  l)esoin. 
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14.'» 


Théorcme  sur  le  nombre  île  vnirurs  que  peut  prendre 
une  fonction  quand  on  •>  permute  les  lettres  quelle 
renferme. 

Soit 

V = F(fl,  b,  r,...,  *,  /) 

une  fonction  de  m lettres  a , h , c , , k , I. 

Désignons , pour  abréger, 

A| , Aj,  A],  • • • , A„ 


les  M = permutations  dont  ces  lettres  sont  sus- 

ceptibles , et  représentons  par  la  notation 


l’opération  qui  consiste  à remplacer  les  lettres  de  la  per- 
mutation A g,  par  celles  de  même  rang  dans  la  permuta- 
tion A J ; cette  opération  se  nomme  une  substitution. 

On  obtiendra  toutes  les  valeurs  que  la  fonction  V peut 
prendre  par  les  permutations  des  lettres  a,  b,  c,  etc., 
en  lui  appliquant  les  M substitutions 


/A,\  /A,\  /A,\  /A,\ 

\k,)'  VaJ’  U./’’"’  l,A,j’ 


dont  la  première  est  une  substitution  identique j il  en 
résultera  , pour  la  fonction  V,  M valeurs  que  nous  dési- 
gnerons par 

V.,  V......  V.. 


Ou  voit  que  le  nombre  des  valeurs  distinctes  de  V est  au 
plus  égal  à M : mais  il  peut  être  moindre;  cela  arrivera, 
par  exemple,  si  la  fonction  V est  symétrique  par  rapjmrt 
à quelques-unes  des  m lettres  a,  A,  etc. 

Il  j>eut  arriver  aussi  qu’une  fonction  qui  n’est  symé- 

10 
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trique  par  rapport  à aucunes  lettres,  ne  puisse  pas  cepen- 
«iaiit  acquérir  M valeurs  ilistinctes.  Nous  citerons  pour 
exemple  la  fonction 

(a  — A)  (n  — c)  (b  — c), 

qui  ne  peut  acquérir  que  deux  valeurs,  bien  qu’elle  ne  soit 
pas  symétrique  par  rapport  à denx  des  trois  lettres  qu'elle 
renferme. 

Quand  nous  disons  qu'une  substitution  change  ou  ne 
change  pas  la  valeur  d'une  fonction  , il  est  bien  entendu 
que  nous  faisons  abstraction  des  valeurs  numériques  qu’on 
peut,  ultérieurement,  attribuer  aux  lettres,  et  que  nous 
ne  voulons  parler  que  de  la  valeur  algébrique  de  la  fonc- 
tion. Ainsi  la  fonction 

(I  -t-  2 A -t-  3 c 

est  changée  par  la  substitution  quoique  la 

nouvelle  valeur  qu'elle  prend,  savoir, 

A -t-  2 c -I-  3 O , 

pui.sse  être  égale  h la  première,  si  l’on  attribue  des  va- 
leurs convenables  aux  lettres  a , b c. 

Théorèuce.  — Le  nombre  ries  valeurs  distinctes  que 
peut  prendre  une  fonction  de  m lettres , quand  on  y- 
pcrinute  les  lettres  quelle  renferme,  est  toujours  un 
diviseur  du  produit  i . 2 . 3 . . . w . 

Supposons  cpip  les  valeurs  de  la  fonction  V, 

(i)  V,,  V,,...,  V,, 

formées  comme  il  vient  d’ètre  dit,  ne  soient  pas  toutes 
distinctes,  et  que  le  nombre  de  celles  qui  sont  égales  à 
V„,  par  exemple,  soit  n;  que  l’on  ait,  par  conséquent, 
ces  n valeurs  égales 

= = v^=...=  v,. 
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qui  correspoiuleni  respectivement  aux  permutations 

ou , en  d’autres  termes , qui  se  déduisent  de  V,  par  les  sub- 
stitutions 


(î;)’  (Â:,) (t)- 


Soient  V*’  l’une  des  fonctions  (i)  qui  ne  sont  pas  égales  à 
, A^i  la  permutation  correspondante , en  sorte  que  V, , 


se  déduise  de  V,  par  la  substitution 
les  n permutations 


et  considérons 


(4)  A^,, 

formées  de  telle  sorte  que  Ag, , A'/’,  etc. , se  déduisent  de 
A«',  de  la  même  manière  que  Ag,  A^,  etc.,  se  déduisent 
de  A„,  c’est-à-dire  en  exécutant  les  mêmes  cbangements 
entre  les  lettres  qui  occupent  les  mêmes  places.  Par 
exemple,  si  Ag  se  déduit  de  en  remplaçant  dans  A^  les 
lettres  qui  occupent  les  rangs  i , a , 3 , 4 ; respectivement 
parcelles  qui  occupent  les  rangs  a , 4,  i,  3,  de  même  aussi 
Ag,  devra  être  formée  en  remplaçant  les  lettres  qui  occu- 
pent dans  A^,  les  rangs  i,  a,  3,  4i  respectivement  par 
celles  qui  occupent  les  rangs  a,  4,  3. 

Soient  aussi 


(5)  V„„  Vg„  V^, 

les  valeurs  de  V en  nombre  égal  à //,  et  qui  correspondent 
aux  permutations  (4)  j c’est-à-dire  qu’on  déduit  de  \',  par 
les  substitutions 


lO. 
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Je  dis  qne  les  égalités  (2)  ciUraîncronl  nécessairement  les 


suivantes  ; 


En  clFet,  et  Vg  se  déduisant  de  V,  par  les  substitutions 


, il  est  évident  (jne  Vg  se  déduira  de  par 


la  substitution  pareillement,  Vg,  se  déduira  de 

V,- en  appliquant  à cette  dernière  la  substitution 


Or,  par  hypothèse,  la  stÿ)stitution  (^g  ) produit 
changement  sur  , donc  la  substitution  ] ne  pro- 
duira aucun  changement  surV^-,  carV'^^i,  A^. , Aj«  ne 
sont  autre  chose  que  , A„ , A g où  l’on  a changé  la  no- 
tation d’une  certaine  manière.  On  a donc  V^,=  Vg,,  et 
l’on  voit  que,  pour  la  même  raison  , les  fonctions  (5)  se- 
ront toutes  égales  entre  elles.  D’ailleurs  les  n fonctions  (5) 
correspondent  respectivement  aux  permutations  (4)j  qui 
sont  évidemment  distinctes  et  dilTérentes  des  {lermuta- 
lions  (3);  donc  elles  se  trouveront  parmi  les  M fonc- 
tions (1),  et  l’on  aura,  par  suite, 

M = 2/i  on  M>2«. 

Si  M > 2M  et  que  V^.  désigne  rune  des  valeurs  de  V dis- 
tinctes de  et  de  V^,,  on  fera  voir,  comme  précédem- 
ment, que  la  série  (i)  contient  n nouveaux  termes 


V..,  Vg.,  v.^. 


tous  égaux  entre  eux  : on  aura,  par  conséquent, 

M = 3 n on  M ^ 3 « ; 

et,  en  potirsuivant  ce  raisonnement,  011  voit  que  les  31 
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fonctions  de  la  stirie  (i)  se  partageront  nécessairemeul  eu 
un  certain  nombre  u de  groupes  compiosés  chacun  de  /« 
fonctions  égales  entre  elles  : on  aura  doue 

ii  = fin  , dou  ft  = — ; 

le  nombre  fx  des  valeurs  distinctes  de  V est  doue  un  divi- 
seur du  produit  I\l=:  i .a.3.  . .ni,  comme  nous  l'avions 
annoncé. 

Ce  théorème  a été  démontré , pour  la  première  fois,  par 
Lagrange,  dans  le  Mémoire  cité  plus  haut.  Nous  avons 
suivi,  dans  la  démonstration  précédente,  la  marche  indi- 
quée par  M.  Cauchy  dans  stm  Mémoire  sur  le  nombre  des 
valeurs  que  peut  prendre  une  fonction  quand  on  y per- 
mute les  lettres  qu  elle  retifermcy  Mémoire  (jui  fait  partie 
du  tome  X du  Journal  de  l'École  Polytechnique. 

Des  fonctions  semblables. 

Deux  fonctions  de  in  cpiantités  sont  dites  semblables 
lorsque  les  substitutions  (|ui  changent  la  valeur  de  l'une 
« hangent  aussi  la  valeur  de  l’autre,  ou,  ce  qui  revient  au 
même,  lorsque  les  substitutions  qui  laissent  l’une  d’elles 
invariable  ne  produisent  non  plus  aucun  changement  sur 
l’autre. 

Ainsi , deux  fonctions  symétriques  des  m racines  d’une 
équation  sont  deux  fonctions  semblables  qui  ne  peuvent 
prendre  chacune  cpi’une  seule  valeur;  et,  plus  générale- 
ment , si 

^1  > I • • > 

désignent  les  rn  racines  d’une  équation  de  degré  m , deux 
fonctions  symétriques  de  n d’entre  elles, 

par  exemple,  seront  aussi  deux  fonctions  semblables  des 
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m racines , et  cliacuue  d’elles  pourra  acquérir  un  nombre 
de  valeurs  égal  au  nombre  des  combinaisons  de  m lettres 
n k n,  c’est-à-tlire  égal  à 

m{m  — I ) . . . ( /«  — n -I-  i ) 

I .2.  . ./> 

Nous  ne  considérons  ici  que  des  fonctions  rationnelles. 

Propriété  des  fonctions  semblables  des  racines  d'une 
équation. 

Deux  fonctions  semblables  des  racines  d’une  équation 
sont  exprimables  rationnellement  l’une  par  l’autre,  en 
sorte  que  si  l’on  connaît  la  valeur  d’une  fonction  quelcon- 
que des  racines,  on  pourra  déterminer  la  valeur  de  toutes 
les  lonctions  semblables. 

Il  y a pourtant  quelques  tas  d’exception  que  nous  exar 
minerons  en  détail. 

Soient , en  ell'et , 

•^1  ï -^3  ) • • • ) 

les  m racines  de  l’étjuation 

(l)  JT' p,XT-'  + Pm=  O, 

et 

V — ) , 

y — y » * ' * » » 

deux  fonctions  rationnelles  et  semblables  de  ces  racines 
<lont  la  première  est  supposée  avoir  une  valeur  connue. 

Appliquons  simultanément,  aux  fonctions  F et y,  toutes 
les  i.a.3...m  substitutions  possibles;  il  en  résultera 
pour  V un  certain  nombre  p de  valeurs  distinctes , que  je 
représente  par 

V,,  V,,...,  vv. 
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Cl  |>our  la  roiK'lioii  semblable  ) , les  /j.  valeurs  ( i>i'ies(H>ii- 
dantes 

(3) 

Ou  peut  iormer,  par  la  méthode  indiquée  dans  la  U'oi- 
siènie  leçon , l'équation  qui  a {X)ur  racines  les  u valeurs 
de  V : soit 

(4)  v“-(-  p.v“-+  p,v'-’  + P;„_,  V-(-  P^=  O, 

ou 

'KV)  = o, 

celte  é({ua(iun  , dont  les  coeflîcienls  soûl  exprimables  ra- 
lionnelleineiil  par  ceux  de  l’équation  proposée.  On  pour- 
rait former,  de  la  même  manière,  l’équation  qui  a {vour 
racines  les  fi  valeurs  de  mais  cette  équation  ne  nous 
sera  pas  nécessaire. 

Considérons  maiuleiiaiit  la  fonetion 

V"r, 

OÙ  //  est  un  nombre  entier  quelconque;  les  valeurs  que 
peut  prendre  celte  fonction  par  les  diverses  substituiious 
seront  évidemment 

v,v,,  V.’v,,  v.V,,...,  v;r^, 

puisque,  généralement,  toute  substitution  qui  change  V 
en  Vp  change  aussi  j en  jp , et  il  suit  de  là  (troisième 
leçon)  que  la  quantité 

v,V.  + v,V.  + -h . . . -t- v; 

sera  une  fonction  symétrique  des  m racines  x,,  x,,...,  j-,„, 
et  (|u’ellc  pourra,  par  conséquent , s’exprimer  ralioii- 
nellemenl  en  fonction  des  coeihcienls  />,,  />,,  etc., 'de  l’c- 


' X 
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quation  (i),  quel  que  soit  l’entier  n.  Donnons  à n les  va- 
leurs successives  o,  i , a , . . . , (fx  — i),  et  posons 

V?/,  + v;  7, -+- vîjr. -H. . . v;„  = r„ 

vr-  r.  + vr  ' + vr'  r,+...-h  v;-'  . 

Les  seconds  membres  lo,  t| , etc.,  de  ces  équations  sont 
tous  exprimables  rationnellement  en  fonction  des  coefG- 
cients  de  l’équation  proposée  et  des  quantités  connues 
qui  entrent  dans  F et  f \ on  peut  donc  les  considérer 
comme  connus,  et  si  l'ou  résout  les  fj.  équations  (5)  par 
rapport  à y, , , . . . , , chacune  de  ces  valeurs  de  y se 

trouvera  exprimée,  comme  on  va  voir,  en  fonction  ra- 
tionnelle de  la  valeur  correspondante  de  V. 

Ajoutons  les  équations  (5),  après  les  avoir  multipliées 
respectivement  par  les  facteurs 

*•,  ^1»  *,  — s » * , 

et  faisons  , pour  abréger, 

^6)  v(V)  = -+-  À., 

on  aura 

I +r,®  (V,) -H. . . (Va  ) 

et  si  l’on  veut  la  valeur  de  jp  par  exemple,  il  sufGra  de 
déterminer  les  facteurs  Ao,  t etc.,  de  manière  que  l’on 
ait 

(B)  t(V.)  = o,  v(V0  = o,.,.,  ?(V^)  = o, 
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excepté  y (Vp)  = o;  alors  l’équation  (7)  donnera 


(9) 


f#^#  -f“  ti  il  “H  . . . ”t~  t U— J i/ji— a "t*  t,a- 

ïïv;) 


i53 


et  il  ne  reste  plus  qu'à  trouver  les  valeurs  de  , etc.; 
ce  que  l’on  peut  faire  très-aisément  de  la  manière  sui- 
vante. 

Les  équations  (8)  qui  déterminent  ces  facteurs  expri- 
ment que  l’équation 

?(V)  = o 

a pour  racines  V, , V, , . . . , , excepté  \p  ; mais  l’équa- 

tion (4) 

^,(V)  = o 

a ces  mêmes  racines,  y compris  \p  ; et  comme  d’ailleurs 
les  plus  hautes  puissances  de  V dans  (p  (V)  et  dans  (V  ) 
ont  pour  coefficient  l’unité,  on  aura  identiquement 


ou , en  développant  le  quotient  de  ( V ) par  V — V , , 


r (V)  = v“-'  -h  P. 


P, 

P,  \p 


.-h  Pu_, 

-+■  Pju-I 


Eu  identifiant  cette  valeur  de  f (V)  avec  celle  donnée  par 
l’équation  (6),  on  obtient  les  valeurs  suivantes  des  fac- 
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i u_3  = Pi  + Vp  , 

X U— J = Pi  Pi  Vp  Vp, 

Xu...  = P,  + Pi  Vp  + P,  v;  -+-  V* , 


X. . . . = Pp_i  + Pp-i  Vp  + . . . -4-  Pi  + Vp''-'. 

Ces  facteurs  étant  tous  exprimés  en  fonction  de  Vp  et  des 
quantités  connues,  il  en  sera  de  même  de  jTp  . On  peut 
donner  à l’expression  dejp  une  forme  très-simple. 

En  faisant , pour  abréger  l’écriture , 

Tu_i  = <p._i  ■+■  Pi  tp_i  -t-  Pifp—j  -+-... -H  Pp_i ti  -f-  Pp-i  , 
Tp_,  = fy»_,  P|  fp—l  -H  Pi  tp— I Pp-l  f§ , 

Tu— 1 — tp— ) -H  Pi  tp— 1 ■+■ P/*— 1 ^i>> 


T,  = t, -+-  Pif.i 
r*  — r, , 

le  numérateur  de  la  valeur  de  y p , donnée  par  l’équa- 
tion (9),  sera 

T.  Vp'*-  + T,  Vp'‘-’-h . . . -t-  Tp_,  Vp  + Tp_,  ; 

et  quant  au  dénominateur,  il  est  égal  à !}>{^p)i  c’est-à- 
dire  à la  valeur  que  prend  la  fraction  Vp  : 

cette  valeur  est  ( Vp  ),  ip'  désignant  la  dérivée  de  p.  Or, 

•Ç  (V)  = fx  V'"'  -t-  (p  - 1)  P,  V"“~’  -f- . . . -i-  Pp-1  ; 
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OU  aura  donc  la  valeur  suivante  de  r ; 

. J P 


T. Vf  ‘ H-  T,  V;  ■ + . . . + T V + P^„_, 


" ■+...+2P^_^Vp+p^_, 

ou , en  désignant  simplement  par  V l’une  quelconque 
des  valeurs  V, , V,,  etc.,  par  r la  valeur  correspondante 
de  J, 

^ “ kV'*" -H {(*  - 1 ) P.  V''-' H- . . . + 2 P^_,  V+P^,  ’ 
valeur  que  nous  représenterons  aussi , pour  abréger,  par 

r(V)‘ 


Examen  des  cas  pariicidicrs  qui  font  exception. 


D’après  ce  qui  précède,  les  valeurs  de  , X» , • ■ • , s’ex- 
primeront rationnellement  en  fonction  de  V,,  V,,..., 
respectivement  par  les  formules 


(.3) 


HfV.) 

f (V)  ’ 


__«(VQ 


Mais  quelques-unes  de  ces  équations  seront  illusoires  si 
l’équation 

'HV)=o 

a des  racines  ^ales;  elles  le  seront  même  toutes  si  la 
précédente  équation  en  V n’a  que  des  racines  multiples. 
Toutefois,  si  \ p est  une  racine  simple  de  l'équation  en  V, 
la  valeur  correspondante sera,  dans  tous  les  cas,  don-r 
née  par  la  formule 

_H(Vp) 

^0  f(Vp)’ 
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Les  cas  d’exception  que  nous  venons  de  signaler  |>euvcnt 
évidcniinent  se  présenter  ; car,  bien  que  les  fonctions 


soient  distinctes,  quant  à la  forme  algébrique , si  les  quan- 
tités x,,  Xi,  etc.,  dont  elles  dépendent , ont  des  valeurs 
déterminées,  quelques-unes  de  ces  fonctions  peuvent  être 
numériquement  égales.  Alors  les  éfjuations  (5)  sont  insuf- 
fisantes pour  déterminer  , y,,  etc. 

Supposons  , par  exemple,  que  V|=V,,  mais  que  toutes 
les  autres  valeurs  de  V soient  différentes  et  distinctes  de  Vi  : 
les  inconnues  et  >'i  n’entreront  dans  les  équations  (5) 
que  combinées  entre  elles  par  voie  d’addition,  et  ces  équa- 
tions (5)  ne  pourront  déterminer  que 

(ri  ri.  r*, • • •.  r^, 

qui  sont  au  nombre  de  u.  — i ; l’une  des  équations  (5)  de- 
viendra inutile,  et,  en  se  bornant  aux  — i premières, 
on  aura 

(/•  +r>)  +r<  + • • • + r,„  = 

''i  (ri  -t-r>)  + v,ri  + • • - -f- v,,r^=  'i. 

vî  (ri  -I-  r>)  + '^jr>  + • • = f,, 

vr  (r.-+-r.)-+-vr  + + \ r^  = Vi- 

En  opérant  sur  ces  équations,  comme  nous  l’avons  fait  sur 
les  équations  (5),  on  déterminera  les  inconnues 

ri  +r>.  ri>  .♦>> 

qui  se  trouveront  exprimées  resjtectivemunt  en  fonction 
rationnelle  de 

V,  on  V,,  Vj, . . . , V^. 
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Et  généralement  si  l'équation 

'Hv)  = o 

a * racines  égales  à V, , 6 racines  égales  à V,,  etc.,  les 
équations  (5),  dont  quelques-unes  deviendront  alors  inu- 
tiles, ne  pourront  faire  eonnaltre  que  la  somme  des  a va- 
leurs de  jr,  qui  correspondent  aux  x valeurs  de  V égales 
à V, , en  fonction  rationnelle  de  V,  ; celle  des  S valeurs 
de  y,  qui  corresjKindenl  aux  6 valeurs  de  V égales  .à  V,, 
en  fonction  rationnelle  de  V,,  et  ainsi  de  suite.  Voici 
comment  on  pourra,  dans  ce  cas,  déterminer  les  valeurs 
de  J. 

Supposons  qu’on  ait  ces  a valeurs  de  \ égales  entre 
elles, 

V.=V,  = . , = 

on  pourra  calculer,  en  fonction  de  V, , la  somme 

r.  -hj'7-t- — t-r*. 

On  pourra  aussi  calculer,  de  la  même  manière,  la  somme 
des  carrés  de  ces  quantités,  la  somme  de  leurs  culves,  etc., 
et  enfin  la  somme  de  leurs  puissances  a;  on  pourra  donc 
former  ( troisième  leçon)  l'équation  de  degré  a , quj  a pour 
racines  les  quantités j'i , y,, ...  Ainsi,  quand  l’équa- 
tion en  V a des  racines  égales  , la  détermination  de  la 
fonction  y,  semblable  à V,  peut  dépendre  d’une  «*quation 
du  second,  ou  du  troisième,  ou  etc.,  degré. 

On  peut  former,  sans  faire  de  nouveaux  calculs,  la 
somme  des  valeurs  de  jr  qui  correspondent  aux  valeurs 
égales  de  V,  et  la  défluire  des  équations  (i.'l).  Supposons, 
par  exemple,  que  V,  = V,,  mais  que  les  autres  valeurs 
Vj , V, , etc.,  soient  différentes  de  V , ; augmentons  les  coel- 
ficients  del’équation  projiosée  (i)  de  quantités  infiniment 
petites,  de  manière  que  V,  ne  soit  plus  égal  à V,,  et  po- 
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sons  V,  = V,  -I-  /i,  h étant  un  infîniment  petit  : on  aura 
0(V.)  _B(V, +A) 

Soit 

■KV}  = (v-v.)(v-v,-/i).^,(v); 

on  aura,  en  diflërentiant , 

■K(v)  = (v-v.)(v-v.-/i)^',(v)+[2(v-v,)-/,^4-,(v), 

et , par  suite, 

f ( v,i)  = - /,  ^.  ( V.  ),  -y  ( V,  H-  ( V,  + /,) , 

ou,  en  négligeant  les  puissanees  de  h supérieures  à la 
première  dans  t|)'  (V,  -f-  A) , 

y(v,-f-/«)  = A4,,{v,). 

D’après  cela,  les  valeurs  dej^,  et_/,  seront 

e(V,)  e(V,-t-/i) 

7i-i,(V,)’  A,|.,(v,)  ’ 

donc 

e(V.  + A)-e(V,) 

Ay(V.J 

Cette  équation  est  inexacte,  puisque  nous  avons  négligé 
les  puissances  de  h supérieures  à la  première-,  mais  elle 
sera  exacte  à la  limite,  pour  A = o,  c’est-à-dire  quand 
on  égalera  à zéro  les  quantités  ajoutées  aux  coefficients  de 
rét|uatiou  proposée.  Or,  pour  A = o,  on  a 

et 

■j,,(V,)  =r  pour  V = V., 
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■Mv,)  = qîl'. 


ir>Q 


on  uura  donc , enfin , 

/,  -+-.ri_«'(V) 

2 ~r(v,)’ 

cl  l’on  ferait  voir  assez  aisément  que  si  l’on  a,  en  général, 
V,  = V,  = . . . = , 


on  aura  en  même  temps 

(i4)  + 

* r (V.)  ' 

eu  sorte  qu'on  obtiendra  la  moyenne  arithmétique  des 
valeurs  de  y qui  correspondent  aux  valeurs  de  V égales 
à V, , en  prenant  la  valeur  illusoire  de  jt , donnée  par  les 
équations  (i3),  et  substituant  au  numérateur  et  au  dé- 
nominateur de  cette  valeur  de  y, , leurs  dérivées  d’ordre 
a — I par  rapport  à V,.  La  démonstration  de  l’équa- 
tion (i4)  n’oflre  aucune  difficulté;  mais  comme  cette 
formule  est  seulement  curieuse  et  ne  nous  sera  d’aucune 
utilité,  nous  nous  bornerons  aux  développements  qui 
précèdent. 


Méthode  pour  calculer  une  fonction  des  racines  d'une 
équation,  quand  on  connaît  une  nuire  fonction 
quelconque  des  racines. 

La  théorie  qui  vient  d’être  exposée  peut  être  aisément 
étendue  au  cas  où  la  fonction  inconnue  y n’est  pas  sem- 
blable à la  fonction  donnée  V. 

ÎVous  désignerons  toujours  par  x, , .r, ,r„,  les  ni 
racines  de  l’équation  proposée,  et  par  M le  produit 
1.2.3. ,.m.  Si  l'on  applique  simultanément  aux  deux 
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fonctions  V et  y les  M substitutions  que  l’on  peut  faire, 
il  en  résultera  pour  V,  M valeurs , 

V.,  V„  V,,...,  V,, 

et  pour  Yi  M valeurs  correspondantes 

ri. 

le  nombre  des  valeurs  distinctes  de  V ou  dej^,  s’il  n’est 
pas  égal  à M,  sera  un  diviseur  de  M,‘  ainsi  que  nous 
l’avons  démontré  au  commencement  de  cette  leçon.  Il 
convient  de  distinguer  deux  cas  ; 

i“.  Supposons  d'abord  que  les  M valeurs  de  V soient 
distinctes,  algébriquement  parlant,  ce  qui  n'empèchera 
pas  que  quelques-unes  de  ces  valeurs  ne  puissent  être 
numériquement  égales,  et  ne  faisons  d'ailleurs  aucune 
hypothèse  sur  le  nombre  des  valeurs  distinctes  de  y. 
Dans  ce  cas,  la  méthode  précédemment  exposée  s’appli- 
quera , sans  modification , à la  détermination  de  chaque 
valeur  de  y en  fonction  de  la  valeur  correspondante  de  V. 
On  aura  toujours,  en  conservant  nos  mêmes  notations, 

^ T.  V^-'  -I-  T,  V^-’  -H  . . . -t-  T^_,V  -4-  T^_,  e(V). 

seulement , on  aura  ici  = M , et  en  donnant  à V succes- 
sivement scs  M valeurs,  l’éqnation  précédente  fera  con- 
naître toutes  les  valeurs  de  y chacune  répétées  le  même 
nombre  de  fois  , et  exprimées  chacune  par  la  valeur  de  V 
correspondante.  Si  l'équation  (j/ (V  ) = o a des  racines 
égales,  on  opérera  comme  si  V et  étaient  des  fonctions 
semblables. 

2°.  Supposons  que  le  nombre  des  valeurs  distinctes  de  V 
.soit  moindre  que  M : désignons-lc  par  u,  et  posons 

M = n (i  ; 
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^1  > ^>1  • • I , 

se  partageront  alors  en  [i  groupes  ronteiiant  chacun  n 
valeurs  égales.  Soient 

V.,  V,,..:....,  V.. 

» V»4.,, V,,, 

I )<M-I  » Vjn,, 

ces  P groupes,  et  désignons  toujours  par  jp  la  valeur  de  y 
correspondante  n Vp. 

Pour  ramener  ce  cas  à celui  des  fonctions  semblables  , 
désignons  par  z une  fonction  symétrique  et  rationnelle 
quelconque  des  quantités 

il  est  évident  que  V et  z seront  des  fonctions  semblables  ; 
on  pourra  donc  exprimer  z en  fonction  rationnelle  de  V. 
Quand  on  aura  ainsi  calcule  n fonctions  symétriques 
des  quantités_y,,  J,,...,  J,,  on  pourra  former  l’équation 
du  degré  rt , qui  a pour  racines  ces  n valeurs  de  y. 

On  voit,  par  ce  qui  précède,  qu’on  pourra  toujours 
déterminer  les  racines  a:,,  a-,,...,  d’une  .'-quation 
donnée,  si  l'on  connaît  la  valeur  d’une  fonction  V de  ces 
racines^  pourvu  que  les  i.a.a...w  valeurs  que  prend 
cette  fonction,  quand  on  y permute  les  racines,  soient 
dillérentes,  non- seulement  sons  le  rapport  de  la  forme 
algébrique,  mais  encore  au  point  de  vue  numérique. 

En  ellét , on  peut  supposer  que  la  fonction  inconnue  y se 
réduise  à l’une  <|uelcoiii|uedes  racines,  à x,  par  exemple; 
alors  on  pourra  exprimer  .r,  en  fonction  rationnelle 
de  \ et  des  coefficients  de  l’équation  proposée  : si  ensuite 
on  suppose  que  y se  réduise  à une  autre  racine  ar, , on 
pourra  de  même  exprimer  x,  en  fonction  rationnelle 

I I 
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de  V,  et  ainsi  de  suite.  D’où  il  résulte  que  si  la  valeur 
donnée  de  V est  comincnsurable,  les  racine.s  de  l'équation 
propo.sée  seront  toutes  commensurables. 

Mais  si  la  fonction  V ii’a  pas  toutes  ses  valeurs  dis- 
tinetes,  que  l’on  ait,  par  exemple, 

V,  = V.  = V., 

et  si , faisant  toujours  j = x, , les  valeurs  de  y corres- 
pondait les  sont 

•^1  > •*‘3  > > 

la  méthode  précédente  ne  fera  plus  connaître  ces  racines, 
elle  permettra  seulement  de  former  l’équation  du  troi- 
sième degré  dont  elles  dépendent . 

La  théorie  qui  vient  d’ètre  exposée  comprend  tout  ce 
que  l’on  sait  de  plus  général  sur  rabaissement  des  équa- 
tions quand  on  connaît  une  relation  entre  les  racines, 
car  ce  cas  est  évidemment  le  môme  que  celui  où  l’on 
donne  la  valeur  d’une  fonction  des  racines. 
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Application  «le  la  théorie  exposée  dans  la  le^n  précédente.  — Nomellr 
dcmonslratlon  d'un  théorème  établi  dans  celle  le^>ii. 


Application  de  la  théorie  exposée  dans  la  leçon 
précédente. 


Quoique  la  théttrie  exposée  dans  la  précédente  leçon 
soit  très-simple,  je  ne  crois  pas  inutile  de  montrer  sur 
un  exemple  comment  les  calculs  doivent  être  exécutés. 

Nous  nous  proposerons  de  calculer  l’une  des  trois  ra- 
cines X,,  X, , Xj  de  l’équation  du  troisième  degré 
x'  — lia  — 6 = 0, 

X|  par  exemple,  sachant  que  la  fonction 

V = j:,  -+■  a X,  — 4 

est  égale  à 3. 

F’aisons 


r = 

et  appliquons  aux  fonctions  V et  j les  i . a .3  = 6 substi* 
tutions 


il  en  résultera  les  six  valeurs  suivantes  pour  V et  : 


jr, 

-4j"h 

r.= 

X,, 

X,  -|- 

axj- 

- 4 JT,, 

X,, 

X,  -f- 

^.Xy~ 

- 4'*’i> 

Xa. 

x,  4- 

2X,  - 

3\  = 

Xl  y 

Xj-H 

2X,  - 

- 4-j^>. 

r^  — 

^3  7 

X,  -h 

2X,  - 

- 4 .r, , 

r.  = 

Xj. 
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Soit 

V‘_H  P,V‘+  P,V'-i-P,V^-f  P.V-t-  P.V  -h  P.=  O 

l’équation  qui  a pour  racines  les  six  valeurs  de  V -,  on  trouve 

P, = 12,  P,=  — 2,  P,=  — 336, 

P,  = —287,  P.  = 2o52,  P,  = 2016; 

il  faut  calculer  ensuite  les  quantités  /»,  t, , , fj , hy  Uy 

telles  que 

2v.r  =^, 

Vv.r  = f., 

par  la  méthode  des  fonctions  syinélriques  ; on  trouve 
ainsi 

/.  = 12,  f,  = — 16,  <,=  264, 

t,  = — 1 240 , f,  = 1 1 592 , f,  = — 80296  ; 

et  en  posant,  comme  précédemment, 

Tl  = f,  + Pi^i  + -t- Pi^j  "*■  P<^i  + Pi^f 

T,  = I,  + Pi  ty  Pif?  + Pi  f|  + P4  f»l 
T,  = f,  + P.  fl  + Pi  fi  -t-  Pjf»  1 

T,=  fi-t-PifÉ'^Pifo? 

T,  = f(  -t-  P,  f*, 

T,  = f, , 
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on  a 

T,  = 1 800 , T,  = — "i  884 , ï,  = — 2072 , 

T,  = 48,  T,  = 128,  T,  = 12. 

Maiiilcnaiil  la  formule;  générale 

T,V'  + T,V'  + T,V'-f-T,V’-hT,V+ T. 

~ 6 V‘-f-  5 P,  V+  4 P,  3 P,  V'+  2 P,  V H-  P.’ 

<m  l’on  doit  allccter  et  V de  mêmes  indices , devient 

i2V‘+  i28V'  + 48V>— 2072  V'—  i884V-(-  1800 

^ ~ “6  V‘  -H  60  V'  — 8 V^—  1008  V*  — 574  V ^2Ô52~  ■ 

Pour  avoir  la  racine  Xi,  il  faut  faire  V = 3,  et  l’on  trouve 
ainsi 

‘ ~ - 2640  ~ 

üii  voit,  par  ce  qui  précède,  que  les  calculs  auxquels 
conduit  notre  théorie  sont  d’une  longueur  rebutante, 
même  dans  les  cas  les  plus  simples;  mais  il  ne  faut  pas 
oublier  que  nous  nous  plaçons  au  point  de  vue  théo- 
rique, bien  plutôt  qu’à  celui  de  l’applieation.  Toutefois 
ces  calculs  se  simplifient  en  suivant  une  nouvelle  marche 
indiquée  par  Gallois  et  que  nous  allons  faire  connaître. 

Nouvelle  démonstration  d’un  théorème  établi  dans  la 
leçon  précédente. 

Théorème.  — Si 
(')  /(■r)  = o 

est  une  équation  quelconque  de  degré  m,  mais  qui  na 
pas  de  racines  égales,  et  que 

V = Ÿ • • •>  ■*») 

foù  une  fonction  rationnelle  des  racines  x,,  . Vf , , X„ 
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tie  r équation  ( i) , tellement  choisie,  que  les  i . 2 . 3 . . . m 
valeurs  quelle  prend , quand  on  y permute  les  racines, 
soient  toutes  différentes , on  pourra  exprimer  les  m ra- 
cines X,,  Xi,. . . , en  fonction  rationnelle  de  V. 

Voici  commeni  Gallois  démontra  ce  théorème  dans  le 
Mémoire  inséra  au  tome  XI  du  Journal  de  Mathéma- 
tiques de  M,  Liouvillc. 

Nous  désignerons  par  V,  la  valeur  donnée  de  V,  et  par 

les  u=  1.2.3-  ..  (m  — t)  valeurs  (jue  prend  V'’,  quand 
on  y permute  les  wi  — 1 racines 

.r,,  Xj , . . , , x«, 

sans  changer  la  place  de  x,.  On  aura  alors  une  équation 
en  V du  degré  p,  savoir  : 

-(2)  (V -V,)(V  — V,)...(V  - V,.)  = o, 

dont  les  racines  V,,  V,,  etc.,  sciont  toutes  différentes  et 
dont  li*s  coefficients,  qui  sont  des  fonctions  symétriques 
des  racines  .r, , x, , . . . , x„  de  l'équation 


s'expnmeruiu  rationnellement  par  les  coenicients  de  cette 
équation,  c’est-à-dire  en  fonction  de  x,  et  des  coefficients 
de  l'équation  proposée  (i).  Par  suite,  l’équation  (2)  pourra 
être  mise  sous  la  forme 

(3)  K(V,  x,)  = o, 

F désignant  une  fonction  rationnelle  de  V et  dex,.  Or 
l’équation  (2),  ou  l’équation  (3),  est  satisfaite  pour  V'=V,  j 
on  aura  donc  identiquement 

K (V.,  -r,)  = n. 
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D'où  il  suit  que  l'é<|uaiioii 

(4)  F(V,,,r)  = o 
sera  satisi'aile  j>our 

X =Z  X,, 

et,  par  conMkjiient,  les  équations  (1)  et  (4)  auront  une 
racine  commune  jr,.  Je  dis,  de  plus , (|ue  ces  équations  ne 
sauraient  avoir  d’autre  racine  commune.  Supposons,  en 
etlet,  que  l’é<juation  (4)  soit  satisfaite  jiour  x = .r,,  on 
aura  identiquement 

^'  ( V, , x,)  = o; 

par  suite , l'équation 

(5)  F(V,  a:,)  = o 

sera  satisfaite  pour  V = V,.  Or  ré<|uation  (5)  se  déduit 
de  l'équation  (3),  ou  de  l'équation  (a),  en  chaugeanl  x, 
et  X,  l’une  dans  l’antre  : d’ailleurs,  par  ce  changement, 
les  quantilés  V,,  V,,...,  se  c:hangcnt  en  d’autres  V', 
V',,...,  V'^,  toutes  distinctes  des  premières  par  hypo- 
thèse; l'é<jualion  (5  ) peut  donc  se  mettre  sous  la  forme 
(V-V',)  (V-V’,)...  (v_v;)  = o, 

et  l'on  voit  qu’elle  ne  sdurait  a\oir  V,  pour  racine. 

Les  équations  (i)  et  (4)  n’ayant  que  la  seule  racine 
commune  x, , on  déterminera  aisément  celte  racine.  Pour 
cela  on  cherchera  le  plus  grand  commun  diviseur  enlia- 
./(x)  et  F (V,,  x),  et  l’on  j)oussera  l’operation  jusqu’à 
ce  qu’on  obtienne  un  reste  du  premier  degré  en  x : en 
égalant  à zéro  ce  reste,  on  aura  une  équation  qui  fera 
connaître  la  valeur  de  x, . 

•r.  = 

et  cette  valeur  de  x,  sera  évidemment  rationnelle  en  V, 
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car  l’opération  du  plus  grand  commun  diviseur  ne  peut 
jamais  introduire  de  radicaux. 

On  pourrait  opérer  de  même  pour  trouver  les  autres 
racines,  et  l’on  aurait  ainsi  jK>ur  toutes  ces  racines  des 
expressions  rationnelles,  telles  que 

x,  = f(V),  = x,  = ^,(V). 

Corollaire  I. — L’étjuation  enVdudegréM=t.a.3...w, 
qui  a pour  racines  toutes  les  M valeurs  de  V,  et  dont  les 
coefficients  s’expriment  rationnellement  par  ceux  de  l’é- 
quation proposée,  jouit  d'une  propriété  rciiiarquable  qui 
consiste  en  ce  que  toutes  ses  racines  peuvent  être  .expri- 
mées rationnellement  par  l’une  quelconque  d’entre  elles. 
Soient,  en  effet,  V et  V,  deux  des  valeurs  de  V;  Vj  est  une 
fonction  rationnelle  des  racines  x,,  x,,...,  x„„  lescjuclles, 
d’après  ce  qui  précède,  sont  des  fonctions  rationnelles 
de  V : on  aura  donc 

V,=  H(V), 

0 désignant  une  fonction  rationnelle. 

Corollaire  II.  — On  peut  aussi  déduire,  de  ce  qui 
précède,  la  proj>osition  suivante  : 

Étant  données  tant  d' irrationnelles  algébriques  qu'on 
voudra,  on  peut  toujours  tes  ejrpnmer  toutes  en  Jonction 
rationnelle  d’une  même  irrationnelle. 

Soient,  en  effet, 

•''l)  ^1^  * y 

n irrationnelles  algébriques  quelconques  ; on  pourra  for- 
mer une  équation  d’un  certain  degré  m , à coefBcicnts 
commensurables,  dont  ces  n quantités  seront  racines,  et 
qui  n’aura  pas  de  racines  égales.  Soient 

■r, , .r, , . . . , 

les  ni  racines  de  cette  écjualion,  et  désignons  par  V une 


nOUZIÈME  LEÇO».  i6y 

fonction  l’alionncllc  de  ces  m racines  telle,  que  les  va- 
leurs qu'elle  prend  par  les  substitutions  soient  toutes  dis- 
tinctes. V sera  une  irrationnelle  algébrique  en  fonction 
de  laquelle  les  « irrationnelles  données  pourront  s’expri- 
mer rationnellement,  d’après  le  théorème  précédent. 

Nous  admettons  comme  évident  <{u’on  peut  toujours 
former  une  fonction  rationnelle  de  ni  quantités  inégales 
telle,  que  les  i . a . 3 . . . m valeurs  qu’on  en  déduit  par  les 
substitutions  soient  différentes. 

yipplicntion  à un  exemple.  — Le  théorème  précé- 
dent fournit  une  méthode  beaucoup  plus  simple  que  celle 
qtii  résulte  de  la  théorie  de  I.agrange,  pour  déterminer 
les  racines  d’une  équation  quand  on  se  donne  une  fonc- 
tion de  ces  racines.  Nous  prendrons  comme  exemple  le 
cas  de  l'équation  du  troisième  degré. 

Soit  l'équation 

( I ) jr’  -t-  X’  X = o , 

et  posons 

V =:  rtx,  èx,  -t-  cxj. 

En  permutant  les  lettres  Xt  et  x, , on  aura  ces  deux  va- 
leurs de  V, 

V,  = ax,  -H  bx,  -f-  rx, , 

V,  = ox,  -f  ix,  -t-  rx,; 

l’équation  en  V sera  alors 

(V-V.)  (V- V,)  = o, 

ou 

V’  — [a«x,  -f-  (i  4-  c)  (x,  -t-  Xj)]  V 

-(-  [n’x’  -4-  n(6-f-c)x,(x,-t-x,)-|-ic(xJ-f-xJ)-f-(i*-t-c’)x,Xj]  =o. 

On  peut  chasser  x,  et  x,  de  celte  équation  h l’aide  des  re- 
lations 

X,  -f-  Xj  = p,  — X,  , 

x,Xj  — p.  — X,  (x,  4-  X,)  = p,  4-  p,  r,  + x|. 
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et  l’on  aura 

IV’  — [(2(J — h — c)j;i — J 

r («'  4-  i’  -4-  c’  — nb  — ne  — bc)  xJ  1 ! ==  o. 

1 ab—nc)]i,Xy  + bc i>\—{b—cY p,\  ) 

11  faudra  maintenant,  jxiur  avoir  x, , faire  x = x,  dans 
le  premier  membre  de  r«îquation  (i)  et  ebereber  le  plus 
grand  commun  diviseur  entre  le  polynôme  que  l’on  ob- 
tiendra ainsi  et  le  premier  membre  de  l'équation  (a)  ; 
il  n’y  a même  aucun  calcul  à faire  dans  le  cas  particulier 
où  l’on  a 

n’  -f-  -4-  c’  — nb  — ne  — ér  = o ; 

car  alors  l’équation  (a)  ne  contient  plus  que  la  première 
puissance  de  x, , et  elle  en  fait  connaître  immédiatement 
la  valeur.  Ce  cas  simple  se  présente  si  l’on  prend  pour  a, 
/>,  c les  trois  racines  cubiques  de  l’unité. 

Soit  a une  racine  cubique  imaginaire  de  l’unité,  et 
posons 

rt  = I , b = ot,  c = a’, 
on  aura , en  remarquant  que  a -t-  a’  -f-  i = o, 

■ 3V 
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Propriétés  de«  rarinc»  Je  rcquation  binôme.  Des  racines  primitive»  et  Je 
leur  nombre.  — Digression  sur  la  résolution  numeriiiue  Je  rc<iualioii 
à laquelle  »e  mniêiic  l'c^quatioii  hinôtne»  quand  on  lui  applique  la 
méthode  d'abaissement  des  ê<iuations  réciproques.  F.X(K>sition  de  la 
, méthode  de  M.  Sturm  pour  la  séparatinn  des  racines. 


Lt's  racines  de  l’unilc  joiietil  un  i-ôle  important  dans  la 
théorie  de  la  résolution  algébri(|ue  des  équations,  dont 
nous  allons  bientôt  nous  occuper;  je  crois  donc  utile  de 
rappeler  ici  les  propriétés  de  ces  racines,  dont  quel- 
ques-unes sont  démontrées  dans  les  Traités  élémentaires 
d’Algèbre. 

Propriétés  des  racines  de  l’équation  binôme.  Des 
racines  primitives  cl  de  leur  nombre. 

I.  Les  racines  communes  à deux  équations  binômes, 
telles  que 

X"  = I , jc"  = I, 

sont  également  racines  de  l’équation 


ou  9 désigne  le  plus  grand  commun  diviseur  des  nom- 
bres m et  n. 

Supjiosons,  en  ellét,  i|ue  l’on  ait  à la  fois 

a"  = I et  x"  = 1 ; 

soit  m';>n,  «>1  désignons  par  q le  (piotieiit  et  par  /'le 
reste  dé  la  division  de  m par  n , on  sorte  que  m — nq-\-  r ; 
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on  aura 

= ou  at"ï.a''  = i. 

Mais , à cause  de  a"  = i , on  a aussi  a"’  = i ; donc 

a'  = I . 

D’où  l’on  conclut  aisément  que  si  r,  r',  r",...,  0 sont  les 
restes  auxquels  conduit  la  reclierclie  du  plus  grand  com- 
mun diviseur  des  entiers  ni  et  n,  on  aura 

a'-=  I,  a'-'  =1,.  . aP  = 1, 

et,  par  conséquent,  toute  racine  commune,  a , aux  deux 
équations  proposées,  est  aussi  racine  de 

II  est  évident  d'ailleurs  que,  réciproquement,  les  racines 
de  celte  dernière  équation  appartiennent  aux  deux  «xjua- 
lions  pro|»osées. 

Il  résulte  de  là  que  si  m et  n sont  premiers  entre  eux, 
les  deux  équations 

x"  = I,  X"  = I 

n’ont  d’autre  racine  commune  que  l’iinité,  et  que,  si  m 
est  un  nombre  premier,  l’équation 

X"  = I 

n’a  de  racine  commune  autre  que  l’unité,  avec  aucune 
équation  de  même  forme  cl  de  degré  moindre. 

II.  Si  a désigne  une  rncine  quelconque  de.  l'équalion 
binôme 

X "•  = I , 

toute  puissance  de  a est  aussi  racine  de  la  même  équa- 
tion. 

L’équation 

«”  = I 

eiilraine , en  edcl , 

a"*  = 1 , 011 
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et,  pal'  constiquent,  tous  les  termes  de  la  série 
a,  a>,  a',.  . . 

sont  racines  de  l’équation  proposée.  Or,  à cause  de  x'"=z  i , 
on  a aussi 

= a,  = a’,.  . . ; 

d’où  il  suit  que  la  série  précédente  contient  au  plus, 
comme  cela  doit  être,  m «{uaiitités  distinctes,  savoir  : 

' a,  a’,  a’,  a”-',  a*  OU  I. 

Si  ni  est  un  nombre  premier,  et  si  a n’est  pas  égal  à l’u- 
nité, les  m termes  de  la  série  préci'dente  sont  dillérents; 
car  si  l’on  avait,  par  exemple, 

»"+"■  = a"’, 

n'  et  n n'  étant  inférieurs  h m,  on  aurait , en  divisant 
par  a"', 

a"=  I, 

ce  qui  ne  peut  être,  puisque  l’équation  x'“=  i ne  saurait 
avoir  d’autre  racine  commune  que  l’uuilé  avec  Il 

en  résulte  ce  théorème  ; 

Si  m est  uii  nombre  premier,  et  que  a soit  une  racine 
quelconque  de  l’équation 

j:'”=  I, 

autre  que  l’unité,  les  rn  racines  de  cette  équation  seront 
représentées  par 

a,  a’,  a\.  a”-',  a-”. 

Cette  proposition  n’a  plus  lieu  lorsque  m est  uu  nombre 
composé,  et  qu’on  prend  pour  a une  racine  quelconque  de 

x"=  i; 

mais  elle  aura  lieu  évidemment,  d’après  ce  qui  précède, 
si  l’on  prend  pour  a une  racine  qui  n’appartienne  en 
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même  icinps  à aucune  équation  x"=  i de  degré  u infé- 
rieur à m. 

Cela  posé,  nous  appellerons  racines  primitives  de  l’é- 
quation binôme 

X"  = I , 

les  racines  de  celte  éfjuation  qui  n’appartiennent  à au- 
cune équation  de  degré  moindre  et  de  même  fonne,  telle 
que 

x"  = I . 


Si  m est  premier,  toute  racine  de  x”  = i , autre  que  i, 
est  une  racine. primitive;  et,  dans  tous  les  cas,  chaque 
racine  primitive  jouit  de  la  propriété  de  pouvoir  donner 
toutes  les  racines  par  ses  diverses  puissances. 

Aous  allons  démontrer  actuellement  l’existence  des  ra- 
cines primitives  pour  toute  équation  binôme,  de  degré 
non  premier,  et  déterminer  en  même  temps  le  nombre  de 
ces  racines  primitives. 

III.  Considérons  d’abord  le  cas  ou  le  degré  de  l’équa- 
tion binôme 

ar"  ==  1 

est  une  puissance  d’un  nombre  premier  p,  et  soit 
m = p>^\ 

toute  racine  non  primitive  de  l'é<|uation 
doit  appartenir  à une  équation  telle  que 


où  0 désigne  un  diviseur  de  p"  : mais  tout  diviseur  de  , 
autre  que  />“  lui-même,  doit  diviser  p“~'‘,  donc  les  ra- 
cines de  l'équalion  prticédenle,  et,  par  suite,  toutes  les 
racines  fion  primitives  de  la  proposée,  doivent  appartenir 
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il  rëi|ua(ion 


D’ailleurs  toutes  les  rariiies  de  cette  deriiièiv  appartiennent 
évidemment  à la  proposée;  le  nombre  des  racines  non  pn- 
mitives  de  la  proposée  est  donc  p^~\  et,  par  conséquent, 
celui  des  racines  primitives  est 

/>•“  — on  I I — ou  «;  ^1 — 

Nous  allons  faire  connaître  la  manière  dont  sont  for- 
mées les  racines  primitives. 

Considérons  toujours  l'équation 


et  soient  o,  une  racine  quelcon([ue  de  l'é(|uatioii 
x''  = r, 

c,  une  racine  quelconipie  de 

= 

ê,  une  racine  quelconque  de 

x’’  = e,, 

et  ainsi  de  suite,  jn$qir.à  ce  qu’on  obtil-nne  une  dernière 
|■qllatioll 

dont  nous  désignerons  par  S„  une  racine  <{iii-lconque.  Si 
l’on  fait 

(a)  * = 6i6i.  ■ 

cette  expression  de  a,  qui  a /?''  valeurs,  puis(|iie  6,  a p 
valeurs,  qu’à  chacune  d’elles  correspondent  p valeurs  de 
6,,  etc.,  donnera  pia'ciséinent  les  racines  de  l'é<{ua- 
lion  (i). 
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Ou  voit  d’abord  (|uc  les  valeurs  de  a saôsfbiil  à l’tkjua- 
lioii  (i),  ear  on  a 


et,  par  suite, 


Il  suffit  donc  de  démontrer  que  les  valeurs  de  a sont 
distinctes.  Supposons  que  deux  de  ces  valeurs  soient  égales 
entre  ellt*s,  que  l’on  ait , par  exemple, 


(3)  e.e.g,  ..e^_.ea  = 6' e;  g': 

en  élevant  cette  égalité  à la  puissance  />,  et  se  rappelant 
<[ue 


(4) 

ou  aura 

(5) 


gf=i,  gf=g,,...,  g;:=g^_,, 

gf=i,  e'/=g;,  ...  g';=g'  , 


e.g.g^. . .gu_,=  g;  g'  g'. . .g' 


Des  égalités  (3)  et  (5)  on  tire 


fi-i 


g g î 

fl  a 


en  opérant  sur  l’égalité  (5)  comme  nous  venons  de  faire 
sur  l’égalité  (3),  on  obtiendra 


et,  en  continuant  ainsi,  on  arrivera  à cette  conséquence  : 
«pie  l'égalité  {3}  ne  peut  exister  à moins  que  les  quanti- 
tés ê, , O,,...,  ëfi  ne  soient  respectivement  égales  aux 
([uantités  , ë[  , ë'^.  D’où  il  suit  que  l’érjuation  (a) 
donnera  eflcclivemenl  toutes  les  racines  de  l’équation  (i). 
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Chvrcbons  mainUniant  i|ucllcs  sont  ccUcs  de  ces  rarines 
([ni  sont  primitives.  Comme  nous  l'avons  diijà  reman|né, 
les  racines  non  primitives  de  riTjiiatinn  (i)  sont  celles  qni 
satisfont  à l'é(|liation 


Sirpposons  donc  qne  l’on  ait 


en  supprimant  les  factenrs  ëgan\  à l'imité,  cette  équation 
SC  rédnit  à . 


Mais  des  égalités  (4)  on  déduit 


par  suite  , l'équation  (6)  exige  (jiie 

S.  = I . 

Par  où  l’on  voit  que  la  valeur  de  a donnée  par  la  for- 
mule (a)  sera  une  racine  primitive  ou  non  primitive  de 
l'équation  (i),  suivant  que  6,  sera  différent  de  i ou  égal 
•à  1 . • ' 

De  ce  qui  précède  ou  peut  conclure  la  proposition  sui- 
vante ; 

.Théorème.  — La  résofulion  de  l'équation  binôme 
x“=  1 , dont  le  degré  ni  est  une  puissance  p d’un  nombre 
pretniet-p,  se  ramène  à détenniner  une  racine  6,  autre 
que  V unité  de  l’équation  x>‘  — i , une  racine  é,  quelcon- 
que de  l’équation  x'’=  ë,,  puis  une  racine  quelconque  ê, 
de  x’’=  êt,  etc. 

Car  on  aura,  par  ce  moyen,  une  racine  primitive  de 
l'équation  proposée,  laquelle  donnera  toutes  les  autres  par 
ses  diverses  puissances. 
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IV.  Considérons  maintenant  le  eas  général  où  le  degré. 
m de  l’équation  binôme 

(1)  X-  = I 

• « < 
est  im  nombre  eom|>osé  quelconque;  décomposons  ce 

nombre  en  ses  facteurs  premiers,  et  soit 
m = /<■“  q'\  . . r^i 

p,  r désignant  des  nombres  premiers  (|lu'lconques 

inégaux. 

Ecrivons  les  équations 

(2)  x'"=i,  . 

désignons  par  ê une  racine  quelconque  de  la  première, 
par  y une  raeinc  (]uelconque  de  la  seconde,  etc. , par  J jiTie 
racine  queleonquc  de  la  dernière , et  posons 

(3)  a = Çy . . .lî.  ■ . ' 

Cette  expression  de  a a m valeurs,  puisque  G,  7, . . . , d ont 
respectivement  p’*,  , r"  valeurs;  je  dis  que  ce  sont 

précisément  les  m racines  de  l’équation  (i). 

Il  est  d’alrord  évident  que  la  précétleiite  valeur  de  x 
satisfait  à l'éqiialion  (1),  car  on  a 


et , par  suite. 


11  faut  prouver  niaiutcnani  que  les  m valeurs  de  a sont 
dilférenles.  Suppo.sons,  en  ell'ct,  que  deux  de  ces  valeur» 
de  a soient  égales,  que  l’on  ait,  par  exemple, 


Ç'y'  ..S  — 


comme  les  quantités  ô',  7',...,  d' ne  sont  pas  toutes  égales 
respectivement  à G",  y",.  . .,  d",  admettons  que  o'  ditlère 
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(K,‘ 6",  ft  élevons  l’égalité  préréiienlé  à la  puissanée 


on  aura 


et,  rn  supprimant  les  facteurs  égaux  à i, 

mais  ê'  et  6"  étant  deux  racines  distinctes  de  l’équation 

y • 

x’’'  = I,  peuvent. s’exprimer  par  deux  puissances  d’une 
même  racine  pritnilive  € de  cette. équation  ; posons  donc 

6'=e*+*',  6"  = 6"', 

n'  et  n étant  <1  Alors  la  dernière  égalité  deviendra 

. ‘ g Ç"'?”".'  • 

ou,  simplement,  ‘ • , - 

e"^  ^ = 1 ; . 

d’où  il  suit  que  ë est  une  racine  commune  aux  deux 
équations  ' • 


et  satisfait,  par  conséquent,  à l’équation 


8 désignant  le  plus'  grand  commun  diviseur  à />■'"  et 
tiq' . . . r'* . Mais  ce  plus  grand  commun  diviseur  0 est , au 
plus,  égal  à w,  et,  par  conséquent,  il  est  inférieur  a 'p^  \ 
donc 6 n’est  pas,. comme  nous  l’avons  supposé, .une  racine 

fl  ■ . • 

^primivive  dexf  =i.  ' ' . 

On  voit,  par  là  , que  là  formule  (3)  donnera  hieii  les  rn 
racines  de  l’équation  (i). 

'f  Cela  posé,  je,  dis' que  si  ê,  « désignent  de^ 
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racines  primitives  de  belles  des  équations  (a)  auxquelles 
elles  appartiennent  respectivement,  la  val(‘ur  dca  doniKH; 
par  la  formulé  (3)  sera  une  racine  primitive  de  l'équa- 
tion (i).  • • 

Si , en  eflet,  le. contraire  a lieu,  à satisfera  à une  équa- 
tion . . * • . ' • ■ 

■ " • . ■ _9  _ , * 

dont  le  degré  0 est  un  diviseiir  de  in , et  il  y aura  au  moins 
un  facteur  premier,  parmi  ceux  de  ni,  qui  'entrera  jlans  0 
un  moins  grand  nennbre  dp  fois  que  dans  m : supposons 


<pe  le  facteur 

premier  P soit  dans -ce*  cas. 

6 divisera 

P’’~'  '7^■  -'’N 

et,  par  suite,  a sera  racine  de 

i»-i  , ; 

l’équation 

(4)  • 

r'  ’ ' =1  ; 

on  aura  donc  •_ 

« 

1 

Mars 

■ 

■ . 1 

■ ' 

.7  =x  1 , . . . , n = 1 , 

. • ■ ■ ' 

donc 

* « — ' V À . 

■ --y  ’ = i; 

t 

d'où  il  suit  que. 

s est  racine  de  l’éîjuation  (4)  i ' 

or  elle  l’est 

aussi'de  la  première  des  équations  (a),  d’ailleurs^  Iq  plus 

■ grand  commun  diviseur  entré  lés  degrés  dé  ces  deux  équa- 

* • • 
lions  est  />'“  ' r donc  o est  racine  de’ l’é<piation 


mais  cela  est  contre  l liyjwthèse,  puisque  S repi  éscnte  une 
racinc  primilive  de  la  première  des  équations  (a). 

Il  résulte , de  là  ,'  que  si  l’on  ne  prend  pour  6,7,»..,  d. 
que  des  racines  primitives , de -la  première,  de  la  se- 
conde, etc.,  de  la  dernière  des  équations  (a),  la  for- 
mule (3)  ne  dftiinera  que  des  racines»  primitives  pour" 
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i'éqiialioii  (i).  Il  est  d ailleurs  facile  de  voir  que  si  ë,  ou 
7, . ou  <3  ii’esl  pas  une  racine  primitive  de  celle  des 
équations  (a),  à laquelle  elle  appartient,  la  valeur  de  a 
donnée  par  la  formule  (3)  ne  sera  pas  non  plus  une  ra- 
cliié  primitive  de  l’équation  (i).  Supposons,  eu  ellet , 


que  G ne  soit  pas  une  racine  primitive  de  ar'’^=  i ; ou 
aura  alors  ' .... 


^1““  '=3  I , 1,  . 


et,  par  suite,  . 


(«y... «')/>'“  ''=i; 


ée  qui  montre  que  a nu  Gy.  . .3  satisfait  .à  uile  équation 
hinôme  de  degré  inférieur  à m. 

On  peut  maintenant  connaître  le  nombre  des  racines 
primitives  de  l’équation  (i).  En  ell’et,  le  nombre  des  ra- 
cines primitivés  G est,  comme  on  l’a  vu  précédemment, 

1 celui  des  racines  primitives  y est  de  même 

i/'  — - j 1 etc.;  donc  le  nombre  des  racines  primitives 

a de  l’équation  (t)  est  ’ • ’ _ 

('ri) 

OU 


On  peut  aussi  énoncer  la  proposition  suivante  : 

Théorème.  — La  résolution  de  V équation  binôme 
x'"=i,  où  m est  un  nombre  conifwsé  quelconque , se 
ramène  à la  résolution  îles  équations  de  même  Jorme, 
et  qui  ont  respectivement  pour' degrés  les  nombres  pre- 
miers ou  puissances  de  nombres  premiers  qui  divisent  le 
nombre  m.  ' 

V.  Soient  a,  ê,  y, . . M les  m racines  de  l’équation 
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a:"  = I , ou 

• jt” I = O , 

m éianl  quelconque.  On  aura,  par  les  formules  de  Newton 
(première  leçon),  les  relations  suivantes  ; 

à-t-6-*-7+ ,.-(-M=o, 

7'-+-  . w’=  O , 



-t- 6r~' -t- 7"~' -t-.  = O, 

g»  _l_  7«  _l_ 

et,  généralement,  à cause  de  a’""''*  = «S  somme 


sera  égale  à //<  ou  à o,  suivant  que  p sera  divisible  ou  non 
divisible  par  m. 

VI.  Quant  à l'équation  binôme  plus  générale 
r"=«i 

elle  se  ramène  à la  forme 
si  l’on  pose 

fl»/*” 

.r  = -r  V"  I • 

désignant  Tune  quelconque  des  quantités  qui  ont  a 
|K)ur  puissance  m*'"'. 

On  peut  démontrer,  à l'égard'dc  ces  extractions  de 
racines  m'""",  tin  théorème  tout  semblable  à celui  qui 
concerne  les  racines  m'"""'  de  l’unité,  lorsque  m est  un 
nombre  composé. 

Supposons  d’abord  que  m soit  le  produit  de  deux  nom- 
bres premiers  entre  eux  p et  on  aura 

I 

* 


Digilized  by  Google 


inEI/.ICME  LEÇON.  l8.< 

or  on  peut  toujours  trouver  deux  cntiL-is  Ç et  u lels,  (jue 
l’on  ait 

. /'5  + </“  = '• 

|>uisr|iie  f>  et  q sont  premiers  entre  eux  ; on  aiir."!  doue 


pî-t-v  ' { “ 


Ainsi  l’extraction  d’une  racine  de  degré  pq  se  ramène  lou- 
joiirs,  lorsqwî  p et  q sont  premiers  entre  eux,  à l'i-xlrae- 
lion  de  deux  racines, l’une  du  degré  p^  l’autre  du  degré  <j. 
Ou  a , par  exemple , quel  que  soit  n , 

' */~  r- 

vn  = \ n. 

Kt , eu  général , si 

m=p.r/.  . .r, 

/>,  q,.  . .,/■  désignant  des  nomhies  queleomjucs  plt•mier^ 
entre  eux,  deux  .à  deux,  ou  |iourra  écrire 

V/*  = V«^-V  V«“. 

formule  dans  laquelle  f , u,...,  m sont  des  nombres  entiers 
|>ositifs  ou  négatifs. 

Digression  sur  la  résolution  numérique  de  l'équation  à 
laquelle  se  ramène  l'équation  binôme,  quand  on  lui 
applique  la  méthode  d'abaissement  des  équations  ré- 
ciproques. Exposition  de  la  méthode  de  'M.  Sturm  , 
pour  la  séparation  des  racines. 

J’exposerai  ici , à l’occasion  des  équations  binômes  qui 
viennent  de  nous  oceujær,  la  belle  méthode  de  M.  Sturm, 
pour  démontrer  la  réalité  des  racines  de  certaines  classes 
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d'équations  et  cÜ’ectuer  ensuite  la  séparation  de'ces  ra- 
cines. 

Considérons  l'équation  liinôme  ■ . 

(')  — 1=0, 

où  m est  un  nombre  impair  quelconque  a p -f-i . En  divi- 
sant l’équation  (i)  par  x — I,  elle  devient 

(a)  x’-H  X 4- I = o; 


et  l’on  transforme,  comme  on  sait,  cette  équation  (a), 
conformément  à la  méthode  des  équations  réciproques, 
en  une  autre  du  degré  p,  en  la  divisant  par  x'',  et  posant 
ensuite 

• I • 

JC  — — Z y • ■ 

X 

l'équation  (a),  divisée  par  x“,  devient  . 


OU 

(3)  V,  + V,-t- I =0, 

en  faisant  généralement 


on  peut  exprimer  facilement  V,  , V,,. . V^,  en  fonc- 
tion de  a , de  la  manière  suivante  : 

Si  l’on  multiplie  les  deux  équations 


. < 

ï = X -h  - r 
.r 
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on  a • . . 

. v,_.  = -+-  (x-  + pL.J  = v,+  v,_„ 

d’où  - . 

(4)  v,  = ïV„_,_  v._,.  • ■. 

Celle  relation  fait  connaître  la  valeur  de  chaque  fonciion 
V„  eu  Z,  quand  ou  connaildes  deux  |>récédcntes.  Or  les 
deux  premières  V»  el  V,  sont  eouiiues':  ou  a 

V,  = j:-+--|;  = î,,V,=  x"'+-^  = 2; 

X 

oii  pourra  donc,  à l'aide  de  réquatioii  (4),  (ahuler  les 
valeurs  des  funetions  ^ \ j , ele. 

On  trouve  ainsi  . 

V,  2 , 

v.=  *.  '■ 

V,  = Z>—  2, 

V,  = r‘  — 4 î.'  4-  , 

V,  = i'  — 5 t’  + 5 : , ■ 

y,  = z‘ — dï'-t-gs’— 2, 


11  seçait  assez  dithcile  de  déduire  de  Ces  formules  l’ex- 
pression générale  de  V„.  Nous  donnerons , dans  la  pro- 
chaine leçon,  le  moyeu  de  former  celle  expression,  et 
nous  nous  bornerons  pour  le  moment  aux  remarques  sui- 
vantes : ' 

i”.  Y*  est  un  polynôme  du  degré  n en  z,  (pii  ne  reii- 
fernie  <|ue  des  puissances  de  z de  mèlne  parité  <[ue  n ; 

2".  l.»‘s  deux  premiers  teimes  de  V„  sont  r" — 
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En  c'irel , IVquatioii  (4)  fait  voir  que  si  V„_,  et  V„_,  sa- 
tisfont à ces  condition^  V„  y satisfera  également,  et  l’on  • 
voit,  à l’inspection  des  équations  (5),  que  V,,  V^,  V, 

et  V,  y satisfont;  d'où  l’on  conclut  immédiatement  la  dé- 
monstration. 

• Posons  maintenant 

(6)  U,=  V.-+-  ..H-  v,-+- V.-+- i; 

U„  sera  un  polynôme  du  degré  n en  z,  et  l’érjuation  (3), 
à laquelle  nous  avons  ramené  l'équation  (i),  sera 

= o. 

I>cs  .fonctiona  U„  sont  susceptibles  d’un  mode  de  forma- 
tion idenlique'à  Celui  des  fonctions  V„,  c’est-.à-dirc  (|ue 
l’on  a 

* b,  = I U,_.  - U._,. 

En  eÜ'et,  on  a , ])ar  l’écjùation  (4)>  •• 

V._,  = îV,_,-V,_„ 


V,=  jVr—  2; 

' F- 

en  ajoutant  ces  éijuatioiis,  et  ayant  égard  à l'é'quation  (6), 
il  vient 

U,- V,  - I = z i)  i); 

et  comme  V,  = z, 

(7)  U,=  iU,_, 

équation  qui  se  déduit  de  (4),  en  remplaçant  la  lettre  V 
par  IJ. 

(ioniine  on  a 

bf  ~ I , Vil  ™ \ , -f-  I = 2 -t-  I , 
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l’équation  (7)  donnera  successivement  les  valeurs  des 
fonctions  U„  Uj,  etc.;  on  trouve  ainsi 

y«='i 

U,  = Î I , . 

U,  = 2’ -H  Z — . 

l!y  = £’  H-  l’  — 2 2 — I , 


Quant  à rexpressiou  générale  de  U„',  elle  se  dtkluit  très- 
aisément  de  celle  de  V„,  ainsi  t|ue  nQus  le  verrons  dans  la 
prochaine  leçon. 

Nous  allons  à présent  démontrer  la  réalité  des  racines 
des  équations 

V U = O , U U ^ o , 

et  indiquer  en  même  temps  le  moyen  de  séparer  ces 
racines. 

De  l’équation  Va=  o.  — Nous  nous  occuperons  d’a- 
bord de  ré(|uation 

(.)  ■ V^=o. 

Considérons,  avec  M.  Sturm,  la  suite  des  fonctions 

^ fl  t ^ fl  — t , Vu  — ■ 

dont  la  dernière  V»  est  constante  et  égale  à 2.  Trois  fonc- 
tions consécutives  V„,  V„_i,  V„_,  sont  liées  entre  elles  par 
l’équation 

(aj  V,=  2V,_,- V._.; 

d’où  il  suit  que  ; 

i”.  Deux  fonctions  consécutives  V„  et  V„_,  ne  peuvent 
s’annuler  pour  une  même  valeur  de  z , puis<{u’ alors 
toutes  les  fonctions  suivantes  devraient  également  s’an- 
nuler pour  la  même  valeur  de  z\  ce  <|ui  est  impossible, 
la  dernière  ét.nnl  constante. 
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■À".  Si  une  l'onclion  V„_,  s’annule  pour  une  certaine 
valeur  de  s,  celle  <[ui  la  pi'éeèdc  el  celle  qui  la  suit  ont 
des  signes  contraires.  ’ ■ , ' 

11  résulte  de  là  que  si  l’on  fait  varier  z depuis  x jiis- 
(ju’à  6,  la  .suite  des  signes  des  fonctions  V ne  pourra 
|x;rdre  ni  gagner  de  variations,  que  lorsque  z passera  par 
une  valeur  <|uî  annule  et  que  si  la  suite  des  signes 
des  fonctions  V perd  ou  gagne  A variations  ([uand  z varie 
de  * jusqu’à  o,  l’équation  (i)  a au  moins  k racines  eoiii- 
|)rises'cntrc  a et  ê.  . _ , 

Cela  posé,  on  déduit  aisément  de  l’érjliation  (a),  que 
l’on  a pour  z = — 2 , 

V.  = -t-2,  V,  = -2.  V,=  -H2,  V.=  — 2,..., 

et,  pour  3 = -)-  2 , ■ ■ 

y,  = -f-2,-  V,  = -+-2,  V,  = + 2,  Vj=  + 2,...; 

én  sorte  que  la  suite  ries  signes  des  frmetions  V peixl  u 
variations  quand  z varie  de  — 2.  jusqu'à  4-  a;  d’où  il 
suit  que  l’équation  (1)  a scs  fi  racines  réelle»  et  comprisr» 
entre  — a et  + 2.  . 

■ En  outre,  puisque  toutes  les  racines  sont  réelles,  la 
suite  des  signes  des  fonctions  V perdra  elTectivement  une 
variation  charpie  fois  rjue  z , variant  de. — 2 ju$r|u’à 
4-  a,  dépassera  une  racine  rie  l’érjuation  (i),  et  cette 
variation  se  perdra  entre  lr;s  rlcux  premiers  termes  de  la 
suite,  de  manière  rpie  V^_i  jouera,  par  rapport  à 
le  même  rôle  que  si  elle  en  était  la  dérivée  ; ce  qui  veut 
rlire  rpte  les  racines  rie  Vu_,  = o pourront  servir  à la 
séparation  ries  racines  de  Va=  o.  Enfin,  si  « et  S sont 
rlcux  nombres  quelconques  compris  entre  — 2 et  4-  2 , 
l’équation  projKisée  a autant  de  racines  entre  a el  6, 
<|u'il  y a d'uiiilés  dans  l’esccs  tlii  nombre  des  variations 
rie  signes  de  la  suite  ries  fonclions  \ pour  s = x,  sur  le 
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nombre. (Jt's  varialioiis  de  «Ignés  deeelU;  suite  jM>ur  z = 6. 

Do  r équation  \} U, O.  — Ce  qui  précédé  s'applique 
textücllenient  à l'équalion 

• • IV  = o, 

(|ui  se  trouve  dans  les  montes  conditions  (jue  l’équalion 

' ,^,=  O.  , -• 

.Si  l’un  considère  la  suite  lU-s  fonctions 

» ' • U^^i>  , üi,  c# , 

. on  voit  (tue  la  dernière  est  constante,  et  l’équation 

conduit  facilement  à cellt;  coiiséquejice,  que  la  suite  des 
signes  des  fonctions  U ne  peut  perdre  ou  gagner  de  varia- 
tions (|uand  on  fait  varier  z,  (jue  lorsque  z-  atteint  et 
dépasse  nnc  valeur  qui  annule  la  prcinière  de  ces  fonc- 
tions; d’où  il  suit  que  l’équation  pioposée  a au  moins 
autant  de  racines  entre  a et  ê'qu’il  y a de  variations  per- 
dues ou  gagnées  dans  la  suite  des  signes  des  fonctions  U, 

• quand  z vaeic  de  « à ê. 

' On  trouve,  d’ailleurs,  que  pour  z = — a,  la  suite  des 
signes  des  fonctions  U présente  ft  variations,  tandis  qu’elle 
n’en  présente  aucune  pour  z = -)-  a;  d’où  l’on  conclut 
que  l’équation  = o a«ses  u racines  réelles  et  comprises 
entre  — a et  -t-  a.  . 

On  démontre  IrèS-simplement,  dans  les  cours  d'algèbre’ 
élémentaire,  la  réalité  des  racines  des  équations  que  nous 
venons  de  considérer;  mais  j’ai  cru  devoir  présenter  ici  la 

• méthode  deM.  Slurm,  parce  qu’elle  s’applique  avec  succès 

.dans  un  grand  nombre  de  cas.  * 
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QUATORZIÈME  LEÇON. 

Formation  d'une  équation  difl’crcntielle. linéaire  du  deuxième  ordre,  à 
laquelle  satisfait  la  fonction  Vd.  — Expression  du  polynôme  V»».  — Ex- 
pressions de  cos  na  et  de  fonction  de  tosrt.—  Ëxpressionxln 

polynôme  Un/  Formation  d'une  équation  difTècenticllc  linéaire  du 
deuxièmeordre,  à laquelle  satisfait  la  fonction  Un.  — Nouvelle  manière 
dedéinontcer  la  réalité  des  racines  des  équations  Vn  =o,  U«  î=ro. 


Je  présenterai  dans  cette  leçon  quelques  développe- 
ments sur  les  polyntnnes  V„  efU„,  auxquels  nous  a Con- 
duits la  considération  de  l’équation  binôme. 

Formation  d’une  équation  différentielle  linéaire  du 
deuxième  ordre,  à laquelle  satiffait  la  fonction  V„. 

est  une  fonction  entière  d’une  variable  z.  On  a 


{■) 

et 

(2): 

d’où 

(3) 


x"-H- 


'h— 

ilx  x’ 


Dilférentions  l’équation  (i)  par  rapport  à x,  il  viejit  . 
€lz  dx  dz  \ x^j  \ 


ou 

(4) 
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tlilVéreiitions  aussi -ccUe  équation  (4)  par  rapport  à ar.jl 
vient  ■ . 


(■"-  î)  (■-?)  i) 

ou,  en  multipliant  par  .T', 

‘ 5 ) (^  - ?)'  j.)  = « • 

mais  on  a • ' • ■ ■ 


JC  ’ X 4- 

X 


iloiir  ré<|uation  (5)  dcviciii 


(6)  = 

C’est  l’équation  dilTérentielle  que  nous  voulions  obte- 
nir, et  qui  nous  servira  à déterminer  l’expression  du  po- 
lynôme V„.  Il  est  aisé  de  démontrer  que  ,V„  , ou  le  produit 
de  V„  par  une  constartle  arbitraire,  est  la  seule  fonction 
entière  et  rationnelle  de  s qui.  puisse  satisfaire  à l’équa- 
tion (6).  En  ertet,  eonsidérons,  au  lieu  de  V„,  la  fonction 
.plus  générale  * 

* B' 

(l)  H„c=  Ax"  -I-  — , 

. .î*" 


OÙ 'A  et  R sont  deux  constantes  arbitraires.  En  opérant 
sur  0„,  comme  nous  venons  de  faire  sur  V„,  on  arrivera 
à l’équation  diflrérentiellc 


(8) 


qui  ne  diffère  de  (fi)  qu’en  ce  que  V„  y est  remplacé  par  0„. 
(ietle  équation  (8)  a évidemment  pour  intégrale  générale 
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rwjualion  {y) , que  l*oii  peut  mettre  sou»,  lu  fanne 

e.=  c(x-+^)+«C'^x*-^), 

On  désignant  {>ar  C et  C'  deux  constantes  arbitraires.' 
D’ailleurs  ^ est  précisément  V„ , ci  l’équation  U) 

* X * • , • 

donne  . • • • " 


- 1 I /•  . I \ fiy„  I i— — j 

■r".  n\  X j dz  n’  . ^ 


IX; 

dz 


d’où  il  résulte  que  l’intégrale  générale  de  l’équation  (8) 
est  ' , • ■ • - 


e„=Cy.-4-C'  \/s’-4 


dz. 


C eiC'  étrint  les  deux  constantes  arbitraires;  et,  par  con- 
séquent, le  produit  de  V„  par  une  constante  C est  la  fonc- 
tion rationnelle  la  plus  générale  qui  puisse  satisfaire  à 
l’équation  (8).  \ • . ' ■ * 

• * • * • . 

Expression  du  polynôme  V„. 

Nous  savons  que  Y„  est  un  polynôme  du  degré  nen  z, 
qui  ne  renferme  que  des  termes  de  môme  parité  que  n;’. 
nous  savons  aussi  qtie  le  terme  du  plus  haut  degré  a pour 
eoeflicient  l’unité.  Nous  poserons  donc 

(T)  V,=iz.-|-A,  ï— ’-t-A, Z— ^ 

et  nous  allons  clierclier  à déterminer  les  coefficients  Ai, 
..À,,  etc.,  par  la  eomlition  que  V„  satisfasse  .à  l'équation 
dilférciitielle 


r/*V  flV 
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Oii  lire  de  l’équalion  (i),  par  la  dillércutiaiioii , 

— = /îz-'  H- . . . + _ a/j)  A,  + . . . , 

= n(n—t)z—'  2/)-f-2){n— 2;>H-i)A^,z''-V 

(rt  — 2/j)  (n  — 2/j  — i)  A,  Z"-’?-’  . . , 

cl,  en  substituant  dans  l’équation  (2)  les  valeurs  de  V„ 
f/V,  d’V 

— T-»  -r;"’  le  coefficient  de  Z "“’r  sera 

c/z  rfz’ 


(fl  — 2/j)(n  — 2/j  — i) 
+ («  — 2/7) 

/I» 


A,— 4 ( 71  — 2.;, a ) { 7t  — 2/7 1 ) A^, 


OU 


— 4/>(«  — p)Af  — 4 (n  — 2/7  4-  a)  (/f  — 2/7  4-1)  A^_,, 
mais  ce  coefCcienl  doit  être  nul,  on  a donc 


A = — ("—a/7  4-  2)  (77  — 2/7  4-i) 
P{"  — P) 


Cette  relation  conduit  aisément  à l'expression  générale 
de  A,,j  car,  le  cocfficienl  A»  de  z"  étant  égal  à i,  011  a 


(n— 2/74- 2)  (/I  — a/7  4-1) 

p(n—p)  f~" 

(77-2/74- 4)  (77  — 2/7  4-3) 

(/7— i)(t7  — /74-1) 


A.  = 


A,  = 


("  — a)  ("  — 3) 
2.(77  — 2)  ^ ' 

M"  — 0_ 

1.(77  — i)' 


F.n  multipliant  toutes  ces  équations,  et  supprimani  les 

i3 
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facteurs  communs,  il  vient 

A»  — ;“***  O î 

^ ï .2.3.  . 

la  valeur  du  polynôme  V„  est  donc 


n{n  — 3)  n(n  — 4)("  — 5) 

,V,  z=  Z"  — nz"-’  4-  -î— z"-‘ i ^ A, ’ + . . . 


2.3 


I + , y.  l)(«— />— 2)...(«— 2/)-l-2)(«  — 2/>-<-l)  ^ 

' ^ i.2.3...n 


On  peut  obtenir  de  diverses  manières  rexpression  du 
polynôme  V„  que  nous  venons  de  former.  On  peut , en 
particulier,  déduire  cette  expression  de  la  formule  qui 
fait  connaître  les  sommes  de  puissances  semblables  des 
racines  de  l’équation  du  second  degré,  ainsi  que  cela  se 
trouve  expliqué  dans  la  jVole  I.  La  méthode  que  nous 
avons  adoptée  ici  est  fort  simple  et  elle  a surtout  l’avan- 
tage de  pouvoir  être  employée  utilement  dans  un  assez 
grand  nombre  de  questions  analogues. 

Expressions  de  cos  na  et  de  en  fonction  de  cos  a. 

^ sin  a •' 


Le  problème  que  nous  venons  de  résoudre  est  identique 
à celui  qui  a pour  objet  de  trouver  l’expression  do  cos  na 
en  fonction  de  cos  a.  Si , effet,  on  pose 

X = cos  a + \J  — I sin  a , 

on  a 

Z = 2 cos  a , V,  = 2 cos  na. 

Exprimer  V„  en  fonction  de  z , c’est  donc  exprimer  cos  na 
en  fonction  de  cos  a.  En  remplaçant  V„  et  z par  2 cos  na, 
et  2 cos  a dans  l’c^uation  que  nous  avons  trouvée,  il  vient 


cos  na  = 2"“'  cos"  a — 2"“’  n cos"~’  a -f-  2"“‘ 


n(n  — 3) 
I . 2 


cos"~*a  — . . . 


+ (—ly-i’-'p-' 


1.23..  P 
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sin  na  n est  jamais  exprimable  en  fonction  rationnelle  «le 

_ ^ *1  Sïïi  ftn  .«  _ 

to.sa,  mais  le  rapport  1 est  loiiiours.  En  clilTeren- 

* ‘ sin  a J 

liant  1 équation  précédente  par  ra])pori  à a,  et  divisant 
ensuite  par  — n sin  a , on  a 

—7—  = 2"  'cos"-'a-2'»->(/j-2)cos"-'a+2"-‘'- ^ — — cos"-*a  — ... 

siii  a 12 

-^P)  cos-.r-a  + 

I .2.3.  . 


EnGn,  en  changeant  a en  - — a dans  les  équations  (i) 

et  (2),  on  aura  deux  autres  formules,  «jui  feront  connaître, 

en  fonction  rationnelle  de  sin  a,  cos  na  et  si  ,.st 

cos  a 


cos  na  . 

pair,  ^ et  sm  na  si  n est  impair. 


Expression  du  polynôme  U„. 

Nous  avons  trouvé , en  dilférenliant  V„  par  rapport  à .r. 


on  déduit  de  là 

I 

X" 

I rfV,  X" 


n dz 

X 

X 

on  aurait  de  même 


=:  x"“*  -f-  x"“*’  -f-  x"”^  -4-, . . 


t rfv.^, 
n -h  I fi~ 


X"  -t-  j:"”’  4-  i"-*  -f- 


et,  par  suite , 


1 + » 

n dz  n + I 


Hz 


X"  4-  x"-‘  4- , . . 4-  . 

x"'* 


1 


i3. 
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mais  le  seeoiul  membre  de  celle  cquaiioii  esl  préeiscinent 
«'•gai  à U„ , on  a donc 

U — 1 '—-i-—!— 

' n (h  « -J-  I ih 


De  l’expression  préc<5demmenl  trouvée  pour  V„,  on  lire 


1 fl\\ 
n (iz 


= I"-'  — (n  — %)  Z"-'  -(- 


r„_3(/.-4) 


on  a aussi,  en  changeant  « en  « -+-1, 


I 

n -1-  I (iz 


I"  — [n  — 0 z""'’  -+- 


(/»  — ?.)(»  — 3) 

I %2 


Par  suite,  la  valeur  de  U„  sera 

(n  — 7.)(n — 3) 

U„=z"  + z""'  — (n  — — (n — alz"^’-!- ^ i z"~ 

\ / A Z 12 


I .2 


I . 2 . . P 


' ‘ \ .7.. . .p 


Dans  celle  expression,  les  termes  de  même  parité  que  n 

jH-ovicnnenl  tous  de  autres  proviennent  de 

r/V, 

<lz 


Formation  rf  une  équation  différentielle  linéaire  du 
deuxième  ordre,  à laquelle  satisfait  la  fonction  U„. 

On  pourrai  t employer,  pour  déterminer  le  polynôme  U„ . 
un  procédé  semblable  à celui  dont  nous  nous  sommes 
servi  pour  calculer  V„  ; on  formerait  ainsi  une  équation 
dilférentiellc  à laquelle  satisferait  U„,  et  dont  on  dédui- 
rait ensuite  la  valeur  de  ce  polynôme;  cette  seconde 
marche,  que  je  me  borne  à indiquer,  esl  beaucoup  moins 
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simple  que  celle  que  nous  avons  suivie,  mais  l’équation 
clillérenlielle  dont  nous  'venons  de  parler  est  utile  à con- 
naître. Voici,  je  crois,  le  moyen  le  plus  aisé  de  la  trouver. 
On  a 

d’où,  en  dillérentiant  par  rapport  à x,  se  rappelant  que 
^ = I — IP’  multipliant  ensuite  par  x. 


multipliant  par  x — et  observant  que 

(x  - i) ’=  Z’-  4 et  (xz  _ = V,,.  - V,_. , 


il  vient 


,^/U„ 


(î' - 4) " (V.+.- v._,)  + ("  - i)  ( V.- V.,.). . . 

H-  3 {V.  - V,)  + 2 (V,-  V,)  + (V,  - 2) 

= /I  V,_n  — 2(V,-f-  V,_i  i), 


ou 


(*’—  4)^^  H-  2U,  = + (/I  -+-  i)  V,. 

DilTérentiant  cette  équation  par  rapport  à z,  on  obtient 

,,  , //U,  , ,/irfV,  I rfV.+,\ 

(*  — 4 -rr+2  z-Hi  -T^=/i  n-t-i  ^ 

' dz’  ' dz  ' ' \n  dz  n-hl  dz  / 

Mais  nous  avons  déjà  trouvé 


1 rfV.4-,  . 

n dz  ' n + i dz  ’ 
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on  a donc  enfin 

(■)  (*’— 4)^^-  + — n(/z-+-  i)U,=  O. 

C’csl  l’équalion  diflcrcnticlle  que  nous  voulions  former. 
Il  suit  de  là  que  l’équation 

f{i  Ûk  flÇk 

(2)  (î>  — 4) 2 (î-i- 1) — « (/I  + i)  0,=  O 

est  satisfaite  par 

««=U.,  ou  0„  = CL'„, 

C désignant  une  constante  arbitraire;  et  cette  solution 
Cü„  est  la  seule  solution  rationnelle  de  l’équation  (2). 
On  s’en  assure  aisément  en  cherchant  l’intégrale  générale 
de  l’équation  (2),  qui  est 

».  = eu.  + c [u.  + . 

C et  C'  désignant  deux  constantes  arbitraires;  ou  voit 
que  celte  valeur  de  0„  n’est  rationnelle  que  si  l’on  fait 
C'  = o , auquel  cas  elle  sc  réduit  à Cü„. 

Nouvelle  manière  de  démontrer  la  réalité  des  racines 
des  équations  V„  = o , U„  = o. 

Les  deux  équations  difl’ércntiellcs  que  nous  avons  for- 
mées et  auxquelles  satisfont  les  fonctions  V„  et  U„,  per- 
mettent de  démontrer  la  réalité  des  racines  des  équations 
V„=o,  U,  = 0. 

Cette  remarque  est  importante,  car  un  procédé  analogue 
|)Ourra  être  employé  dans  beaucoup  d’autres  cas.  Kous 
ne  nous  occuperons  que  de  l’équation  V„  = o;  les  mêmes 
considérations  s’appliqueraient  à l'équation  U„  = o. 
iVous  avons  trouvé  l'équation  diflérentielle 
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dillei'cntions  p — a fois  cette  équation , et  observons  que 

dP-'  , , ,,  rf>V,  , , ,,  dP\\  , , ^ d!^'  V. 

dzP-’  ' ^ttz'  ' ^ dzP  ^ ' dzP~' 

HP-'  V„ 


— 2)  (p  — 3) 


dzP-‘ 


dP-’ 

dzP-' 


d\\ 

dz 


dzP-' 


(p  — l) 


HP-'  V, 
dzP-' 


on  aura 


(2) 


, , HP  \\  Hp-'\\ 


r , > ^HP-'V„ 

= O. 


Les  équations  (i)  et  (a)  peuvent  s’écrire  ainsi  : 


dV,  d’\. 

v,  = ï~-(4-z’)~. 


(3) 


dz 

\dP-'\„  2/. -3 


dz' 
HP-'  V. 


4-; 


dP\, 


diP—'  tP — {p — a)’  ilzP~'  n'  — (p  — a)’  dzP 


Cela  posé,  considérons  la  suite  formée  de  la  fonction  V, 
et  de  toutes  ses  dérivées,  savoir  : 


(4) 


V., 


dz 


H'V, 

ilz‘ 


H"  y, 

dz" 


la  dernière  de  ces  fonctions  est  constante.  On  voit,  en 
outre,  par  les  équations  (3) , que  ; 

i“.  Deux  fonctions  consécutives  ne  peuvent  s’annuler 
pour  une  même  valeur  de  z comprise  entre  — a et  + a ; 
car  alors  toutes  les  suivantes  s’annuleraient  pour  cette 
valeur  de  z,  ce  qui  est  impossible,  la  dernière  étant  une 
constante  différente  de  zéro. 

a“.  Si  une  fonction  s'annule  pour  une  valeur  de  z com- 
prise entre  — a et  -t-  a,  la  fonction  ijiti  la  précède  et  celle 
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qui  la  suit  sont  de  signes  conlraires  j>our  eelte  même 
valeur  de  z. 

Il  résulte  de  là  que,  si  l’on  veut  appliquer  la  méthode 
de  M.  Sturm  à l’équation 

(5)  V,=  o, 

on  pourra  substituer  la  suite  (4)  à la  suite  des  fonctions 
que  l’on  obtiendrait  en  exécutant  sur  V„  et  sa  dérivée 
l’opération  du  plus  grand  commun  diviseur,  avec  la  pré- 
caution qu’exige  la  méthode  relativement  au  changement 
de  signe  des  restes  ; pourvu  qu’on  ne  fasse  varier  z que  de 
— 2 à -H  2.  Et  si  a et  S désignent  deux  nombres  quel- 
conques compris  entre  — i et  -h  a , tels  que  a < Ê,  l’d- 
quation  ( 5 ) aura  autant  de  racines  comprises  entre  æ et  S 
qu’il  y aura  d’unités  dans  l’excès  du  nombre  des  varia- 
tions des  signes  de  la  suite  (4)  pour  z — a. ^ sur  le  nombre 
des  variations  des  signes  de  cette  suite  pour  z ■=§. 

Faisons  d’abord  z = — 2,  les  équations  (3)  donneront 

y __  dP-'y„_  _ 2/. -3 

* “ (/i  ’ dzP-^  — 2)*  dze-'  ’ 

et,  par  conséquent,  la  suite  (4)  présente  n variations  de 
signes  pour  z = — 2. 

Faisons  ensuite  2 = 4-2;  les  équations  (3)  donneront 

V — ih  dP-'\„  _ 2/)  — 3 dP~'  V 

" ^ f/z  ’ dzP~^  ^ n’  — (p  — 7.ÿ  dtP~‘  ’ 

et,  par  conséquent,  la  suite  (4)  ne  présente  aucune  varia- 
tion pour  2 = 2. 

Donc,  enfin  , les  n racines  de  l’équation  (5)  sont  réelles 
et  comprises  entre  — 2 et  4-  a. 
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Résolution  do  l'équation  générale  du  troisième  degré. — Méthode  de  Hudde. 
— Méthode  do  Lagrange.  Comparaison  des  deux  méthodes  précé- 
dentes. — Méthode  de  Tschirnaûs.  — Méthode  d’Euler. 


Résolution  de  F équation  générale  du  troisième  degré. 

Je  me  propose,  dans  cette  leçon,  d’exposer  les  princi- 
pales méthodes  connues  pour  la  résolution  des  équations 
du  troisième  degré. 

Méthode  de  Hudde. 

Des  diverses  méthodes  connues  pour  la  résolution  de 
l’équatiou  générale  du  troisième  degré,  la  plus  simple  est, 
sans  contredit,  celle  de  Hudde.  C’est  aussi  celle  que  nous 
exposerons  la  première. 

Comme  on  peut  toujours  faire  disparaître  le  second 
terme  d’une  équation , nous  considérerons  l’équation 

( I ) -f-  px  q = O 

débarrassée  du  terme  en  x'.  Posons 
(2)  x = x-Jrz, 

y étant  une  nouvelle  variable  et  z une  fonction  de  y, 
que  nous  nous  réservons  de  déterminer,  de  manière  que 
l’équation  transformée  en  y rentre,  s’il  est  possible,  dans 
les  classes  d’équations  que  nous  savons  résoudre.  Rem- 
plaçons dans  l’équation  (i)  x par  sa  valeur  tirée  de  (2), 
on  aura 

i,v  -4-  z)’  + /'  ( V -+■  j)  -t-  y = O, 
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OU 


(3)  (/’-|-î'  + 7)  + (.r4-î)(3/n-;>)  = o. 

Si , maiulcnanl , on  détermine  z par  la  rondition 
3yz  -h  P = O, 

un  a 


et  l’équation  (3)  se  réduit  à 


un 

(4) 


r ; -t-  7 = O, 

27  _r’ 


Cette  é^juation  en  y peut  se  résoudre  à la  manière  des 
équatiuns  du  second  degré,  car  elle  ne  contient  que  les 
puissances  y^  et  y*.  Ensuite,  <|uand  y sera  connu,  on 
aura  x par  la  runmile 


(5) 


x = y — 


P 


L’é-quaiion  du  sixième  degré  (4),  à laquelle  nous  rame- 
nons ainsi  l'équation  proposée,  a é;lé  aj)pelécpar  Lagrange 
la  reduile  ou  rcsoh'anle  de  l'équalion  (i). 

Quoique  cette  résolvante  ait  six  racines,  la  formule  (5) 
ne  donnera  pourtant  que  trois  valeurs  de  x,  comme  cela 
doit  être.  F.ii  effet,  la  résolvante  ne  change  pas  i|uand  on 

change  y en  — eu  sorte  que  ses  six  racines  forment 
trois  groupes  tels,  que  le  produit  des  deux  racines  de 
chaque  groujKi  est  égal  à — et  il  est  évident  ijuc  la  for- 
mule (5)  donnera  la  même  valeur  |)our  x quand  on  rem- 
placera r siiccessivemenl  pai-  les  deux  lacinesd'un  même 
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{;roujH-.Cf«-i  va  résulter,  au  surjilus,  «le  l’expression  même 
«les  valeurs  «lexiloiil  nous  allons  nous  occuper. 

De  l'équation  (4)  on  tire  cette  valeur  de  jr’. 


«>u 


(6)  V'=— 

en  faisant,  pour  abrég«‘r, 


tL- 

27' 


entin,  l’équation  (6)  donnera 


(7i  r= 

Cette  expression,  ù cause  des  valeurs  multiples  des  radi- 
caux, représente  bien  les  six  racin«’S  del’é<[uation  (4);  mais 

nous  a«lmettrons,  dans  ce  qui  va  suivre,  «jue 

représentera  .seulement  l’une  des  trois  racines  cubirpies  «le 

— v^R.  Ce  sera  celle  que  l’on  voudra,  mais  ce  sera 

toujours  la  mi'me;  en  sorte  que,  si  a et  o désignent  les 
«leux  racines  cubiques  imaginaires  de  l’unité,  les  six 
racines  de  l’équation  (4)  pourront  être  représentées  par 


(»)  a^-|±vR,  6y-|±vR- 

Kt  comme  des  deux  radicaux 


1«'  premier  nous  repiéscnle,  par  tmlre  c«ins enlion , celle 
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des  trois  iMi-inos  (uibiqties  de  — | -t-  v'R  nous  vou- 
drons, le  second  également  celle  des  trois  racines  cu- 
biques de  — ^ — v'R  tine  nous  voudrons , et  qu’en  outre , 

• 

leur  produit  a pour  cube  — nous  pouvons  clioisir  les 
valeurs  de  ces  deux  radicaux  de  manière  que  leur  produit 
soit  égal  à — ou  aura  alors 


Si  maintenant  on  porte,  dans  l’équation  (5),  chacune  des 
valeurs  (8)  dey,  on  aura,  en  se  servant  de  l’équation  (9) 
et  se  rappelant  que  «6  = 1,  les  valeurs  suivantes  de  x : 

a V R H- 6 ÿ/- v'R> 

® v'R  + “ \/- 1 + v^*V’ 

qui  se  réduisent  évidemment  à trois  distinctes , savoir  : 

^-I  + v'R-H 

a I -t- s/r -H  e y/— ^ — v/r  > 

^ v'R  + »^''-|-s'R* 
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Ci;s  trois  racines  de  l'équation  (i)  pourront  être  repré- 
sentées par  la  formule  unique 

(io)  X=  y/_  Z -I- ç/r_)_  y/_  Z_  y'â, 

dite  formule  de  Cardan,  pourvu  qii’alors  on  laisse  aux 
radicaux  eubi(pies  toute  leur  généralité,  mais  qu’on  n’as- 
socie enseniLle  que  les  valeurs  de  ces  radicaux  qui  donnent 

un  produit  égal  à — 

Si , dans  la  formule  (lo),  on  eoiubinc  cha<|ue  valeur  du 
premier  radical  cubique  avec  chaque  valeur  du  second , on 
aura  en  tout  neuf  valeurs  de  x,  qui  seront  les  racines  des 
trois  éfjuations 

+ px  -h  q =z  O, 
x'  pnx+  q = O, 

= o, 

ainsi  qu’on  s’en  assure  aisément  en  faisant  disparaître  les 
radicaux  de  l’équation  (lo). 

Tout  ce  qui  précède  a lieu,  quelles  (jue  soient  les  (quan- 
tités ff'vx  q,  réelles  ou  imaginaires.  Nous  allons  ajouter 
quelques  détails  relatifs  seulement  au  cas  où  les  coeffi- 
cients sont  réels. 

Discussion  de  la  formule  de  Cardan. — p et  q étant 
réels  , supposons  R ^ o , ou 

4 A»" -H  27  7’ > O : 

les  deux  radicaux  qui  entrent  dans  l’équation  (10)  auront 
chacun  une  de  leurs  trois  valeurs  réelles.  Désignons  par  A 
la  valeur  réelle  du  premier,  par  R celle  du  second,  les  trois 
valeurs  du  premier  radical  seront 

A,  A.  % J 
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celles  du  second  seront 

B,  Ba,  B6; 

cl  comme  les  valeurs  des  deux  radicaux,  iju’il  faut  pren- 
dre ensemble,  doivent  avoir  un  produit  réel,  on  aura, 
pour  les  racines  de  l’tx|uation  (i) , 

A +B, 

Aa  -f-  B6, 

A 6 -t-  Ba. 

D’ailleurs, 

— i-f-v/  — 3 — I — s/  — 3 . 

a = y 6 ==  * 

2 a 


les  trois  racines  de  l’équation  (i)  seront  donc 


A R cl 


V-3. 


Ainsi , dans  ce  cas,  l’équation  (i)  a deux  racines  imagi- 
naires. 

Si  l’on  a R — O,  ou 

4/)'  -I-  277>  = O, 

la  seule  diflérence  avec  le  cas  précédent  est  que  l’on  a ici 
B = A ; alors  l’équation  (i)  a scs  trois  racines  réelles, 
mais  deux  sont  égales  entre  elles. 

Supposons,  en  troisième  lieu,  R <^o,  ou 

4/^’ 4- 27  7’<o, 

chacun  des  radicaux  qui  entrent  dans  la  valeur  de  x 
aura  ses  trois  valeurs  imaginaires;  mais  il  est  facile  de 
voir  que  l’équation  (i)  a scs  racines  réelles  cl  inégales. 
Soient,  en  effet, 

A -i-  B \/ — 1 , a(A+-B\/ — i),  ç(A-f-B  — 1 ) ^ 
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les  irois  racines  cubiques  de  l'expression  imaginaire 
— - y/R  ; l'expression  imaginaire  conjuguée  — ? — V^R 
aura  évidemment  pour  racines  cubiques 

A — Bv'^,  e(A  — Bv'^),  a(A—  By/^); 

cl  comme  les  valeurs  des  deux  radicaux  qui  forment  la 
valeur  (lo)  de  x doivent  avoir  nu  produit  réel,  on  aura 
les  trois  valeurs  suivantes  de  x : 

( A + B — I ) H"  (a  — B y — i ) , 

a (a  -h  n ^ — I ) + 6 (a  — By  — I )» 

e(A  -H  B y ^)  -f-  a (a  — B y'^)r 

ou,  en  remplaçant  a et  6 par  leurs  valeurs, 

2A,  — A+By^,  —A  — B y/3. 

L’équation  (i)  a donc  ses  trois  racines  réelles,  comme 
nous  l’avions  annoncé,  et  il  est  très-facile  de  montrer 
qu’elles  sont  inégales. 

En  elFet,  on  ne  peut  avoir  d’abord 

— A -i-By/3  = — A — By/3, 

car  il  en  résulterait  R = o,  et  la  quantité  — ^ -f  y/R  se- 
rait égale  à la  quantité  réelle  A’,  ce  qui  est  contre  l’hypo- 
thèse. On  ne  peut  avoir  non  plus 

2 A = — A-±B  y/3,  ^ 

car  il  en  résulterait  B = ±;  A y/3  5 par  suite, 

A -t-By/— i=A(idb  y/—  3)  = — 2 a A , 
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— ? + v/R=  — 8«“A»=— 8A>, 


ce  qui  est  encore  contre  l’hypothèse,  puisque  le  second 
membre  est  réel. 

Le  casque  nous  avons  examiné  en  dernier  lieu  est  fort 
remarquable  ; car,  bien  qu’alors  les  trois  racines  de  l’é- 
quation du  troisième  degré  soient  réelles , la  formule  de 
Cardan  présente  leurs  valeurs  sous  une  forme  compliquée 
d'imaginaires  : et  si,  pour  faire  disparaître  ces  imaginai- 
res, on  cherchait  à mettre  les  radicaux  cubiques  qui  en- 
trent dans  la  formule  de  Cardan  sous  la  forme  A -I-  B — i , 
on  trouverait  que  les  quantités  A et  B dépendent  d’une 
équation  toute  semblable  à la  proposée.  L’équation 
en  A,  par  exemple,  aurait  scs  trois  racines  réelles , et 
l’on  trouverait,  par  conséquent,  une  expression  de  A 
également  compliquée  d’imaginaires.  C’est  pour  cetlc 
raison  que  le  cas  dont  il  s’agit  ici  a été  nommé  le  cas  irré- 
ductible. 

La  formule  de  Cardan  ne  peut  donc  servir  à la  résolu- 
tion numérique  de  l’équation  du  troisième  degré  que  si 
une  seule  racine  est  réelle.  Mais  dans  le  cas  irréductible, 
l’équation  se  résout  très-simplement  en  faisant  usage  des 
lignes  trigonométriques.  Si  l’on  pose,  en  effet, 


— = — p’  sin’w, 

27 


P cos  w , 


la  quantité  p et  l’angle  00  se  trouveront  déterminés  par  les 
formules 
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olla  formule  de  Cardan  donnera 
X = ^ p{\  cos  w -f-  V — 1 sio  w -f-  cos  61  — ^ — I sin  M ) ) 
ÿ/p  désignaut  une  quantité  réelle.  On  a d'ailleurs 

~ ; . W + aAjr 

V cos  w -t-  y — 1 sin  U = cos 2 •"  V — > sm  ^ , 

i~  i ; 6J-+-2X/T  , . W-f-2XlT 

V cos«  — V ~ = f"*  3 V — ' SI”  3 » 

où  h a l’une  des  (rois  valeurs  o,  i,  a.  On  doit  donner  à A 
la  même  valeur  dans  ces  deux  formules,  car  il  faut  que  le 
produit  de  leurs  premiers  membres  soit  réel  ; ou  aura 
donc 

1 W H-  a X TT 

X = a y P cos , 

et  les  trois  racines  de  l'équation  seront 

w J—  M-t-air  J,— 

ay'pcos^t  aypcos — - — , ay/pcos — ’ 

On  pourra,  dans  chaque  cas,  calculer  par  logarithmes 
les  trois  racines  dont  nous  venons  de  donner  l’expression. 

Méthode  de  Lagrange. 

Considérons  l’équation  complète  du  troisième  dcgié 

(i)  Pj*  4- Qj:  4- R = o, 

i-t  désignons  par  x, , x, , x,  ses  trois  racines.  D’après  la 
théorie  exposée  dans  les  onzième  et  douzième  leçons,  on 
jvourra  déterminer  les  valeurs  des  racines  x,,  x,,  Xj,  si 
l’on  parvient  à connaître  la  valeur  d’une  fonction  qucl- 
coinjuc  de  ces  racines,  tellement  choisie  cependant,  que 
les  six  valeurs  qu’elle  peutprendre  par  les  i .a.3  permuta- 
tions des  lettres  X|,  x,,  .r,  soient  différentes.  I. a méthode 

>4 
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de  Lagrange , que  nous  allons  exposer  ici , consiste  à dé- 
terminer direelemenl  la  valeur  d'une  fonction  linéairedes 
trois  racines,  telle  que 

(2)  r = j:, -4- Ax, Bxj, 

où  A et  6 désignent  des  constantes  quelconques,  et  à dé- 
duire ensuite  de  cette  fonction  l’expression  des  racines 
elles-mêmes. 

Si  l’on  fait  subir  aux  lettres  x, , ar» , Xj  toutes  les  per- 
mutations possibles,  on  aura  les  six  valeurs  .suivantes  de 
la  fonction  t : 

/,  rx  X,  -4-  Ax,  -4-  Bx,, 
l f,  X,  -4- Ax,  ■+■  Bx,, 

' f,  = X, -4- Ax, -4- Bx,, 

(3) 

j r,  = X, -4- Ax, -4- Bx,, 

1 t,  r=  X,  -4-  Ax,  -4-  Bx,, 

' f,  =r  X,  -f  A X,  -4-  Bx,, 

et  cette  fonction  t dépendra  de  l'équation  du  sixième 
degré 

qui  pourra  être  résolue  à la  manière  des  équations  du 
second  degré,  si  l’on  peut  disposer  des  constantes  indé- 
tei-minées  A et  B,  de  façon  qu’elle  ne  renferme  que  la 
sixième  et  la  troisième  puissance  de  t.  11  faut  et  il  suffit, 
pour  qu’il  en  soit  ainsi , que,  t désignant  l'une  quelconque 
des  racines  de  l’équation  (4),  et  une  racine  cubique  ima- 
ginaire de  l'unité , a / et  «’  t soient  aussi  racines  de  l’équa- 
tion (4).  Voyons  si  cette  condition  peut  être  remplie. 
D’abord  «t,  et  «*<,  ne  peuvent  être  égaux  ni  à t,,  ni  à f,, 
ni  à tg,  car  autrement  on  aurait  oc  = i;  il  faut  donc  que 
l’on  ait 

OC/,  f J et  a’  /,  = , 
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Ces  deux  dernières  équations  équivalent  aux  précédentes, 
puisque  rien  ne  distingue  les  racines  a et  a’  l’une  de 
l’autre  ; nous  adopterons  les  dernières , et  comme  elles 
doivent  avoir  lieu , quelles  que  soient  x, , JC,,  x,,  nous  eu 
déduirons  les  valeurs  suivantes  de  A et  B , 

A = a , B = a’. 

Il  arrive  alors  que  A et  B ayant  ces  valeurs , on  a aussi 
en  sorte  que  si  l’on  prend  pour  valeur  de  f 

f = x,  -i-  a X,  -h  a’jTj, 

l’équation  en  t aura  pour  racines 

r,,  xt,,  a’/,,  f,,  af,,  a’/,, 


et  sera,  par  conséquent , 
ou 


(5)  f~(t;  -hr;)t>-h  = o, 

en  faisant 

t,  =:  j:.  + ax,  -I-  a’x, , 
r,  = X,  4-  a’x,  -f-  axj. 

lorsque  les  valeurs  de  t,  et  f,  seront  connues,  celles  de 
Xt,  X,,  X,  le  seront  aisément;  on  a,  en  eflet, 

(7)  — P = X,  4-x,  4-x,, 


et  en  ajoutant  les  équations  (6)  et  (7),  il  >icnt,  à e.nnse 
de  a’  -I-  « + t = ‘>1 


(8) 


— P + t.  + f, 

X,  ~ _ 
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Pour  avoirXt,  il  faut  ajouter  les  trois  cquations  (6)  et  (7), 
après  les  avoir  multipliées  respectivement  par  a’,  a et  f, 
on  a ainsi 


(9) 


— P + a’f,  + ar, 


et  enfin  on  obtient  la  valeur  suivante  de  Tj, 

, , — P-t- af, + a’f, 

(10)  2 , 

en  ajoutant  les  t^uations  (6)  et  (7),  après  les  avoir  res- 
pectivement multipliées  par  a,  a’  et  i. 

Tout  est  donc  ramené  à résoudre  Pétjuation  (5),  qui 
est  alors  une  réduite  ou  une  résolvante  de  l’équatiou  pro- 
jKvséc.  Cherchons  d’abord  à exprimer  lc.s  coefficients  de 
la  résolvante  par  ceux  de  l’équation  proposée,  ce  qui  est 
possible,  puisque  ces  coefficients  -h  et  l]t\  sont  des 
fonctions  symétriques  des  racines  de  l’équation  projmsée. 

Si  l’on  multiplie  les  deux  équations  (6),  et  qu’on  ail 
égard  à la  relation  a’  -h  a i = o,  il  vient 

/,  t,=  + x\  -h  x[  — X,  X,  — X,  X,  — X,  Xi, 

= (x,  X,  -f-  X,)’—  3(x,  X,  -+■  X,  X,  -I-  X,  X,); 

et,  par  conséquent, 

(11)  f,f,=  P>-3Q; 

si,  enfin,  on  ajoute  les  deux  équations  (6),  après  les  avoir 
élevées  au  cube , on  a 

/J -H  r;  = 2 (xJ -h  -t- xJ) 

— 3(x(x,-t-x;x,-t-.r|x,-(-xîx,-|-x’.x,-t-xJx,)  + \3X,X,X, 
= 3(xJ  -t-  xJ  -h  x\)  — (x,  -P  X,  -t-  X,)*  l8x,  X.  X, 

--  — 2 P’  -t-  9 PQ  — 27  R ; 
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la  l'ésolvantti  (5)  devient  donc 

'•  — (—  3 P'  4-  9PQ  — 27  R)  f»  -4-  ( p>  _ 3 Q)>  = O. 

En  posant 

<«•=8, 

elle  se  réduit  à l’cquation  du  seeond  degré 

9=  — (— 2P'-t-9PQ  — 27R)8  + (?■_  3Q)>  = o; 

et,  en  appelant  6,  et  6,  les  deux  racines  de  cette  équation, 
on  doit  faire 

~ ^®t  > 9 " ^8,, 

Les  équations  (8),  (9)  et  (10)  deviennent  alors 

— P 4-  \/8i  4-  v/®j 

X, ^ , 

_ — P 4-  a’  -f-  a y 6, 

X. ^ , 

— P 4-  a ^ 8,  ■+■  h'Vb, 

•*3  " • 

3 


on  prendra  pour  y 0,  Tune  quelconque  des  trois  valeurs 
de  ce  radical , mais  la  même  daus  les  trois  formules  : 
quant  a 1 autre  radical  ^5,,  sa  valeur  est  déterminée 

quand  on  a fixé  celle  de  y/5,,  car  l’équation  (ii)  nous 
donne 

V'8,.y/ê7=  p>_  3Q. 

11  suit  de  là  que  les  trois  racines  pourront  être  représen- 
tées par  la  formule  unique 

— P 4-  y'Ô,  -t-  y'O, 

-3 . 
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(]ui  n’a  que  trois  valeurs  dislinclcs,  si  l’on  considère  que 

_ pj 3Q 

y/0,  Y est  mis,  pour  abréger,  à la  place  de — 

V8, 


Comparaison  des  deux  méthodes  précédentes. 

La  méthode  de  Lagrange , que  nous  venons  d’exposer, 
est  moins  simple  que  celle  de  Hudde  ; mais  elle  est  plus 
directe.  Toutefois  ces  deux  méthodes  fournissent  la  même 
résolvante,  et  nous  allons  voir  qu’on  est  naturellement 
conduit  à la  méthode  de  Lagrange,  en  étudiant  à fond 
celle  de  Hudde. 

Reprenons  l’équation  générale  du  troisième  degré 


(0 


x’  + Px’  -)-  Qx  + R = O. 


Pour  appliquer  la  méthode  de  Hudde,  on  commence  par 
faire  disparaître  le  second  terme,  en  posant 

P 

X = -J+X', 

ce  qui  ramène  l’équation  à la  forme 
(2)  x” px'  = 0 \ 

on  pose  ensuite 

x'  =x- 

et  l'on  obtient  enfin  cette  résolvante 


P 

3r’ 


(3) 


X'  + qf  — — = O. 

27 


Cela  posé,  si  désigne  runc  des  trois  racines  cu- 
biques de  — ^ y/j  + — ! celle  des  trois  racines 
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cubiques  de  — ^ — 

donne  pour  produit  ' les  six  racines  de  l’étjua- 

lion  (3)  sont 

ri)  »/i.  »’r«)  .fji 

et  celles  de  l'équation  (a) 

V, »/. + =t’ri  + «rî: 

par  suite,  en  appelant  j", , J't,  x,  les  trois  racines  de  l'c- 
quation  (i) , on  a 

P 

— 

P 

-r,  = — J + x'y,  H-  a r-,, 

P 

-C)  = — 2 4-  a /.  -t-  a'/i- 

Si  l’on  ajoute  ces  équations,  après  les  avoir  respective- 
ment multipliées  d’abord  par  i,  a,  a’,  puis  ensuite  par 
1,  a’,  a,  il  vient 

X,  -I-  ax,  -+-  a’Xj 
^‘  = 3 ’ 

X,  4-  a’x,  4-  ax, 


On  voit  par  là  que  la  méthode  de  Hudde  revient,  au 
fond,  à former  une  résolvante  en  j"  dont  la  racine  ait  j)our 
valeur 

X,  4-  a X,  -t-  a’  x, 


et  que  cette  résolvante  ne  diflère  de  celle  de  Lagrange  que 
|)ar  le  facteur  3 (|ui  divise  les  racines. 


\/f 


tL. 

27' 


qui,  multipliée  par_)-, 
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Méthode  de  Tschirnaiis. 

Nous  avons  déjà  eu  l’occasion  de  mentionner  la  mé- 
thode générale  de  Tscliirnaüs,  jK>ur  faire  disjtaraitre  d’une 
équation  autant  de  termes  que  l'on  veut.  Il  en  résulte 
une  méthode  pour  la  résolution  des  équations  du  troi- 
sième degré,  ainsi  que  nous  en  avons  déjà  fait  la  re- 
marque. Les  calculs  qu’cxigcl’application  de  celte  méthode 
sont  plus  simples,  si  l’on  a la  précaution  de  débarrasser 
d’abord  l’équation  proposée  de  son  second  terme. 

Soit  l’équation 

( 1 ) -i-  /JX  + q z=  O , 

et  jKisons , conformément  à la  méthode  de  Tschirnaüs , 

(2)  = a -f-  ta:  -+-  -z'. 

Si  l’on  élimine  x entre  les  équations  (1)  et  (a),  on  ob- 
tiendra cette  équation  en  y, 

(3)  j‘-(- A/’ -I- Bj -+- C = O, 
où  l'on  fait,  pour  abréger, 

A = — 3«i  -t-  7.p, 

B = 3fl’  — ^pa  + pb‘‘  -t-  3 76  -t-  p-, 

C = — fl’-l-  — pf  a — 3 7 in  4-  pqh  — 7'. 

Quant  à la  valeur  de  x en  fonction  de  j,  on  peut  la 
calculer  au  moyen  de  la  formule 

rfA  rfB  „f/(; 

<lb~  3 r’  -+-“2  Ar  4-  B ’ 
ainsi  qu'on  l'a  vu  dans  la  huitième  leçon. 

Enfin  , on  détei-mincra  iï  et  A de  manière  (jiie  l’on  ail 
•\  =:  O , B = O. 


« 
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Comme  ces  équations  sont,  l’iincdu  second  degré,  ranlie 
du  premier  degré  entre  a et  l> , on  trouvera  facilement 
les  valeurs  de  a et  h \ l’équation  (3)  donnera  alors 

X = 

et  l’équation  (4)  fera  connaitie  ensuite  les  trois  valeurs 
de  X. 

Cette  méthode,  fort  simple  au  point  de  vue  théorique, 
conduit  à des  calculs  très-laborieux. 

Méthode  d’Euler. 

Nous  nous  bornerons  à mentionner  cette  méthode,  qui 
rentre,  au  fond,  dans  celle  de  Tschirnaüs.  Elle  consiste 
à éliminer  y entre  deux  équations  de  la  forme 

«/’  -+-  è/  4-  c = X , /'  = rf, 

et  à identifier  l’équation  finale  en  x avec  l’équation  pro- 
posée, dont  la  résolution  s’ensuivra  évidemment.  On  peut 
dis{)oser,  .à  volonté,  de  la  valeur  de  l’une  des  indétermi- 
nées a,  fc,  c,  d\  on  peut  faire,  par  exemple,  a = i ou 
d = i . 
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Des  équations  du  troisième  degré  dont  deux  racines  peuvent  s'exprimer 
rationnellement  en  fonction  de  la  troisième  et  des  quantités  connues. — 
Étude  d’une  classe  étendue  d’équations  numériques  du  troisième  degré, 
qui  possèdent  une  propriété  remarquable. 


Des  équations  du  troisième  degré  dont  deux  racines 
penvent  s'exprimer  rationnellement  en  fonction  de  la 
troisième,  et  des  quantités  connues. 

Considérons  l’équaiion  du  troisième  degré  débarrassée 
du  second  terme 


(') 


et  dans  laquelle  p cl  q désignent  des  fonctions  ration- 
nelles de  quantités  quelconques  qu’on  regarde  comme 
connues.  On  peut,  comme  on  va  voir,  exprimer,  dans  un 
cas  assez  étendu , deux  quelconques  des  trois  racines  de 
l’équation  (i)  en  fonction  rationnelle  de  la  troisième  et 
des  quantités  connues. 

Désignons  par^  et  Z deux  quantités  ayant  pour  produit 
— J»  et  dont  les  cubes  ont  respectivement  pour  valeurs 


(2) 


soient  aussi  a et  S les  deux  racines  cubiques  imaginaires 
de  runilé  : les  trois  racines  x,  x,,  x,  de  l’équation  (i)  ont 
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•r  = 7 + Z , 

JT,  = a .)■  -H  S " > 

X,  =r  6 -f-  O Z , 


219 


ainsi  qu'on  l’a  vu  dans  la  dernière  leçon  ; on  a d'ailleurs 


— I + v^— 3 


> e = 


v^-3. 


2 2 

par  suite,  les  valeurs  de  x,  et  x,  deviennent 


(4) 


X,  = — 


2 7. 

jr-hz  / — 3 


^3, 


2 2 

ou,  à cause  de  la  première  des  équations  (3), 


(5) 


X r — Z / — 2 

X,  — — — — V ““  3 . 

2 2 


On  voit , par  là , que  x,  et  x,  sont  exprimables  eu  fonc- 
tion rationnelle  de  x et  des  quantités  connues,  si  la  ipian- 
tité  jr — Z ^ — 3 l’est  elle-même. 

On  a , par  les  équations  ( 2) , 

7^-t-z’  = -v,  + 

et,  par  hypothèse. 


d’ailleurs 


r3  = --, 


V*  _ 
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portant  cette  valeur  de  y — z dans  les  équations  (5),  il 
vient 

, _ _ f y'— 277^ 

2 2(3x’-(-/))  ’ 

X ^ — 4/^’ — 277’. 

2 2 ( 3 x’  + /^  ) ’ 

d’où  il  résulte  quex,  etXts’exprimeronten fonction  ration- 
nelle dex  et  des  quantités  connues,  si  ^ — 4/>* — 277’ 
est  exprimable  en  fonction  rationnelle  des  quantités  con- 
nues dont  P ex.  q dépendent. 

On  peut  simplifier  les  précédentes  expressions  dex,  et 
Xi.  Nous  ferons  d’abord 

(6)  4/^' -f- 277'  = — /■’, 

r pouvant  être  léel  ou  imaginaire;  et  remarquant  ensuite 
quex  doit  satisfaire  à l'équation  (1),  nous  remplacerons 

dans  les  valeurs  de  x,  et  x, , x’  par  — on  aura 


X rx 

‘ 2 2 (2^x  -t-  37)’ 


X rx 

X,  — 1 ; — = — • • 

2 2(2px  + 3t/j 


Connue  ces  deux  formules  se  déduisent  rune  de  l'autre 
j>ar  le  changement  de  r en  — r,  les  valeurs  de  .r,  et  x. 
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seront  toutes  lieux  comprises  dans  la  formule  unique 
X rx 

2 2 (2/JX  + 3i/) 

— 2 p-r'-i-  {r  — 3f/)  X 
2 ( 9.px  -4-37) 

où  l'on  remplacera  r successivement  par  scs  deux  valeurs 
tirées  de  l'équation  (6). 

X est  une  fonction  rationnelle  non  entière  d’une  ra- 
cine .r  de  l’équation  (i);  ou  pourra  donc,  par  l’un  des 
procédés  indiqués  dans  la  troisième  leçon , mettre  sa  va- 
leur sous  la  forme  d’un  polynôme  du  second  degré  en  r. 

Pour  cela,  on  divisera  d’abord  le  premier  membre  de 
l'équation  (i)  par  ipx Zq,  et  l’on  sera  conduit  ainsi 
n l'égalité  suivante  ; 

Zp^(x^  + px-\-q)=z  (2/zr-t-  Zq){^p'x' — &pqx  -f- 4/'’+ O?’) 

— 7 (4/'’ -+-27  ?’)  = <'. 

d’où  l’on  tire 

, _ — yr’ 

■Zpx  -H  q l^p'  X^  — ^pqx  -H  4/'’  -l"  9 U'' 
et  la  valeur  de  X , donnée  par  l’é([uation  (7),  sera  alors 

X = — ^px'-\-[r  — Zq)x\^p'x'—6pqx  -H  4/^’+97’) 

I I 8^’x*  — 4 a'’'"'’-'’ ”t“  (il/’' + a:’! 

~2r/r>L  — (4//^ -l-97’)(r— 3y)j:  J’ 

enfin  on  chassera  de  cette  expression  de  X,  x’  et  x‘ , à 
l’aide  des  équations 

x^  XX  — px  — q,  x'  x=  — px'  — qx , 

et  l’on  aura 

(**)  ^ = — (97-f- r)x-+-4/;’]. 
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Telle  est  la  i'onnulc  la  plus  simple  par  laquelle  ou 
puisse  exprimer  deux  racines  de  réquaiioii  (i)  en  fonction 
rationnelle  de  la  troisième  et  des  quantités  connues, 
lorsque  r est  une  quantité  rationnelle. 

Mais  on  peut  aussi , comme  nous  l’avons  remarqué 
dans  la  troisième  leçon,  mettre  cette  valeur  de  X sous  la 
forme  d’une  fraction  ayant  pour  numérateur  et  pour  dé- 
nominateur un  binôme  du  premier  degré  en  x. 

Pour  cela,  on  divisera  le  premier  membre  de  l’équa- 
tion (i)  par  6px’  — (9<y-|-r)x-|-4p*,  après  l’avoir 
préalablement  multiplié  par  36  p*  pour  éviter  les  déno- 
minateurs ; on  trouvera  pour  quotient 

-I-  (99  + '’)> 

et  pour  reste 

^''(9'/  — '■)■'  - 4p’'-, 

en  ayant  égard  à l’équation  (6).  On  aura  donc 
36 p’  ( X -hpx  -h  I/) 

= [6px=  — (97  4-  r)a:-|-  4//][6pa:-f-  (97  .+.  r)] 

-h[2r{gt/  — r)x  — 4/Pr]  = O, 


et  par  conséquent 

6px’  — -h  r)x  -h  4 P'  = 

la  valeur  de  X sera  doiic 


— ( 97  — r)  J -I-  4 p’r 
(97  -t-  c) 


— (99  — + 

^P^+{9'i  + '■) 

Si  P et  <7  désignent  des  quantités  numériques  détermi- 
nées, et  que  la  quantité  4p’  277’  = — r’  soit  néga- 

tive, ce  qui  est  la  eondition  nécessaire  pour  que  l’équa- 
tion (1)  ait  scs  trois  racines  réelles,  les  deux  valeurs  de  r 
seront  réelles  et  de  signes  contraires;  en  désignant  donc 
spécialement  par  r celle  de  ces  deux  valeurs  qui  est  posi- 
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livc,  on  aura  les  expressions  suivantes  des  deux  racines  .r, 
et  Xt  en  fonction  de  la  troisième  x , 

— + — (97-hr)x  + 2^’ 

I I OJ  I ^ . V î ,«  " ————————  • 

6/>x4-(97+r)  b/,x+(97— r) 

Nous  allons  faire,  dans  ce  qui  va  suivre,  une  application 
assez  importante  de  ces  formules. 

Étude  d'une  classe  étendue  déquations  numériques  du 
troisième  degré,  qui  possèdent  une  propriété  remar- 

Si  l’on  développe  en  fraction  continue,  conformément 
à la  méthode  de  Lagrange,  les  trois  racines  .r,  x, , x,  de 
l’équation 

aH  — 7x  + 7=  o, 

on  trouve 

O ' ' 

— x=oH — , X|-=i-f-  

2 H 

■i-j. 

1 

J,  — ï _j 

I 

2 H 

I 

I H 


y désignant  la  racine  plus  grande  que  i de  l'équation 

y — 20 _r’  — 9/  -f-  I = O, 

en  sorte  que  les  trois  fractions  continues,  dans  lesquelle» 
se  développent  les  racines  x,x,,  x, , se  terminent  par  les 
mêmes  quotients. 

Cette  propriété  curieuse  de  l'équation  que  nous  venons 
de  considérer  a été  remarquée  depuis  longtemps,  mais 
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c’cst  tout  ix-ccmnieiu  que  M.  Lobaito  s’est  pro.posé,  le 
premier,  de  trouver  quelles  sont  les  équations  du  troi- 
sième degré,  à coefficients  commcnsurables , qui  pos- 
sèdent cette  propriété.  Ce  géomètre  a complètement  lé- 
solu  la  question,  pour  les  équations  de  la  forme 

-i-  px  -i-  q — O, 

dans  un  Mémoire  qui  fait  partie  du  tome  IX  du  Journal 
des  Mathématiques  pures  et  appliquées  de  M.  Liou- 
ville.  ^'ous  suivrons  à peu  près  la  marche  qu’il  a in- 
diquée. 

Si  une  équation  du  troisième  degré,  débarrassée  du  se- 
cond terme,  a ses  trois  racines  réelles,  le  coefficient  de 
la  première  puissance  de  x est  négatif;  nous  considére- 
rons donc  l’équation 

(1)  —px  + qz=o, 

et  nous  supposerons  p et  q positifs  et  commcnsurables 
(le  cas  de  q négatif  se  ramènerait  à celui  de  q positif  par 
le  simple  changement  de  x en  — x),  en  sorte  que  l'équa- 
tion (i)  aura  une  racine  négative  et  deux  racines  positives. 
Nous  désignerons  par  — x la  racine  négative,  par  x,  etx, 
les  deux  racines  jmsitives,  et  en  faisant 

(2)  rz=  -h  yj'^p'—  277% 

on  déduira  des  formules  précédemment  établies,  par  de 
simples  changements  de  signes  , 

6/zr  4- (9<7 -I- r)  ’ ’ 6/jjt -h  (9./ — r) 

Supposons  maintenant  que  les  fractions  continues  qui 
représentent  x cl  x,  soient  terminées  par  un  même  quo- 
tient complet d’après  les  propriétés  des  fractions  con- 
tinues, on  aura,  pour  .r  et  x, , des  valeurs  de  la  forme 
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(4) 


StI/.lfi.ME  IK<;0>. 


'4a;i 


_ Nr-t-  M _ Q.r  + P 
~N'r+M'’ 

M,  N , etc.,  étant  des  iionibri.s  entiers  positifs  assujettis  à 
vériiier  les. équations 

(5)  NM'— MN'  = ihi,  QP'— PQ'  = ±;i. 

Do  la  première  des  équations  (4)  on  tire 

_ M — M'.r 
Vx — N ’ 


et,  en  portant  cette  valeur  de  jr  dans  la  seconde,  il  vient 


(6) 


A JT  -H  B 


en  faisant , pour  abréger, 

A = PN'  — QM',  B = QM  — PN , 

A'=  P'N'  — Q'M',  B'  = Q'M  — P'N; 

d’où  l’on  déduit  aisément 

(7)  AB'  — BA'=(NM'  — MN')  (QP' - PQ')  = ± i . 

Les  valeurs  de  x,,  données  par  les  équations  (3)  et  (6), 
doivent  être  identiques;  car,  s’il  en  est  autrement,  en  éga- 
lant ces  deux  valeurs  de  .r, , on  aura  une  équation  du  se- 
cond ou  du  premier  degré  dont  les  coeibeients  seront  com- 
mensu râbles,  ou  du  moins  ne  contiendront  que  le  radi- 
cal r:  cette  équation,  aprèsqu’on  y aura  changé  ,r  en  — .r, 
aura,  avec  la  proposée  (i),  une  ou  deux  racines  communes, 
et,  dans  l’un  et  l’autre  cas,  le  premier  membre  de  l’équa- 
tion (i)  admettra  un  diviseur  linéaire  commensurablc  ou 
ne  contenant  que  le  radical  r.  Si  ce  diviseur  linéaire  est 
commensurablc,  l'équation  proposée  (i)  aura  une  racine 
commensurable.  Si  ce  diviseur  contient  le  radical  r,  et 
qiier  soit  incommensurable  , l’c^iation  proposée  (i)  aura 

i5 


Digiiized  by  Google 


22Ô  SEIZIÈME  LEÇON. 

une  racine  de  la  forme  æ + ër,  elle  admettra  donc  aussi 
a — êr  pour  racine , et  la  troisième  racine  sera  alors  com- 
incnsurable  ; d'où  il  suit  que  si  l'équation  (i)  n’a  pas  de 
racine  commensurable , comme  nous  le  supposons  évi- 
demment dans  cette  recherche , les  deux  valeurs  de  x, , 
données  par  les  équations  (3)  et  (6),  sont  nécessairement 
identiques  : ou  a donc 

/O,  97— 6;>_97-Hr 


On  peut  déterminer  aisément  la  valeur  X commune  à 
chacun  de  ces  rapports.  On  tire,  en  effet,  de  ces  é<|ua- 
tions  (8) 

X'(AB'  — BA')  = — 4r’; 

et  comme  AB' — BA'  doit  être  égal  à ± ij  il  faut  qu’ici 
AB'— BA'=— I,  et  V=4r>, 


d’où 


> = ± 2 r; 


011  peut  prendre  A = ar,  car  on  ramène  à ce  cas  celui  de 
X = — ar,  en  changeant  les  signes  des  quantités  .A,  B, 
A',  B',  ce  qui  est  évidemment  permis;  les  équations  (8) 
donneront  alors 


97  — 


A,  -"^'  = B.  ^=A', 

2 r 2r  2 r 


Donc,  pour  que  les  deux  racines  — x et  .r,  de  l’équa- 
tion (i)  se  terminent  par  les  mêmes  quotients  incomplets, 
il  faut  que 


(9) 


97ZLT,  iZl!, 

2r  2r 


97  -I-  r 
2 r'  2 r 


soient  des  nombres  entiers;  ce  qui  exige,  en  particulier, 
quel-  soit  commensurable,  puisque  p et  q le  sont  par 
hypothèse. 
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On  serait  arrivé  exactement  aux  mêmes  conditions  si , 
au  lieu  de  considéiTr  les  racines  — a*  et  Xi,  on  avait  pris 
— X et  Xi . 

Je  dis  maintenant  que  les  conditions  que  nous  venons 
de  trouver  sont  suffisantes  et  que,  si  les  quantités  (9)  sont 
des  nombres  entiers,  les  trois  racines  de  l’c^uation  (1)  dé- 
veloppées en  fraction  continue,  se  termineront  par  un 
même  quotient  complet. 

Posons 


(10) 


= B ^ 
2 r ’ 2 c 


A', 


B', 


les  formules  (3)  deviendront 


(") 


A X -t-  B 
A'x-hB'’ 


•r> 


B'  X -f-  B 
A*  X -H  A ' 


les  écjuations  (tu)  donnent  d’ailleurs 
(12)  AB'  — BA'=  — I, 

et , par  hypothèse , A,  B,  A',  ly  sont  des  nombres  entiers. 

Cela  posé,  pour  établir  la  proposition  que  nous  avons 
en  vue,  nous  commencerons  par  démontrer  le  lemnie 
suivant  : 

Lbmme.  — 5i  A , B,  A',  B'  sont  quatre  nombres  entiers 
tels , que  A > B,  A'  > ly,  et  qui  satisfont  à la  condition 

AB'  — BA'  = ± I , 

on  pourra  toujours  considérer  les  fractions  ^ et 

comme  deux  réduites  consécutives  d une  même  fraction 
continue. 

A 

Réduisons,  en  elfet,  -7  en  fraction  continue,  et  arran- 

geons-nous  de  manière  que  le  nombre  des  quotients  soit 
pair  ou  impair,  suivant  que  AB' — BA'  est  égal  à 1 ou 
à — I.  Cela  est  toujours  possible;  car  on  peut,  si  on  le 

i5. 
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juge  à propos,  diminuer  d'une  unité  le  dernier  (|uotieiit 
obtenu,  et  prendre  un  quotient  de  plus  égal  à i . Formons 

les  réduites  de  retle  fraction  continue , et  désignons  par 

M 

A 

Favant-demière,  c’est-à-dire  celle  qui  précède  —,i  on 
aura 

AM'  — MA'  = ± I = AB'  — BA', 


et,  par  conséquent, 

A(M'—  B')  = A'(M  — B). 


Or,  je  dis  que  cette  dernière  égalité  exige  que  l’on  ait 
M ==  B , M'  = B'  ; car  si  cela  n’avait  pas  lien  , A , qui  di- 
vise le  premier  membre  de  l’égalité  précédente,  divise- 
rait aussi  le  second,  et  comme  il  est  évideinment  premier 
avec  A',  il  diviserait  M — B,  ce  qui  est  impossible,  puis- 
que M et  B sont  totis  deux  moindres  que  A . 

Il  suit  de  là  que  l’on  peut  considérer  — comme  l’avant- 


dcrtiière  réduite  de  la  fraction  continue  dans  laquelle  se 
A 

développe  — Notre  Icmme  est  donc  démontré. 


Revenons  maintenant  au 
blir  (^'). 

■>  Si  l’on  a à la  fois 


théorème  qu’il 


s’agit  d'éta- 


A>B,  A'>B',  x>i, 


il  est  évident,  d’après  la  première  équation  (i  i),  que  x 
sera  un  quotient  complet  de  la  fraction  continue  dans  la- 
quelle se  développe  .r,  ; car,  à cause  de  l’équation  (la),  si 


l’on  fait  le  développement  de  —,  en  fraction  continue,  on 


(*)  Le  Mémoire  de  M.  Lobatlo  renferme  quelques  inexactitudes,  qui 
^ourf'int  n'inHrraent  on  rien  les  ronrliistons  de  rauteiir. 
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aura  , par  exemple , 


a 39 


A'~  6 -h. 


?=“  + nr: 


• .+ 


v-hj. 


et,  d’après  les  propriétés  des  fractions  continues. 


•r,  = a + , 


X 


Supposons  que  l’on  n’ait  pas  à la  fois  A > B,  A'  > B', 
mais  que  a:  soit  > i , et  posons 


X — a — 9 
Z 


a éunt  le  plus  grand  entier  contenu  dans  x,  la  valeur  de 
X,  devient 

J.  _ (A  a 4-  B ) s -H  A C r -t-  A 

(A'a  4-  B')  Z + A'  ~ C'z  + A'  ’ 

ici  l’on  a évidemment,  a n’étant  pas  nul , 

C>A,  C'>A' 
et 

^A'  — AC'  = 4-  I , à cause  de  AB'  — BA'  = — i ; 

d où  il  résulte,  évidemment,  que  z sera  un  quotient  com- 
plet de  la  fraction  continue  dans  laquelle  x,  se  développe. 
Cette  conclusion  est  en  défaut  si  a est  nul  5 car  alors  la 
valeur  de  Xj  est 
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el  il  se  peut  qu’on  n’ait  pas  a la  fois  A et  A', 

Posons  alors 

, I 

2=6  H — > 

U 

b çtant  rentier  le  plus  grand  contenu  dans  z ; on  aura 
( B 6 — A)/i*+-B  Du*f-B 

Comme  b ne  peut  être  nul,  on  a évidemment  D]>B, 
D']>  B'  ; d’ailleurs DB' — BD'=  — i,  donc  u sera  un  quo- 
tient complet  de  r, . 

Il  résulte  de  ce  qui  précède  que  l’un  des  trois  premiers 
quotients  complets  de  la  racine  négative  — x sera  néces- 
sairement un  quotient  complet  de  la  racine  positive  X,, 
et  par  conséquent  aussi  de  la  racine  x, ; car  tous  nos  rai- 
sonnements s’appliquent  à jr,  qui  se  déduit  de  x,,  en  chan- 
geant A et  B'  l’un  dans  l’autre. 

Formation  des  équations  qui  possèdent  la  propriété 
précédente.  — Nous  allons  former  les  équations  qui  pos- 
sèdent la  propriété  que  nous  venons  d’étudier. 

11  s’agit  des  équations  de  la  forme 

— px  -(-7=0, 

et  qui  sont  telles  , qu’en  posant 

r>  = 4/»>—  377’, 

on  ait 

(1)  97  — r = 2/-A, 

(a)  p'-  = rli, 

(3)  3/>=rA', 

(4)  (97 -f-r)  = arB', 

A,  B,  A',  B'  étant  des  nombres  entiers;  et  il  eu  résulte 

(5)  AB'— BA'=-i. 
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L'équaliou  (5)  étant  une  conséquence  des  (|uatrepremicrps, 
nous  pouvons  nous  borner  aux  équations  (i),  (3),  (4)i  (^)i 
et  même  substituer  aux  équations  (i)  et  (4)  celles  qu’on 
en  déduit  par  addition  et  soustraction  , savoir  : 


g(^=r(A+B'),  B'  — A = i. 


De  ces  dernière: 

s combinées  avec  les  éqnati 

011  tire 

(ti) 

B*  = A -+~  I ) 

(7) 

(») 

2 A -f-  1 
9 

(9) 

A' 

3'-- 

Des  équations  (8)  et  (9),  combinées  avi“c  l’é(|iiation 
r’=  4/^’ — 

9(2A  + |)’-|-27 
- ■ 4 A'»  " ’ 

par  suite  , les  équations  (8)  et  (9)  donnent 

,(2A-l-i)’-t-3  3(A'4-A4-i) 

^ = ^ ’ 

( 2 A “t" I -t-  3{2Ah-i)  _2 A* -f-  3 A’ -f-  3 A 1 

7=  - ■ 

Dans  ces  formules , A peut  être  considéré  comme  un  nom> 
bre  entier  absolument  arbitraire,  et  Â'  n’est  assujetti  qu'a 
la  seule  condition  de  satisfaire  à l’équation  (7),  c’est-à-dire 
de  diviser  A*-)-  A -f-  i . 

Il  résulte  de  là  que  les  équations  du  troisième  degré 
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dont  nous  nuiis  occupons  ont  la  forme  générale  que  voici  : 

.,A’  + A+  i 2A>4-3A’-4-3A-4-i 
x>  -3 X + = o. 

A désignant  un  nombre  entier  quelconque,  et  A'  un  divi- 
seur quelconque  de  A’-t-A-t-i . L’équation  x’ — ^x-(-7=o 
se  déduit  de  cette  équation  générale,  en  faisant  A = 4> 

A' = 3. 

M.  Ixibatto  s'est  borné,  dans  son  Mémoire,  à l’étude 
des  équations  du  troisième  degré  débarrassées  du  second 
terme.  On  arriverait  à des  résultats  plus  étendus,  en 
considérant  les  éijuations  complètes;  car  on  comprend 
qu’une  é( [nation  complète  puisse  posséder  la  propriété  que 
M.  Lobatlo  a étudiée,  et  ne  pas  la  conserver  quand  on 
l’aura  débarrassée  de  son  second  terme.  Cette  extension 
lies  recherches  de  M.  Lobatto  ne  présente  aucune  diffi- 
culté, car  l’équation  la  plus  générale  du  troisième  degré 
peut  être  mise  sous  la  forme 

[x  — af  p{x  — a)  + q — O, 

et  l’on  jieut  aisément  exprimer  deux  racines  en  fonction 
rationnelle  de  la  troisième,  en  se  servant  des  formules  que 
nous  avons  établies  prcH;édemment.'.  Ces  formules  feront 
connaitre  ensuite  les  conditions,  jiour  que  les  fractions 
continues  dans  lcsi|uelles  se  développent  les  trois  racines 
puissent  se  terminer  par  les  mêmes  ([uotients  incomplets  ; 
il  n’y  a qu’à  employer  des  raisonnements  tout  semblables 
à (eux  que  nous  avons  faits;  mais  je  crois  devoir  me  bor- 
ner ici  à cette  simple  indication.  Au  surplus,  on  trouvera 
dans  la  .Note  VII  l’extension  la  plus  complète  qu’on  puisse 
désirer  des  résultats  que  nous  avons  exposés  dans  cette 
leçon . 
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.» 

Résolution  de  réqiiatton  Qéncrale  du  quatrième  dcçrc.  — Méthode  de 
Louis  Ferrari.  — Étude  de  la  résolvante.  — Méthode  de  Lagrange.  — 
Méthode  de  Descartes.  — Méthode  de  Tschirnaüs  et  d'Kulcr. 


liésolnüon  de  régulation  générale  du  quati'ièiuc  degré, 

Nous  allons  examiner,  dans  celle  leçon,  les  principales 
méthodes  connues  pour  la  résolution  deré<|nallon  générale 
du  quatrième  degré. 


Méthode  (le  f.oiiis  Ferrari. 


I.a  méthode  la  plus  simple  pour  résoudre  l’é(|ualion  du 
quatrième  degré,  est  aussi  la  plus  ancienne-,  c’est  celle  de 
Louis  Ferrari  : elle  consiste  à faire  en  sorte  que  les  deux 
membres  de  l’é-qualion  soient  des  carrés,  et  elle  ramène 
par  suite  la  résolution  de  ré<juation  du  quatrième  degré  à 
celle  de  deux  é(|uations  du  second. 

Soit  l'é([uation 

(i)  x' -H />j:’ + + rx  H- J = O ; 

en  ne  conservant  dans  le  premier  membre  <pie  les  deux 
premiers  termes,  elle  devient 


x’  -H  /sx’  = — f/x=  — rx  ■ 


et , en  ajoutant  aux  deux  membres 


■f. 

1 afin  que  le  pre- 


mier membre  devienne  un  carré , 


Mise  sous  cette  forme,  récjuaiion  proposée  se  résoudrait 
immédiatement , si  le  second  membre  était  un  carré  ; car  il 
suffirait  alors  d’extraire  la  racine  carrée  des  deux  mem- 
bres. et  l’équation  ne  serait  plus  (|ue  du  second  degré. 
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C'est  à ce  cas  li'ès-particulier  que  la  méüiode  de  Ferrari 
ramène  tous  les  autres. 

Désignons  par  une  quanti  té  indéterminée,  et  ajoutons 
aux  deux  membres  de  l’équation  ( a)  la  même  quantité 


il  vient 


Maintenant,  déterminons  V,  de  manière  que  le  second 
membre  de  l’équation  (3)  soit  un  carré.  Il  suffit , pour 
cela,  que  l’on  ait 

ou 


(4)  — qy'  + {pr  — y — i [p^  — ^q)  — r'  = O-, 

et,  si  l’on  connaît  une  seule  raeine  de  cette  équation  en  y, 
la  résolution  de  l’équation  proposée  (i)  s’ensuivra  immé- 
diatement, car  l'équation  (3),  qui  est  la  même  que  (i) , 
peut  s’écrire  comme  il  suit  : 


et  elle  se  décompose  dans  les  deux  suivantes , qui  sont  du 
second  degré  : 
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L’équation  (4)  ; qui  est  du  troisième  degré,  sera  donc 
ici  la  réduite  ou  la  résolvante  de  l’équation  (i).  Nous 
avons  vu  qu’on  peut  exprimer  par  radicaux  les  racines 
de  l’équation  générale  du  troisième  degré  ; il  s’ensuit  que 
l’équation  du  quatrième  degré  jouit  de  la  même  propriété, 
car  les  équations  (5)  permettent  d’exprimer  les  quatre 
racines  de  l’équation  (i)  en  fonction  des  coefficients  et 
d’une  racine  quelconque  de  la  résolvante. 

Exemple.  — Considérons  l'équation 

jr'-t-x’  — 4-^’  — 

dont  les  racines  ont  pour  valeurs  absolues  le  côté  et  les 
diagonales  du  polygone  régulier  de  trente  côtés  inscrit 
dans  le  cercle  de  rayon  i.  La  résolvante  (4)  est  ici 

4 J"’  — — 33  = O. 

et  elle  a — 3 pour  racine  ; l’équation  proposée  sc  décom> 
pose  alors  dans  les  deux  suivantes  : 


et , en  géq^ral , en  appliquant  la  méthode  de  Ferrari  n 
une  équation  du  quatrième  degré  à coefficients  commen- 
surables  dont  les  racines  ne  doivent  pas  contenir,  dans 
leur  expression,  de  radicaux  cubiques,  on  arrivera  tou- 
jours à une  résolvante  qui  aura  une  racine  commensu- 
rable. 

Étude  rie  la  résolvante. 

Nous  venons  de  voir  comment  les  (juatre  racines  de  l'é- 
(|uation  proposée  peuvent  s’exprimer  à l’aide  d’une  seule 
racine  de  la  résolvante  : nous  allons  étudier  à son  tout 
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cette  résolvante,  et  examiner  de  quelle  manière  scs  ra- 
cines sont  formées  avec  celles  de  la  proposée. 

Désignons  toujours  par  y une  racine  quelconque  de  la 
résolvante,  et  par  jr, , x, , Xj , X,  les  quatre  racines  de 
l’équation  proposée , savoir,  parx,  et  X|  celles  qui  appar- 
tiennent à la  première  des  équations  (5);  par  Xj  et  x, 
celles  qui  appartiennent  fi  la  seconde.  On  aura  alors 


et,  en  ajoutant , 

V = X,  X,  -+-  XjX,. 

La  résolvante  a donc  pour  racine  la  fonction 

X.  X,  -t-  X,  X, 

des  quatre  racines  de  la  proposée,  fonction  qui  n’a  efl’ec- 
tivement  que  trois  valeurs,  quand  on  y échange  les  racines 
les  unes  dans  les  autres  de  toutes  les  manières  possibles. 
Posons  • 


la  résolvante  en  y se  transformera  dans  une  équation 
en  t,  qui  sera  du  sixième  degré,  mais  qui  ne  contiendra 
que  des  puissances  paires  de  t.  Celte  équation  ne  sera  pas 
plus  difficile  à résoudre  que  l’équation  (4) , et  on  peut  la 
prendre  pour  résolvante  à la  place  de  celle  dernière.  Les 
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équations  (5),  dans  lesquelles  sc  décompose  l'équation 
proposée,  deviennent  alors 


2t 


= o, 


et  l’on  en  déduira  les  quatre  racines  de  la  proposée,  si  l’on 
connaît  une  seule  racine  de  la  résolvante  en  t. 

Les  équations  précédentes  ont  pour  racines,  la  pre- 
mière , Xi  et  Xt , la  seconde , x,  et  x»  ; on  a donc 

I P + ^ 

x,  + x,=  , 


P — t 

X,  -H  J4  = » 

2 

et , en  retranchant , 

t «î* I JTj 

Telle  est  l’expression  de  la  racine  de  la  résolvante  en  /. 
C’est  une  fonction  linéaire  des  racines  de  la  proposée, 
qui  peut  prendre  elTectivement  six  valeurs  égales  deux  à 
deux  et  de  signes  contraires,  par  les  permutations  des  ra- 
cines X,  , Xt.,  Xj  , Xi. 


Méthode  de  Lagrange. 

D'après  la  théorie  générale  exposée  dans  les  onzième 
et  douzième  leçons,  on  peut  exprimer  rationnellement  les 
quatre  racines  de  l’équation  générale  du  quatrième  degré 
par  une  fonction  de  ces  racines  telle , que  les  i . 2 . 3 . 4 va- 
leurs qu’on  en  déduit  par  les  permutations  soient  dilfé- 
rentes.  Une  pareille  fonction  dépend  d’une  équation  du 
vingt-quatrième  degré;  mais  nous  venons  de  voir,  par 


Digilized  by  Googl 


238  UIX-SEPTIÈME  LEÇON. 

l’analyse  de  la  méthode  de  Ferrari , qu’il  sulTit,  pour  iV-- 
soudre  l’équation  du  quatrième  degié,  de  connaître  une 
fonction  des  racines  qui  ait  trois  valeurs  seulement,  ou  six 
valeurs  égales  deux  à deux  et  de  signes  eontraires. 

La  formation  à priori  de  l’équation  dont  dépend  une 
pareille  fonction  des  racines  de  la  proposée,  et  la  déter- 
mination subséquente  de  ses  racines,  constituent  une  nou- 
velle méthode  due  à Lagrange , et  que  nous  allons  actuel- 
lement exposer. 

Soit  l’é(|uation 

(1)  -(- -t- 4- rjr -f- i = O , 

et  désignons  par  X|,  X,,  X],  Xi  ses  quatre  racines.  La  fonc- 
tion la  plus  simple  de  ces  racines,  parmi  celles  qui  ne  peu- 
vent acquérir  que  trois  valeurs , est  x,  x,  x,  x*  ; posons 
donc 

X = x,  X.  -I-  X,  X, 

et  commençons  par  chercher  la  valeur  de  y,  ou  plutôt 
l’équation  du  troisième  degré  dont  elle  dépend. 

Soient  les  trois  valeurs  que  peut  acquérir  j-, 

on  aura 

J-,  = x,x,-)-XiX,,  Xi  = Xj  = 4- X2X,, 

et  l’équation  en  jr  sera 

(2)  r’—  (ri+r>4-r>)r’H-  = 

Les  coefficients  de  cette  équation  (2)  sont  des  fonctions 

symétriques  des  racines  de  l’équation  (i),  et  peuvent,  par 
conséquent,  s’exprimer  par  les  coefficients  p,  r,  s.  On  a 
Xi  4- r,  4-/2  = (x,  Xj4-x,  x,-4-  .r,  x.-t-  x,x,4-  x,x,-|-  XjX.)  = q, 

= (x, -t-  x,-+-  x,-+-  X,)  (x,  x,x, -(-  x,xjx,  -H  X,  x,x.  H-  x,x,x.) 
— 4x,  XjXjX,  =/  r — 4 J, 

X^X^Xi  — X,  x,x,x, 

X[(x,4-x,4-x,4-x.)’— 4(x,X:-(-x,x,4-x,x,-|-x,x,-)-.r,x,4-x,x,)] 
4-  (x,x,x,-4-  x,x,x,  4-  x,x,x,-f-  x,x,x,)»=:  s 4 9)  4-  c’; 
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l’équation  résolvante  en  y est  donc 

(3)  y^—  4.t)/—  [s(p'~^q)  + r’]  = o. 

!Nous  savons  résoudre  cette  équation,  qui  est  du  troisième 
degré;  voyons  maintenant  comment  on  obtiendra  les  va- 
leurs des  racines  x,,  x,,  x,,  X4. 

Soit  J,  une  racine  quelconque  de  l’équation  (3),  on 
aura 

X,  X,  -H  J,  ,r,  = y,  ; 

d’ailleurs 


■^1  J,  X,  — s ; 


donc  X,  X,  etXa  x»  sont  les  racines  de  l’équation  du  second 
degré 


(4)  I’— î -4-  .ï  =r  O. 

Soient  Z,  et  z,  les  racines  de  cette  équation  (4)>  on  aura 


2|  , X]  Xf  Zjy 

connaissant  ainsi  les  fonctions  x,x,  etx,  X4,  on  voit  de 
suite  qu’on  doit  en  détiuirc  rationnellement  les  sommes 
X,  -f-Xt  et  Xj  -)-X4,  qui  sont  des  fonctions  respectivement 
■semblables  à x,  x,  et  XjXa.On  a,  ell’ecti veinent, 


X,  X,  (x,  4-  JTi  ) 4-  JT,  X,  (xj  4-  .r,  ) = — r, 


ou 

d’ailleurs 

donc 


Z,  (x,  4-  Xi)  ■+■  ï.  (Xj  4-  X.)  = — r ; 
(x.4-  .r,)  4-  (x,4-  X.)  =z  — p. 


X,  4-  X,  = 


pz,  — r 


Connaissant  X, 4- X,  et  XiXt,  x»4-X4  01X3X4,  on  peut 
former  deux  équations  du  second  degré,  ayant  pour  ra- 
cines, la  première,  x,  et  x»,  la  seconde,  x,  et  x,,  et  le 
p^iblèine  peut  être  considéré  comme  résolu. 


1 


a4<>  DIX-SEPTIÈME  LEÇON. 

On  résout  plus  t'acilcnient  l’équation  du  quatrième 
degré,  en  prenant  une  résolvante  dont  la  racine  soit  une 
fonction  linéaire  des  racines  de  l’tkjuation  proposée, 
ayant  six  valeurs  égales  deux  à deux  et  de  signes  con- 
traires. 

Soit 

t X|  X,  — Xj  X,  ÿ 

cette  fonction,  ayant  six  valeurs,  dépendra  d’une  équa- 
tion du  sixième  degré  : mais  parce  que  ces  valeurs  de  t 
sont  égales  deux  à deux  et  de  signes  conU-aires,  l'cNiuation 
s'abaissera  au  troisième  degré,  en  posant 

f>=  9. 

On  peut  former  directement  l’équation  en  6,  puisqu’on 
connait  la  composition  de  scs  racines  ; mais  on  peut  aussi 
la  déduire  de  la  résolvante  (3)  en  y.  Il  est  facile,  en  eflet, 
de  voir  que  l’on  a 

9 — 1>’  + 

4 ’ 

et  la  résolvante  en  ô est 


I 6* — (3 /a’ — 87) 9’-H(3/;‘ — p' q + pr — 64*)9 

I 4^7 -1-8  r)>=:  O. 


On  pourrait  exprimer  les  (juatre  racines  j:, , x, , X3,  X, 
de  la  proposée,  à l’aide  d’une  seule  des  racines  0 de  cette 
équation;  mais  on  obtient  des  résultats  plus  simples  en 
employant  les  trois  racines. 

Soient  0,,  0»,  0j  les  trois  racines  de  l’équation  (3),  on 


aura 

(6) 

d’ailleurs 

(7) 


1'  x,+  X,—  Xj  — , 

X,  H-  X:,  — X,  — X,  = v''0, , 
X,  -t-  X,  — X,  — X,  = ^9,  ; 

X,  -t-  r,H-  X,  -t-  X,  = — />, 
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et  les  i-quatiulis  (6)  et  (7),  qui  sont  du  premier  degré, 
donneront  les  valeurs  suivantes  des  quatre  racines  ; 

_ — V®!  — V ë.  — 

,r,_  , 

_ — P — \/®i  -H  V^fl, — 

— />  — v'b,^  s/i7+ 

■“  "“4  • 

Ces  quatre  racines  peuvent  être  représentées  par  la  for- 
mule unique 

,0,  ' _ — /'+\/®i+ v^®. +v^®r 

(»)  . ^-4- ’ • • 

puisque  chaque  radical  a deux  valeurs  égales  et  de  signes 
contraires.  Mais  ici  se  présente  une  difficulté,  car  l’ex- 
pression de  X,  donnée  par  la  formule  (8),  a huit  va- 
leurs, taudis  que  l'équation  proposée  ne  peut  avoir  (|ue 
quatre  racines.  Il  est  aisé  de  faire  disparaître  cette  amt}i- 
guïté.  En  effet,  on  peut  prendre  à volonté  l’une  des  deux 
valeurs  de  ^0,  et  de  ; mais  quand  on  a fixé  ces  valeurs, 
celle  du  troisième  radical  ^9^  se  trouve  par  cela  même  dé- 
terminée. En  effet,  en  multipliant  les  trois  équations  (6), 
on  trouve 

v/®:  v'ôT  = (-^î  + -I-  -+-  ■*!) 

2 (x,  x,x,  -t-  -+-  x,x,Xt-^  x,x,x,) 

— Xj  (j:;  -t-  4-  x\)  — X.  (x|  xJ  4-  x’) 

= 22^?+ ®2]x,x,x,  — ^x.^^x; 

= — p>-^-  /ipq  - ür, 

16 
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<l’où 

■ ■ Vô;v^  ■ 

Il  résulte  de  là  que  la  valeur  de  x,  donnée  par  l’équa-- 
tion  (8),  a précisément  quatre  valeurs,  et  qu’elle  repré- 
sente bien  , en  conséquence,  les  quatre  racines  de  l’équa- 
tion proposée. 

Remarque.  — 11  est  important  de  remarquer  que  le 
succès  des  méthodes  de  rerrari  et  de  Lagrange  est  dû  a 
cette  seule  circonstance,  que  l’on  peut  former  fies  fonc- 
tions fie  quatre  lettres , qui  n'ont  que  trots  valeurs. 

Méthofie  de  Descarlçs . 

Cette  méthode  consiste  à identifier  l’équation  proposée 
x'  + -I-  -t-  rx  J O , 

avec  celte  autre 

(,r>-f-/r  -H-  ) (x'  -l-/'x  ■+■  g')  = o, 

dont  les  racines  peuvent  être  considérées  comme  connues. 

Au  lieu  d’employer  la  méthode  des  coefficients  indé- 
terminés, comme  fait  Ücs<jartes,  on  peut  exprimer  que 
.r*  fx  -I-  t'  est  un  diviseur  du  premier  membre  de 
l’équation  proposée,  en  ciVeclunnt  la  division,  et  égalant 
à zéro  les  deux  termes  du  reste  qui  est  du  premier  degré 
eux.  On  obtient  ainsidenx  équationsentre  lesdeux  incon- 
nues / et  g,  et  en  éliminant  g ou  f,  on  a une  équation 
.du  sixième  degré  qu’on  ramène  ai.sément  au  troisième, 
et  qu’on  peut  considértn'  comme  une  résolvante  de  l’équa- 
tion proposée.  Cette  méthode  ne  diflère  pas,  au  fond,  de 
celles  que  nous  avons  d’abord  exposées;  car  si  l’on  con- 
naît une  v aleur  de  g ou  de  /',  c’est-à-dire  .r,  x,  ou  x,  -f-  x,,- 
on  uonuaitra  égalcnn’iii  x,  .r,  on  .r,  -t-  .r, , et  la  résolu- 
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lion  de  l’é(|ualion  proposée  s'en  déduira  eoiunie  nous 
l’avons  montré  précédemment. 

Méthodes  de  Tschirnaüs  et  d'Euler. 

Je  n’ajouterai  rien  à ce  que  j’ai  dit  dans  une  précédente 
leçon  au  sujet  de  la  méthode  de  Tschirnaüs,  qui  ramène 
l’é<[ualion 

x'  + ^x’  H-  i/x’  + rx  + J-  = O 
à la  forme  bicarrée,  en  employant  la  transformation 

X = a + b.T  X», 

et  disposant  conTeiiableiiient  des  indéterminées  a et  h. 

La  méthode  d’Fuler  consiste  à éliminer^  entre  les  deux 
équations 

X = n -t-  b y + cj’  -f-  itj  , 

X'  = r , 

et  à identilier  l’é(]uation  finale  en  x avec  la  propt>sée 
dont  les  racines  seront  alors  données  par  la  fornnile 

X = a + è e + f (v  cj*  + 

Tout  revient  donc  à déterminer  les  valeurs  des  indéter- 
minées rt,  c,  fl,  e,  dontrune  peut  être  choisie  arbitrai- 
muent. 


■ 6, 
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Sur  In  résolution  algobrique  dos  équations.  Dos  cqiiattons  do  dof^ro- 
premicr.  — Des  équations  de  degré  non  premier. 


Sur  la  résolution  algébrique  des  équations. 

Toutes  les  inélliodes  connues  que  les  géomètres  ont 
essayé  d’appliquer  à la  résolution  algébrique  des  équa- 
tions , et  il  en  serait  nécessairement  de  mémedes  nouvelles 
qu’on  pourrait  imaginer,  reviennent  à faire  dépendre  la 
résolution  de  l'équation  proposée  de  celle  d’une  autre 
équation  plus  facile  à résoudre,  et  dont  les  racines  sont 
des  fonctions  de  celles  de  la  proposée. 

C’est  ainsi  que  nous  avons  pu  résoudre  ré([uation  du 
troisième  degré,  en  déterminant  la  v-tlcur  d’une  fonction 
linéaire  des  racines  ar,,  Tj,  x»,  savoir  : 

r =r  J-,  -(-  ax,  -f-  a’ j:,, 

«désignant  l’une  des  racines  imaginaires  de  l’équation 
x’  = I . Le  cube  de  cette  fonction  ne  peut  prendre  que 
deux  valeurs  distinctes  par  les  permutations  des  racines 
.c,,  X,,  .Xj,  et  dépend,  par  conséquent,  d’une  équation  du 
second  degré. 

De  même,  nous  avons  résolu  l’équation  du  quatrième 
degré  en  déterminant  la  valeur  de  Tune  des  deux  fonc- 
tions suivantes  de  ses  racines  Xi,  x,,  x,,  x,, 

V = .r,.r,  + j,x,, 
t = X,  — jr,  + X,  — T, . 

I.a  première  de  ces  deux  fonctions  ne  peut  acquérir  (|uc 
trois  valeurs,  et  dépend,  par  conséquent,  d’une  équation 
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du  iroinicniL-  degré,  qu’on  sait  résoudre j la  seconde  peut 
prendre  six  valeurs  et  dépend  d’une  équation  du  sixième 
degré,  mais  qu’on  peut  abaisser  au  troisième,  parce 
qu'elle  ne  contient  que  des  puissances  paires  de  l’incon- 
nue. Mous  avons  vu,  dans  la  leçon  précédente , que  la 
résolvante  en  t conduit  jdus  aisément  que  celle  en  y à la 
résolution  de  la  proposée;  elle  a aussi  cet  avantage,  que  la 
résolution  de  l'équation  du  quatrième  degré,  qu'on  en 
déduit,  préseitte  la  plus  complète  analogie  avec  celle  de 
l’équation  du  troisième  degré.  La  fonction  t [>eut , en  cll’et , 
s’écrire  ainsi  : 

t = X,  -I-  XX,  -+-  a’Xj  , 

a désignant  la  racine  réelle  — i de  l’équation  i. 

Dans  les  iMémoires  (U-.  V AcaiUmit;  th;  Berlin  (années 
i~~o  et  1771)  (*),  Lagrange,  prenant  pour  j>oint  de  dé- 
part les  résultats  qui  précèdent,  a clierclié  à opérer  la 
résolution  de  l’équation  de  degré  m dont  j*, , .r,,  x,,..., 
x„  sont  les  i/i  racines,  en  employant  une  fonction  de  la 
fomn* 

/ = X,  + ax,  -t-  . . 4-  a““’x„_,-t-  a""‘  x„ 

OÙ  a désigne  une  r-teine  de  l’éxjuation  x"  = i. 

Quoiqne  ces  recherches  de  Lagrange  lieraient  pas  con- 
duit à la  résolution  des  éi|uatiuns  générales  d’un  degré 
supérieur  au  quatrième,  les  développements  qu’il  a don- 
nés à ce  sujet  présentent  assez  d’intérêt  pour  qu’il  semble 
utile  de  les  exposer  ici. 

Nous  suivrons  la  marche  tracée  par  l’illustre  auteur,  et 
nous  distinguerons  avec  lui  le  cas  où  le  degré  de  l'équa- 
tion est  un  nombre  premier,  et  le  cas  où  ce  degré  est  un 
nombre  composé. 

(')  a flotiiic  un  tic  son  Mémoire  dan»  la  ISote  \(ll  do 

sou  Trnitctü-  t<i  ï\éiotn(ion  Hi'i  rifutHiom  nuwri  iqun,  3*  édition, 
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Des  équations  de  degré  premier. 

Soieiii 

X|,  Xj, 

les  in  racines  d'une  équation 
(.)  V = o. 

d'un  degré  premier /«,  a une  racine  quelconque  de  l’équa- 
tion = I , et  posons 

(2)  / = X,  -t- ax, -t- -+-  . .-t- a”‘-'x«. 

Si  X n’est  pas  égal  à 1,  m étant  premier,  les  puissances 
de  a , savoir 

I , «,  a’.  . . . , 

sont  les  in  racines  de  l'équation  x™  = i,  et,  par  consé- 
quent, sont  toutes  distinctes.  Il  résulte  de  là  que  la  foiiCT 
tioii  t prendra  i .u.3. . . //<  valeurs  distinctes,  si  l'on  y 
permute  les  m racines  x,,  r,,  etc.;  cette  fonction  dépend 
donc  d'une  équation  du  degré 

1.2.3..  .m, 

qu'on  peut  former  par  la  inéthode  exposée  dans  la  troi- 
sième leçon , puisqu'on  connaît  la  composition  de  scs  ra- 
cines. 

Nous  allons  démontrer  que  la  résolution  de  celte  équa- 
tion de  degré  i . 2 . 3 . . . rn  peut  se  ramener  à la  résolu- 
tion d'une  équation  du  degré  m — t , dont  les  coefficients 
dépendent  d’une  équation  du  degré  1.2.3...  [m  — 2). 
Multiplions  successivement  l’expression  de  t par  a,  a*, 
a~~',  et  rabaissons  les  exposants  de  a au-dessous 
de  m,  à l'aide  de  la  relation  = a";  on  aura 

t=  X,  -t- «X, -t- »’x, -t-.  . . -4- a“-'x«, 
at  = ax,  -t-  a’x,  -t-  a’x,  -t-,  . . -t-  x„, 
a}t  = a’x,  -1-  a’x,  a'x,  -t- . . . -f-  ax„ , 

* » 

r=  a"”'x,  -4-  X,  + a X,  -4- . . -4-  o^’.r,. 
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OU,  cn’ordoiinaiil  par  rapport  aux  puissances  de  a, 


(3) 


t = X,  -I-  » X,  -f-  a’Xj  -h  . . . + a”*-  x„ , 
af  = + ax,  -H  a’.r,  , . + a“-‘x,_,  , 

a’f  =x„_,H-  ax.  -+-  a’x,  -H.  . . -t-  x„..,. 


«""'<=  X,  -H  ax,  4- a’x, -H  . . . -H  a"“' X, . 


On  voit  que  chacune  des  quantités 

t,  ul,  a't,  , a"”'/ 

se  déduit  de  la  précédente  par  la  substitution 

/ X,,  X,,...,  x^  \ 

V 2;, , . . . , x*_i  / 

et,  par  conséquent,  chacune  des  racines  JC, , x,,  etc.,  oc- 
cupe, dans  les  seconds  membres  des  équations  (3),  toutes 
les  places.  Par  exemple , x,  est  à la  première  place  dans  t, 
à la  deuxième  dans  x t,  etc.,  à la  dernière  place  dans  a'”'  ' / ; 
on  aura  donc  les  i .2.3. ..  m valeurs  de  t,  en  faisant 
subir  aux  m — i lettres  Xi , j-, , . . . , x„ , dans  les  seconds 
membres  des  équations  ( 3 ) , les  i .2.3. . .(m  — i ) periiiu- 
tatioiis  dont  elles  sont  susceptibles,  sans  changer  la  place 
de  X,.  El  si  l'on  fait , pour  abréger, 

= I . 2 . 3 . . . ( '»  — I ) , 

et  que  l’on  désigne  par 

, t? , 0 » • • ) 

les  IX  valeurs  que  prend  <,  quand  on  y permute  les  ni  — i 
lettre**»  Xi , X, , . . . , X., , les  1 . 2 . 3 . - . racines  de  l’éqiia- 
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1 

• 

on  a d’ailleurs 

«t;,,  a’tu,.  . 

[t-t,.)  ( 

y — a/,).  ..(r  — =3  f™  — 

l’équation  en  t 

sera  donc 

On  voit  que  cette  équation  ne  contient  que  des  puissances 
de  t dont  les  exposants  .sont  divisibles  par  m , et  qu'elle 
s'abaissera  au  degré  = t .i.'i.  , . (m  — i),  en  posant 

/”■  = 6. 

L’expression  de  6 est 

(4)  0 = + + a"~'  x„)"', 

et  l’on  déduit  de  cette  formule  les  p racines  de  l’équation 
en  0,  en  permutant,  de  toutes  les  manières  possibles  , les 
m — I lettres  x,,  Xj,...,  x,,„  sans  changer  a’,  de  place.  Or, 
parmi  ces  permutations , qui  servent  à déduire  toutes  les 
valeurs  de  0 de  l’une  d’entre  elles,  il  en  est  qui  méritent 
surtout  de  fixer  l’attention,  parce  qu’elles  équivalent  au 
simple  changement  de  a en  a\  a’, . . .,  a™"'.  En  effet,  m 
élaiil  un  nombre  premier,  si  dans  la  .série 

a,  a’, . . . , a'-' 

on  remplace  a par  a",  ii  étant  <[/«,  on  reproduira  les 
mêmes  racines,  mais  dans  un  ordre  différent.  La  substi- 
tution h y , de  l’une  de  ses  puissances,  équivaut  donc  à 
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un  L-iTtaiii  changi'iiiout  des  puissanees  de  y.  eiilre  elles 
dans  l'expression  de  6,  et,  par  suite,  à un  certain  chan- 
gement des  racines  x, , r, , . . . , .r.„  entre  elles. 

Remplaçons  donc  a,  dans  l’expression  (4)  de  0,  par 
chacune  de  ses  |mis$ances  »,  a’,  »*,. . . , rabaissons 

les  exposants  de  » au-dessous  de  m et  ordonnons,  par 
rapport  aux  puissances  de  a,  la  fonction  dont  la  puis- 
sance nt  est  t'gale  à 0;  désignons  enfin  par 

les  m — I valeurs  de  0 ainsi  obtenues  : il  est  évident 
que  X,,  qui  occupe  la  deuxième  place  dans  0,,  aura  la 
troisième  dans  0,,  la  ({uatrième  dans  Oj,  etc.,  la  dernièie 
dans  0„_, , et  l'on  aura 

S,  = (x,  -H  ax.  -t-  i'Xj-t- X,)", 

®i  = (x,  -t-  . . . -4-  a’x,  -4- . . .)", 

= (x,  -F + a’x.  + )", 


9.,_,  = (x,  + ■+■  a'-'x,)". 

Voilà  donc  m — i valeurs  de  0 dans  lesquelles  x,  occupe 
successivement  la  seconde,  la  troisième,  etc.,  la  dernière 
place,  en  sorte  qu’il  suffira,  pour  avoir  les  i.a.3...(/// — i) 
Valeurs  de  0,  de  faire,  dans  chacune  des  in — i valeurs 
que  nous  venons  d’écrire  les  i . a.3.  • .(m  — a)  permuta  - 
tions  des  lettres  Xs , x» , . . . , .r„ , les  unes  dans  les  autres, 
sans  changer  la  place  ni  de  .r,  ni  de  x,.  On  déduira , en 
eiïet,  par  ce  moyen  i.a.3...(//i  — a)  valeurs  de  0,  de  cha- 
cune des  valeurs  (5),  ce  qui  fera  en  tout  i.a.3...(n< — i) 
valeurs. 

Si  maintenant  on  considère  l’équation  de  degré  m — i 
(r,  (9-9,)..  (9-9„_,)  = o, 
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ou 

(6)  S"-'  + p.0”->+  p,9— ..4-P,_,e  4-  P,_.  =o, 

<|iii  a pour  rurincs  Icvs  quanlitvs  d,,  Of,...,  , je  dis  que 

les  roefGrienls  P, , P,,  elc. , de  celte  équation  ne  dépcndenl 
que  d'une é({ualion  du  degré  i . 2 . 3 . . . (ni  — 2) , en  sorte 
que  ré(|ualion  du  degré  1 .2. 3. ..(ni  — i),qui  a pour  racines 
toutes  les  valeurs  de  0,  se  décomposera  eu  1.2. 3.  ..(ni  — 2) 
facteurs  du  degré  ni  — i,  à l'aide  d'une  seule  équation  du 
degré  i.2.3...(m — 2). 

D'abord  il  est  facile  de  voir  ([Utï  toute  fonction  symé* 
ti-ique  des  tpiantités  6, , G,,  Sj,--.,  G„_i , ne  jieut  acquérir 
tpe  1.2.3... (ni — 2)  valeurs,  par  les  1.2. 3. ..(ni  — 2) 
]>erinutations  di's  lettres  2',,  X„. 

En  e.iret , si  l’on  remplace  oc  par  l’une  cjuelconque  de 
ses  puissances,  a""',  les  quantités  0,,  0t,.“i  feront 

((lie  s’échanger  les  unes  dans  les  autres,  car0,,  0,,  etc.,  se 
dixluisant  de  0,  par  les  changements  de  a en  a*,  a®,  etc., 
on  jx'ut  les  représenter  par 

(7)  9(a),  6(a>),  0(a^),...,  9(a»-); 

et  ces  ((uantilés  (y)  sont  évidcinmenl  les  mêmes,  à l’ordre 
près,  (|ue  les  suivantes  : 

(8)  0(a*-‘),  6 [«(—.)(«-•)]. 

Cela  j)Osé,  le  changement  de  a en  a"“'  dans  0,  ou  0 (a) 
équivaut  à une  certaine  periiuitation  des  lettres  x,,  Xs,..., 
X„,  qui  amène  Xi  à la  (ilace  de  x„;  le  même  changement 
de  a en  a"“',  ou  de  a’  eu  a’'"~'>  dans  0,  ou  0 (a*  ),  cW|ui- 
vaiil  à la  même  (lermutation  des  lettres  Xj,  Xj,...,  x„;  et 
ainsi  de  suite;  d’où  il  résulte  que  les  quantités  (8)  se  dé- 
duiront, .1  l’ordre  près,  des  (juanlités  [y)  par  la  même 
substitution.  11  y a donc,  eh  un  mot,  une  substitution  qui 
peut  amener. r,  à la  (ilarc  de  l’une  queleoii((ue  des  lettres 
suivantes  X,,  .l'i,...,  .r„,  et  par  laquelle  les  quantités  0,, 
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O, ,...,  9„_,  lie  font  que  s' échanger  les  unes  dans  les  autres. 
Par  conséquent,  celte  substitution  ne  changera  pas  la 
valeur  d'une  fonction  syméiri(|ue  des  ijuantités  5,, 

0— . 

Su|)(M)soiis  maintenant  (|u'on  veuille  appliquer  à une 
fonction  symétri(|iie  de  0i , Ot,  etc. , une  substitution  quel- 
i-onque  devant  .imcner  .r,  .à  la  place  de  jr„,  on  pourra 
commencer  par  amener  x,  à la  place  de  x„  par  une  sub- 
stitution qui  ne  change  en  rien  la  valeur  de  la  fonction 
symétrique,  ensuite  il  n'y  aura  plus  qu’à  opérer  une  cer- 
taine substitntion  sur  les  /«  — 2 lettres  x, , r,,. . . , x„, 
la  seule  qui  puisse  changer  la  valeur  de  la  fonction  symé- 
lri(|iie.  Ainsi,  la  place  de  x,  [louvant  être  fixée  à volonté 
dans  une  fonction  symétrique  de  9,,  9,,  etc.,  une  pa- 
reille fonction  ne  saurait  avoir  que  les  i.2.3...(/;j  — 2) 
valeurs  rcsullaiil  des  jierAïutations  des  m — 2 lettres  Xj, 
•r»,...,  x„. 

D’après  çe  qui  précède,  chacun  des  coefficients  P,, 

P, ,  etc.,  de  l'éipiation  (6)  dépend  d'une  équation  du 
degré  1.2.3  ..(ru  — 2) , et  l’on  pourra  former  chacune  de 
ces  équations  par  la  méthode  ex'posée  dans  la  troisième 
leçon,  puisqu'on  coiinait  la  composition  de  leurs  racines. 
Mais  on  aperçoit  imméxliatement  que  tous  ces  coefficients 
P,,  P,,  etc.,  ne  dépendent  que  d'une  seule  équation  du 
degré  i .2.3...(w  — 2) , car  ce  sont  évidemment  des  fonc- 
tions semblables  des  racines  x,,  x*,...,  x„  de  l'écpiaiion 
projioséc,  et  si  l’on  se  donne  la  valeur  de  l'un  d’eux, 
celles  de  tous  les  autres  s'en  déduiront  rationnellement. 

Voici  comment  on  peut  opérer  pour  former  l'équation 
dont  Pi  dépend , cl  pour  exprimer  en  fonction  de  P,  les 
autres  coefïicicnts  P,,  Pj,  etc.  On  calculera  l’é-quation  de 
degré  1.2.3. ..  (/w  — i),  <|ui  a pour  racines  toutes  les  va- 
leurs de  9 et  dont  les  coefficients,  fonctions  invariables 
des  racines  de  la  proposée,  sont  exprimables  rationnelle- 
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mcnl  par  scs  cocffirieiils.  Le  premier  membre  de  l'équa- 
tion (6)  étant  un  diviseur  du  premier  membre  de  cette 
étjuation  complète  en  9,  on  fera  la  division  à la  manière 
ordinaire,  et  on  égalera  à zéro  les  rn  — i termes  du  reste. 
Les  m — a premières  des  équations  ainsi  obtenues  servi- 
ront à déterminer  les  coefficients  P,,  P,, etc.,  en  foin-tion 
de  P,,  et  on  aura  ensuite  l’équation  en  P,  dt;  degié 
1 .a.,^. ..(m  — a) , en  remplaçant  dans  la  {ni  — i P,, 
P,,  etc.,  par  les  valeurs  (ju'on  aura  trouvées. 

L.-igrange  a clierché  à simplifier  les  calculs , presque 
impraticables  dès  le  cinquième  degré,  auxquels  conduit 
l'application  de  la  théorie  précédente;  il  a cd'eeti veulent 
imaginé  un  artifice  ingénieux  pour  exprimer  les  coefll- 
cients  de  l'équation  (6),  en  fonction  des  racines X|,x,, etc. 
Je  vais  le  rapporter  ici. 

Pour  avoir  l’expression  de  6,  il  faut  élever  à la  puis- 
sance ni  la  quantité 

J-, aJ, -h  a’x, . -(-«'"“‘J'»; 

en  faisant  ce  calcul , et  ayant  soin  de  rabaisser  les  expo- 
sants de  X au-dessous  de  //;,  on  a un  résultat  de  la  forme 

(9)  9 = ï, -h  -H  a’Çi -(-•  • • -t- i«"~' ïx-i- 

L'équation  (g)  donne  les  valeurs  de  0,,  Oi,...,  0„_i,  en 
substituant  h x cbacunc  des  racines  imaginaires  at,  ë, 
o>  de  ré([uation  x"  = i.  Kn  outre,  si  l'on  remplace  x 
par  I,  le  second  membre  de  l'équation  (g)  a j>our  valeur 
ou  A'”,  eu  désignant  par  A la  somme 
connue  des  racines  de  l'équation  proposée  (i).  On  a donc 

A”*  = i, -h  S, -1-  Çî-t-.-.-t-  ?«-ii 

9,  = ?.  -I-  aÇ,  4-  a’ç,  -t- . . . 4-  *"*  - 1,_, , 

9,  = Ç,  -4-  ëçi  -4-  6' Ç,  -+-...  -t-  S”~'  £«_i , 

I = 4-  f»lÇ,  4-  bC  Ê,  . ■ . 4-  bt"'  '*  £ «.—1. 
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Ajoutons  CCS  équations  et  désigiions  par  S|  lu  somme  des 
racines  de  l’équalioii  (6);  on  aura,  d’après  les  propriétés 
des  racines  a,  ê,  etc., 


A"  -f-  S,  = m Ç,, 

OU 

Si  = — A". 


Désignons  généralement  parS„  la  somme  des  puissances  n 
des  racines  de  l’équation  (6);  élevons  l'équation  (9)  à la 
puissance  ;i,  et  rabaissant  les  exposants  de  a au-dessous 
de  m , représentons  le  résultat  par 


rj”  = 


-I- a’  + 


r(«) 


(») 


remplaçons  ensuite  a successivement  par  1 , a,  o,...,  w,  et 
ajoutons  les  résultats,  on  aura 

A-  + S.  = 


OU 

s.  = A-". 


On  pourra  calculer  de  cette  manière,  en  fonction  des  ra- 
cines JT, , x, les  sommes  Si , Sj S„_,,  et  l’on 
en  déduira  ensuite  les  valeurs  suivantes  des  eucfGcients 
P, , P, , etc.,  de  l'équation  ((i) 


P.= 

P,= 

P,=  - 


(/«  — A""  ) , 


(//iÇ.— A“)>  {m5';^-A-J 

— f 

2 2 

(mÇ,— A~)^  („,|,_A-)(mï'’^-A«)  A=”) 

2.3  ' 2"  3 ’ 
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Voilà  lion»-  Ifs  l'oefficienls  P,,  P,,  eu-.,  de  l’éqiialiou  (6) 
expi-imés  eu  fonction  des  racines  x,,  x,,.  . x„  de  l’é- 
(|ualion  projiosée , et  si  l’on  fait  dan.s  r(;xprcssion  de  l’un 
d’eux,  d<-  P,  par  exemple,  toutes  les  permutations  pos- 
sibles, on  ne  trouvera  que  t.a.3...(m  — a)  valeurs 
distinctes.  On  pourra  ainsi  former  direclemciil  l’équation 
en  P, , et  l’on  exprimera  ensuite  les  valeurs  des  autres 
co<-fl5cienls  en  fonction  rationnelle  de  P, , par  le  procédé 
indique  plus  haut. 

Si  l’on  connaît  un  seul  système  de  valeurs  des  coeffi- 
cients P,,  P,,  etc.,  et  si  l’on  peut  résoudre  l’équation  en  6 
corresjKtndante  de  degré  m — i,  la  résolution  de  l’équa- 
tion proposée  ( i)  s’ensuivra  immédiatement , cumme  nous 
allons  rcxpli(|uer 

Dans  l’hypothèse  où  nous  nous  plaçons,  les  quantités 
0,,  0,, . . . , 6„_,  sont  connues  ; les  étiuations  (5)  donnent, 
en  mettant  a , 6,  y, . . . , w au  lieu  de  * , a’, ... , a"~', 


r X,  ■+■  ox,  -H  a’x,  -f-  . 

. .-t-  «""-'.r,  = 79i, 

^ X|  6x3  -f-  6*Xj  “H* 

Uo)  ( 

i 

, -J-  6"—'x«  = y'6,, 

f 

y X,  -t-wx,  -t-  w’x, -t-. . 

, 

. X«  y 1 3 

on  a d’ailleurs 

X,  -t-  X,  -t-  Xj  -f- 

. . -t-  X.  — A ; 

donc,  en  ajoutant  ces  équations,  et  ayant  égard  aux 
priétés  (les  racines  « , ê,  etc.,  on  a 

A -h  y 0i  -t-  y 0|  -H  . . •+  y i _ 
m 


ajoutant  aussi  ces  mêmes  imitations  respectivement  mul- 


Digitized  by  Goog 


tlIX-HUITIF.ME  LE<;ON. 


lipliécs  p;ir  x",  é", . . . , uV‘  i*l  i , on  a 
(12)  = * • 


Mais  comme  rien  ne  tléterminc  celle  «les  valeurs  de 
chaque  radical  qu’il  faut  prendre,  le  second  membie  de 
réqualion(  I a)  est  absolument  idenli(|ue  au  second  membre 
de  l'équation  (i  i).  Aussi  doit-on  se  borner  à dire  que  les  m 
racines  de  l'équation  proposée  sont  données  par  la  for- 
mule unic[ue 

( 1 3 ) J — ^ ^ . 

' /« 


A la  vérité,  cette  formule,  à cause  de  la  multiplicité  des 
valeurs  de  chaque  radical , donne  pmr  x un  nombre  de 
valeurs  égal  à /«"'“*  ; mais  on  peut  faire  disparaitre  l'am- 
biguïté qui  en  résulte.  En  ellét,  les  premiers  membres 
des  équations  (lo)  sont  des  fonctions  semblables  des 
racines  x,  , x, , etc.;  on  ]>oiirra  donc,  si  l’on  se  donne 
l’un  d’eux,  en  déduire  rationnellement  tous  les  autres. 
Ainsi,  on  pourra  exprimer  , y 6, ,..., ration- 
nellement en  fonction  de  , et  la  formule  (i3)  ne  don- 
nera alors  |K)ur  x que  i/i  vab’urs,  comme  cela  doit  ètre. 

Par  celte  méthode,  la  résolution  de  l’équation  du  cin- 
quième degré  se  ramène  à celle  d’une  équation  du  qua- 
trième degré  , dont  les  cocfficienis  dépendent  d’une  équa- 
tion du  sixième. 


Des  êqiinlions  tte  degré  non  premier. 

On  voit  aisément  que  l’analyse  précédente  ne  peut 
s’appliquer  aux  équations  dont  le  degr«'  est  un  nombre 
composé.  F.ti  ell'el,  les  qnanlili's  6,,  6,.  etc.,  qu«‘  nous  avons 
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déduites  de  6 en  remplaçant  a sueeessivement  par  a,  a’, 
(7.’,  ete.,  ne  sont  plus  toutes  des  racines  de  l’équation  ré- 
.solvanlc  en  0,  pan  e qu’alors,  en  remplaçant  a par  l’une 
de  ces  puissances  dans  la  série 

a,  a’,  , 

on  ne  reproduit  pas  néeessaircment  ces  mêmes  quantités, 
lors  même  que  a serait  une  racine  primitive  de  l'équa- 
tion .T""  = I . Aussi  Lagrange  a-t-il  cherché  une  autre  mé- 
thode ; celle  ([u’il  a suivie  revient,  en  dernière  analyse, 
à décomposer  l'équation  proposée 

(I)  V = o. 

de  degré  m = /j/j,  n étant  un  nombte  premier,  en  n w|ua- 
tions  du  degré  p ; et  letle  méthode  n’exige  pour  cela  que 
la  résolution  d'une  équation  du  degré 

1 .2. .  ,m 

{n  — i)  /J  (i  .2.  . . pY 

cl  celle  d'une  équation  de  degré  n — i , tandis  que  si  l'on 
cherchait  à faire  la  décomposition  par  la  méthode  ordi- 
naire, il  faudrait  résoudre  une  équation  du  degré 

m(m  — i)...(/N  — /J -Ht) 

1 .2. . . P 

Cette  décomposition  de  l'équation  (i)  en  n équations  du 
degré  p utie  fois  faite , on  pourra  appliquer  à chacune  de 
ces  dernières  la  méthode  exposée  précédemment , si  p est 
un  nombre  premier.  Dans  le  cas  contraire,  si  p = n'p', 
n étant  un  nombre  premier,  on  ramènera  la  résolution 
de  chaque  équation  de  degré  p à celle  de  n'  équations  du 
degré  /j',  «n  opérant  de  la  même  manière  que  pour  la  pro- 
posé*;; et  ainsi  de  suite.  Knlrons  maintenant  dans  les  dé- 
tails. 
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S)il  ni  — np^  n étant  un  iiumbrc  prnniiu',  t t posons  , 
l oinmo  précédctntuent , 

f = r,  4-  -4-  a’.r,  + . . . 4-  a"'-'x„, 

•t'u  • • T désignant  1ns  in  lacincs  de  l'équation  (i) 
nt  * une  raci ne  de  .r*"  = i,  mais  qui  ajipartinnne  aussi  à 
l’équation  .r”  = i . Alors,  eonnnn  on  a généralcmnût 

la  valeur  pré^eédente  de  t pourra  s’éi'rire  conime  il  suit  : 

/ = [.r,  4- a:„  4- J:') . -t- ilm-i  ] 

4-  a[ar,  4 4-  ■r,n4-)  4 . . 4 f 


OU 

. -4- 

en  l'aisant,  pour  abréger. 

t Xi  = Æ,  -e  4 4 . 

(*)  1 

1 \j  7^  J7]  -f-  -f-  . 

• On-Fï» 

: 

1 Xn  — A'tn  “H 

4 -r^,. 

Soit 

(3) 

W = O 

l’équation  qui  a pour  racines  X,,  i 

X.O  0» 

appliquer  à ectte  é(|ualit>n  (3)  la  méthode  exposée  précé- 
demment pour  les  é>quations  de  degré  premier.  Faisons 
0 = ou 


(4) 


9 =(X,  4 aX,4.  . .4  «"-X,.)'; 


■7 
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0 cK‘j>eii(l  iriiiii'  i>(|iiatioii  ilu  dogté  i.u.3...  [n — i)  dont 
les  l'oeflicicnls  peuvent  s’csprinier  ralionncllenient  par 
ceux  de  l’éijuation  (3)  ; cl  si  l'on  représente  par  0,,  0,,..., 
6,._i  1 If'S  n — > valeurs  <|ue  prend  0,  (piaiid  on  renij)lace 
(Z  par  les  «—  i racines  imaginaires  de  x"  = i,  on  pourra 
former  l'équation  de  degré  n — i qui  a ces  n — i va- 
leurs de  9 pour  racines  ; représentons  celle  équation 
par 

( 5)  0-'  -+-  P,  (/"->-(-  P,  O"-*  -f-  P„_,  0 -+-  P„_,  =r  o; 

ses  coeflicienls  P,,  P.,  etc.  , dépendent  d'une  seule  équa- 
tion de  degré  i .2.3...  (n  — a)  dont  les  coeflicients  s'ex- 
priment rationnellement  par  ceux  de  l'équation  (3),  ainsi 
<jue  nous  l'avons  établi  précédemment. 

.Soicntj)^  l’un  quelconque  des  coellicients  P,,  P,,  etc.,  et 

(«)  Aj-)  = o 

l'équation  de  degré  i.a.3...  (//  — a)  dont  y dépend. 
Les  coeflicienls  de  celle  équation  (6)  sont  exprimables 
ratiomiellement  par  ceux  de  l'équation  (3),  mais  ces  der- 
niers ne  sont  pas  connus,  il  n’y  a (jue  ceux  de  l’équa- 
tion (i)  ()ui  le  soient;  voici  comment  on  peut  former  une 
étjuation  en  y dont  les  coellicients  soient  exprimés  par  les 
quantités  connues. 

J {y)  est  une  fonction  de  y qui  contient  syinéirique- 
nient  les  quantités  X,,  X,,...,  X„,  et,  en  remplaçant 
X, , Xj,  etc.,  par  leurs  valeurs  tirées  des  équations  (a), 
f{y)  dcvitmdra  une  fonction  non  symétrique  de.s  racines 
X,,  X,,...,  .r,„  de  l’équation  (i).  Faisons  dans  J (y)  toutes 
les  permutations  des  racines  .r,,  .r,,...,  .r„,  et  désignons 
par 

/ (r),  /■»(/).•••. /fi (r) 

les  iaval<-urs  distinctes  que  prend  ainsi / { l)’i  le  produit 
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de  loiilps  ces  valeurs  est  une  t'oiictioTi  sviuctricjue  des  ra- 
cines JC,,  X,,...  ,X,„  (le  la  proposée,  exprimable  ratioiuiel- 
leinent  par  scs  TOctiieients.  Ou  adonc,  pour  déierinincrj', 
l’équation 

(7)  /<(r)/.lr)Air)  /u(x)  — o, 

dont  les  eocnicients  peuvent  être  eonsidérés  eotnmc 
connus. 

Le  degré  de  cette  (-quation  (7)  est  1 , a.3...  (//  — 2)  X a, 
U désignant  le  nombre  des  valeurs  distinctes  (pie  prend 
f{y),  quand  on  y permute  les  lettres  .r, , ar»,..., 
nous  savons  que  ce  nombre  p est  un  diviseur  du  produit 
i . 2 . 3 ....  m (onzième  leçon) , cl  si  l’on  fait 

1.2.3..  . . m 

V 

V sera  le  nombre  des  permutations  des  lettres  .r,,  .r„, 

(jui  ne  font  pas  cbanger  la  fonction  f{y).  Or  f (y)  ne 
change  pas  en  changeant,  les  unes  dans  les  autres,  les 
lettres  qui  composent  respectivement  X,,  X,,...,X„, 
non  plus  qu’en  échangeant  les  quantité-s  X,,  X,,  etc.,  les 
unes  dans  les  autres  5 mais  toute  permutation  des  lettres 
X|,  X,,  etc. , qui  fait  passer  quelques-unes  des  letlnts  de 
X,,  ou  X,,  ou,  etc.,  dans  l’iine  (l(>s  autres  fonctions, 
change  é\  idemment  la  fonction  J (y),  fhi  couelul  aisé- 
ment de  là  que 

■.=  (1.2.3...  /))".((  .2.  . . «), 
et , par  conséquent , 

_ I .2.3 ...  m 

' ~ ( I 2 3 . . . « , ( I . 2 . 3 . . . /)  )~ 

'?• 
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Li-  (ic  1 é<jualioii  (7)  est  donc 


ou 


I 2.3  ...  (n  — 2). 


1 . 2 . 3 . . . «i 

(i,2.3...n)(i.2..  /})'  ’ 


1.2.3...»/ 

{n  — 1)  A/  (1.2.3..  .//)“ 


Si  roiiconn.nîtuiic  seule  r.icincdc  ré(|uation  (y),  on  aum 
un  système  de  valeurs  des  coefllicieuls 

> Pj . • • • î Pii— I 

de  l’équaliou  (5),  car  ces  coefficients  sont  des  fonctions 
semblables  des  racines  de  l’équ-aliou  pro[K»séc,  et,  par 
conséquent,  ils  peuvent  s’exprimer  rationnellement  en 
fonction  de  l’un  quelconque  d’entre  eux  et  des  quantités 
. connues. 

On  résoudra  ensuite  l’équation  (5),  qui  n’est  que  du 
degré  n — 1 , et  l’on  aura  alors  aisément  les  racines  de 
l’équation  (3).  Désignons,  en  cfl'et,  par 

% 

&i , 0, , . . . , Oa_i 

les  n — I racines  de  l’équation  (5)  ; ces  valeurs  do  9 étant 
précisément  celles  qu’on  déduit  de  l’étjuation  (4),  en 
remplaçant  a par  chacune  des  racines  imaginaires  <lc 
X"  = I , ou  aura 

X,  + a X,  -f-  a’X,  -t-  . . . + a"-'  X.  = 

X,  ■+.  ex,-+-  6’ X, + 'x„  = 

X,  -+-  X,  -H  rj*X,  -t-  . . . -t“  w"  X.,  = ^ . 

D’ailleurs,  la  somme  des  racines  X,,  X,,...,  X„  est 


~ jitizcd  bv  Google 


I)lX-IItITli;ME  LEÇOX.  -iGl 

connue,  car  elle  esl  la  même  (|iu'  celles  des  racines  je,, 
en  désignaiil  donc  par  A celte  somme,  on 

aura 

X,  + -I-  X,  -4-  ...  4-  X„  = A . 

Des  conations  ipii  précèdent,  on  lire  celle  expression  gé- 
nérale des  racines  X,,  X,,  etc. , 

''  -f-  V 9|  ■+■  + ■ • ■ + V . 

n 

Il  ne  reste  plus,  maintenant,  (ju'à  trouver  les  racines 
a:,,  JT,,  etc.,  ell(;s-mèmes;  pour  cela,  on  considérera  l’é- 
quation qui  a pour  racines  celles  de  la  proposée  dont  la 
somme  esl  X,  ou  X,,  ou  etc.,  X,  par  exemple  : soit 

xP  — X,  xP-'  ■+-  Q,  . • . + Q^_,  X -H  = Ü 

cette  équation  , dont  le  premier  membre  est  un  diviseur 
du  premier  membre  V rie  la  proposée.  On  fera  la  division 
à la  manière  ordinaire,  et  on  égalera  h zéro  les  p termes 
du  reste;  on  aura  ainsi  p équations  dont  les  p — i pre- 
mières détermineront  Q,.  Q,,  etc.,  en  fonction  deXi,la 
dernière  étant  alors  satisfaite  d’clle-mèmc.  Il  est  évident, 
à priori , c|uc  Qi,  Q,,  etc.,  doivent  s’exprimer  raiionnelle- 
uieul  en  fonction  de  X,  , puisque  ce  sont  des  fonctions 
semblables.  On  aura  donc  enfin,  parce  moyen,  les  n 
équations  de  degré /r,  dans  lesquelles  peut  se  décomposer 
l'équation  proposée. 

Tel  est  le  point  où  se  trouve  ramenée  aujourd'hui  la 
question  de  la  résolution  algébrique  des  équations.  La 
fonction  résolvante  de  I..agrange  nous  a donné  la  récsolu- 
tion  des  équations  du  troisième  et  du  quatrième  degré, 
mais  elle  n’est  (l'aueune  utilité  pour  leii  équations  gêné- 
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raies  de  degré  supérieur  au  qualrième,  dont,  au  surplus, 
la  résolution  est  aujourd’hui  démontrée  impossible.  Tou- 
tefois nous  verrons,  dans  une  prochaine  leçon,  cjue  la 
considération  de  cette  fonction  résolvante  conduit  à la 
résolution  algébrique  d’une  classe  fort  étendue  d’équations 
de  degrés  quelconques. 

A la  même  époque  où  I.agrange  publiait,  à Berlin,  le 
Mémoire  dont  nous  venons  de  présenter  les  résultats  prin- 
cipaux, Vandermonde  s’occupait  de  la  même  question , et 
présentait,  à l’Académie  des  Sciences  de  Paris,  un  beau 
Mémoire  où,  par  des  considérations  diiférentcs  de  celles 
de  Lagrange,  il  arrivait  j>ourtanl  aux  mêmes  consé- 
quences. Je  me  borne  ici  à indiquer  ce  travail  de  Vander- 
monde, imprimé  dans  les  Mcinoires  de  V Académie  des 
Sciences  de  Paris  ( année  1771). 
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Sur  lo  nombre  <tc  valeurs  que  |>eut  prendre  une  fonction  tiiiand  on  y 
periiiule  l(»  IctlrcH  iju’elle  ronferme.—  Dc;»  Hubstituliona  rirculaircs.-» 
Théorème  do  M.  Cauchy.  — Forme  generale  de«i  fonctions  qui  ont  deux 
valou  rt». 


.Sur  le  nombre  de  valeurs  que  peut  prendre  une  fonction 
quand  on  y permute  les  lettres  quelle  renferme. 

L<;  succès  des  méthodes  exposées  précédemment  pour  la 
résolution  des  équations  générales  du  troisième  et  du  qua- 
trième degré  est  dû  à cette  seule  circonstance,  qu’on  peut 
former  des  fonctions  de  trois  lettres  qui  n’aient  que  deux 
valeurs,  et  des  fonctions  de  quatre  lettres  qui  n’en  aient 
que  trois.  Et  si  l’on  pouvait  de  même  former  des  fonctious 
de  cimj  lettres  n’ayant  que  quatre  ou  trois  valeurs,  on 
est  fondé  à penser  que  ces  fonetions  permettraient  de 
résoudre  l’étpiation  générale  du  cinquième  degré.  On  voit 
par  là  combien  la  question  du  nombre  de  valeurs  qu’une 
fonction  rationnelle  peut  acquérir,  quand  on  y permute 
les  lettres  qu'elle  renfenne,  est  liée  intimement  à la  théo- 
rie des  équations.  Aussi  plusieurs  géomètres  s’en  sont-ils 
occupés,  et  quoiqu’ils  aient  laissé  beaucoup  à faire  après 
eux,  ils  ont  pourtant  obtenu  quelques  résultats  intéres- 
sants que  nous  allons  exposer. 

Lagrange  est  le  premier  qui  se  soit  occupé  de  cette  ques- 
tion , en  démontrant  (t;o/>‘ onzième  leçon)  que  le  nombre 
des  valeurs  d’une  fonction  de  n lettres  est  toujours  un 
diviseur  du  produit  i . a . 3 . . . n. 

Rulini , dans  sa  Thi'-orie  des  é<]uatioiis , a considéré  |)ar- 
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liculièrcnicnlles  fonctions  de  cinq  lettres,  et  il  est  parvenu 
à démontrer  le  théorème  suivant  : 

Si  une  fonction  de  cinq  lettres  a moins  de  cinq  vn~ 
leurs  distinctes,  elle  ne  peut  en  aroir  plus  de  deux. 

M.  Cauchy,  dans  un  Mémoire  qui  fait  partie  du  x'  ca- 
hier A\i  J otn  nul  de  l'École  Polytechnique,  a démontré  en 
suite  un  théorème  plus  général  et  i[ui  consiste  en  ce  que  : 

Si  une  fonction  de  n lettres  a moins  de  p valeurs  dis- 
tinctes (p  étant  le  plus  grand  nombre  prenner  contenu 
dans  n) , elle  ne  peut  en  avoir  plus  de  detix. 

Et  comme  p =-•  n,  si  n est  premier,  on  a,  en  particu- 
lier, ce  théorème  : 

Si  une  fonction  de  n lettres  a moins  de  n valeurs  dis- 
tinctes, n étant  un  nombre  premier,  elle  ne  peut  en  avoir 
plus  de  deux. 

M.  Cauchy  donne  à entendre,  dans  soti  Mémoire,  qu’il 
chercha  à étendre  le  théorème  précédent  an  cas  où  n n’est 
pas  un  nombre  premier,  mais  il  ne  put  y parvenir  que 
dans  le  cas  de  n = 6’.  11  a , en  effet,  démontré  que 

Si  une  fonction  de  six  lettres  a moins  de  six  valeurs 
distinctes,  elle  ne  peut  en  avoir  plus  de  deux. 

Enfin  M.  llcrtrand  s’est  occupé,  dans  ces  dernières 
années,  de  celte  même  question,  et  il  est  parvenu  à dé- 
utontrer  généralement  le  théorème  que  M.  CaucliY  avait 
établi,  avant  lui,  dans  un  cas  particulier  Ainsi,  d’a- 
près M.  Bertrand , 

Si  une  fonction  de  n lettres  a moins  de  n valeurs  dis- 
tinctes, elle  ne  peut  en  avoir  plus  de  deux. 

. La  démonstration  de  M.  Bertrand  repose  sur  le  pos- 
tidatuin  suivant  : Si  l'on  a n y,  il  y a au  moins  un 


nombre  premier  p compris  entre  n — a t7 
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(le  nombres  premiers  ont  permis  de  constater  rcxactilude 
de.  Ci!  postulntuin  pour  lotîtes  les  valeurs  de  n comprises 
entre  7 et  Gooooou,  eu  sorte  que  le  théorème  de  M.  Her- 
irand  se  trouve  démontré  par  lui  pour  les  foiictious  qui 
ont  moins  de  6000000  de  variables.  Au  sui  plus,  le  pos- 
tulatiim  dont  il  s’agit  a été  démontré  rigoureusement  dans 
ces  derniers  temps  par  un  habile  géomètre  de  Saint-Pé- 
tersbourg, M.  TchebichelV.  (A’otVIa  iSoleXV.) 

Le  raisonnement  dont  M.  Hertrand  a fait  usage,  con- 
duit à cet  autre  ihéorèmtt,  démontré  auparavant  par  Abel 
pour  les  fonctions  de  cinq  lettres  ; 

Si  ii/ic  Jonction  tic  n lettres  a n l'cilvurs,  elle  est  symé- 
tritjue  par  rapport  an  — i lettres. 

Dans  une  jNoïc  publiée  dans  le  xxxu''  cahier  da  Jour- 
nal de  V École  Polyteclinit^uc,  j’ai  fait  voir  i|ue  si , entre 

n — 2 et  il  n’y  a aucun  nombre  premier,  le  tliéorème 

de  M.  Bertrand  continue  d’avoir  lieu,  pourvu  que  ^ soit 

un  nombre  premier.  La  démonstration  n’est  en  aucune 
façon  niodilice;  seulement  ou  ne  peut  plus  conclure  ce 
corollaire,  que  .si  une  fonction  de  n lettres  a n valeurs, 
elle  est  symétrique  par  rapport  h n — i lettres. 

Celte  remanpie  est  importante,  car  il  en  résulte  que 
le  théorème  de  M.  Bertrand  comprend  celui  de  M.  Cauchy 
pour  les  fonctions  de  six  lettres,  et  rend,  par  suite,  inu- 
tile la  démonstration  nu  peu  compliquée  de  iM.  Cauchy. 
En  edèl,  si  n — 6,  il  n'y  a aucun  uombre  premier  entre 

n — a et  mais  - ou  3 est  un  nombre  nreniier. 

M.  Berlraiiil  a démontré  aussi , dans  son  Mémoire,  le 
théorème  suivant  : 

Si  une  Jonction  de  n lettres,  n étant  C).  a plus  tle  n 
valeurs,  elle  en  a au  moins  •xn. 

Tels  sont  les  ré.sultats  principaux  acquis  à la  science 
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flans  celle  théorie  (*).  Le  problème  général , (pi’il 
inléressaiil  de  résoudre,  consislerail  à dcierminer  ipiels  | 

sonl,  parmi  les  diviseurs  du  produit  i . a . 3 . . . ceux  qui 
peuvent  représenter  le  nombre  des  valeurs  d’utie  fonction 
de  n lettres.  On  voit  combien  les  ibéorèmes  que  nous 
venons  d’indiquer  sonl  loin  de  répotidrc,  d’une  manièri' 
complète,  à celle  question.  Toutefois  ces  théorèmes  suf- 
fisent pour  l’objet  qu’on  doit  avoir  en  vue  dans  la  théorie 
des  équations.  Ainsi,  en  particulier,  le  théorème  de  llu- 
lini , s’il  n’établit  pas  l’imjiossibililé  de  résoudre  l’équa- 
tion générale  du  cinquième  degré,  prouve  du  moins  l’im- 
possibilité de  former  une  résolvatite  dont  le  degré  soit 
inférieur  h cinq.  ^ 

Des  substitutions  circulaires. 

I 

Pour  bien  comprendre  les  développements  dans  lesquels  | 

nous  allons  entrer,  il  est  nécessaire  de  se  faire  une  idé»’  . 

précise  de  l’opération  que  nous  avons  désignée  par  le  mot  t 

de  substitution  [voir  onzième  leçon  ).  | 

Soit  ^ 

F(«,  b,  r,..  h,  l) 


(')  Dans  un  Mt’inoiro  que  j‘ai  pr»»t*iiU‘ à 1' lîcs  Sciences  le  2 
jtiiUel  i8q9,  j'ai  ilcmuiilrcs  sans  avoir  recou r<^  ù ntiuiu  pustulatuin  , les 
lliiH>i'c2nes  suivanls  : 

i".  Une  fonction  do  n Icltros  qui  a moins  Je  n valeurs  ii’en  a ijuc  deui 
(Ut  plus,  à moins  que  n lie  soit  égal  h ; 

•j°.  l'iic  fonction  de  n lettres  qui  a précisément  n valeurs  est  symétrique 
par  rapport  h n-— 1 lettres,  ii  moins  que  n ne  soit  égal  à f>; 

3^.  l'ne  fonction  de  n lettres  qui  a plus  de  n valeurs  en  a au  moins 
^i  n esl>  8; 

U’iie  fonction  >le  n lettres  qui  a plus  de  >n  valeurs  en  a au  immts 
« ( « — 0 

— i i si  n est  > I 


La  inelliode  dont  j'ai  fait  usage  dans  ces  recherches  diïîôre  csj»entiellc- 
nient  do  celles  qui  avaient  été  employées  jnsqtrici  thi  li'onvera  1111  eitmit 
de  tiion  Meinoir»'  dans  la  ^^lle  3 III 


I 

I 
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une  fonction  de  n lellres.  Si , parmi  ces  n lellres,  on  en 
pi-end  P au  liasard  , 

a,  b,c,.  g 

par  exemple,  et  qu’après  les  avoir  rangées  en  cercle  on 
mette  chacune  d’elles  à la  place  de  celle  qui  la  précède, 
•>n  dit  que  l’on  a fait  subir  à ces  p lettres  une  ]>erimita- 
lion  circulaire,  et  la  substitution 

/«.  è, c....,g\ 

\è.  c,  . . ,g,nt 

est  dite  une  substitution  circulaire  de  Vordre  p.  Cela  posé, 
on  a le  théorème  suivant  : 

Théorème.  — Toute  substitution , si  elle  nest  pas  cir- 
culaire, équivaut  à plusieurs  substitutions  circulaires 
effectuées  simultanément  sur  des  lettres  ilifferentes. 

Supposons,  en  clfcl,  que  l’on  fasse  subir  une  substitu- 
tion qnelcoiK|ue  aux  lettres 

",  !>,(■,  g\ 

par  cette  substitution,  n se  trouve  remplacée  par  une  cer- 
taine lettre,  c par  exemple,  c elle-même  sera  remplacée  par 
une  troisième  lettre  e,  et,  en  continuant  de  cette  manière, 
on  tombera  nécessairement  sur  une  lettre  qui  se  trouvera 
remplacée  par  a.  Or  il  est  év  ident  que  les  lettres  que  l’on  a 
ainsi  rencontrées  ont  subi  une  permutation  circulaire. 
En  prenant  une  des  lettres  restantes,  et  op<Tant  de  la 
même  manière,  on  formera  un  nouveau  groupe  de  lettres 
qui  auront  subi  également  une  permutation  circulaire, 
et  ainsi  de  suite,  jusqu'à  ce  que  toutes  les  lettres  soient 
épuisées. 

I.e  raisonnement  dont  nous  venons  de  faire  usage 
donne  le  moyen  de  former  immédiatement  les  .stihstitn- 
lifuis  circulaires  <|ui  équivalent  à une  sub.siitntion  don- 
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née.  Considérons,  par  exemple,  la  sulisiitulion 
, n,  b,  c,  d,  e,f,  g,  b,  i,  j,  e\  ^ 

\//,  O,  d,/,  b,  J,  n,g,  c,  c,  ij  ' 

on  trouvera  qu’elle  éxjuivaui  aux  trois  substitutions  cir 
culaires  suivantes  : 


/">  ''y  fr  \ ibyOy  iy  e\ 

1 \ 

\b,  g,  " ' \o,  iy  Cy  b J 

Le  même  procédé  doit  aussi  être  employé  quand  on  veut 
reconnaître  si  une  substitution  est  circulaire  ou  non.  Ainsi 
on  trouvera  que  la  substitution 

ia,  b,  c,  d,  e,f,  g,  b , i,j , o\ 

\y.  /)  «.  '•»  ' ) <■.  /'/ 

est  circulaire,  car  on  peut  l’écrire  de  la  manière  suivante; 

e,/,  n,  b.  i,  b,  d,J,  e\ 

d,>,  e, 

Si,  après  avoir  cfléctué  une  substitution  circulaire  sur 
/»  lettres,  on  répète  i , a,  3, . . . , p — i fois  la  même  sub- 
stitution, on  obtiendra  p arrangements  dillérents;  mais 
en  faisant  une  fois  de  plus  cette  substitution,  ou  repro- 
duira l’arrangement  primitif. 

Aiüus  désignerons  par  le  mot  tranuposition  la  subsli- 
lupon  circulaire  de  deux  lettres,  c’est-à-dire  l'opération 
qui  consiste  à échanger  simplement  res  deux  lettres  Tune 
avec  l’autre  , et  nous  indiquerons  par  la  notation  abrégtà; 
(n,  b)  la  transposition  des  lettres  a et  b. 

Il  est  évident  que  toute  substitution,  circulaire  ou  non. 
éajuivaut  à une  séiie  de  transpositions.  Car  supposons 
qu’il  s’agisse  d’opérer  une  substitution  quelcon<jue  sur  les 
lettres 

O y b y t y ...  y f y‘  g , 

on  amèiK-ra  a à la  nouvelle  place  (pi  elle  doit  occuper  par 
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untî  transposition  ; cela  fait,  un«  antre  transposition  ainè- 
ncM  b h la  place  qn'elle  doit  occuper,  et  ainsi  de  suite, 
jusqu’à  ce  que  toutes  les  lettres  aient  pris  les  places  qu’on 
veut  leur  donner. 

Théorème  fie  M.  Cauchy. 

La  démonstration  du  théorème  de  M.  Cauchy  repose 
sur  les  quatre  lemmes  .suivants  : 

Le.mme  I"'.  — Si  une  fonction  tle  n lettres  nest  pas 
changée  par  une  substitution  circulaire  effectuée  sur  p 
lettres,  elle  ne  changera  pas  non  plus  en  répétant  cette 
substitution  un  nombre  (juclconque  de  fois. 

»Ce  lemme  est  presque  évident  -,  ear,  soit  la  fonction 

K (n,  b,  c,  <1,  e,. 

et  supposons  qut!  cette  fonction  ne  soit  pas  cltangée  par 
la  substitution  circulaire  du  cinquième  ordre 

ta,  b,  c,  fl, 

\ A , C,  </,  e,  rt  / • 

on  aura 

K (fl,  è,  c,  rf,  e, . . .)  = F(è,  f,  ft,r,  n,.  . ); 

mais  cette  égalité  ayant  lieu  quelles  que  soient  les  quan- 
tités représentées  par  n,  b , c,  d,  e,  on  aura  aussi 

C^(h,  c,  d,  e.  II,.  . ,)  = F{r,  fl,  e,  fl,  b,.  ..}, 

"F[c,  fl,  e,  fl,  b, . . .)=z¥{fl,  e,a,  b,  c, . . 

F {d,e,a,  b,  c , . . .)  z=  F {e , a , b , c , d , . . , 

F [e , a , b , c , d , . . .)  = F {a . b , c . d,  c,  . . .); 

car  chacune  de  ces  égalités  se  déduit  de  celle  qui  a lieu 
par  hypothèse,  en  représentant  par  d’autres  lettres  les 
quantités  actuellement  représentées  par  a , h , c , d , e. 

Le  même  raisonnement  montre  que  si  une  fonction 
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11  L’sl  pas  changée  en  lalsanl  r fuis  de  suite  une  permu- 
tation circulaire  de  p lellres,  elle  ne  cliaiigera  pas  non 
plus  en  répétant  2 r fois,  r fois  , etc.,  cette  même  per- 
mutation circulaire. 

Lemme  II.  — Réciproquement,  si  p est  un  nombre  pre- 
mier, et  si  une  fonction  de  n lettres  n’est  pas  changée  en 
opérant  une  substitution  circulaire  de  p lettres,  un  cer- 
tain nombre  île  fois  inférieur  à p,  cette  fonction  ne  chan- 
gera pas  non  plus,  en  faisant  une  seule  fois  la  substitu- 
tion circulaire. 

Désignons  par  A,  une  permutation  formée  avec  p^des 
n lettres  de  la  fonction  donnée,  et  appliquons  p — t fois 
à la  permutation  A,,  une  même  substitution  circulaire 
d'ordre  p.  On  aura  de  cette  manière  j)  permutations  que 
nous  représenterons  par 

A|,  Aj,  Al,...,  A^ , 
ou,  en  les  rangeant  en  cercle,  par 

. M 

{■)  . ■ 


Si  maintenant  la  permutation  A,  donne  a la  fonction  la 
même  valeur  ijiic  la  permutation  011  pourra,  d’après 
le  lemme  I,  répéter  un  nombre  ([uelcoiicjuc  de  fois  la 
substitution  par  laquelle  011  passe  de  la  permutation  A,  à 
la  permutation  A,.  Or,  pour  avoir  les  permutations  cor- 
respondantes, il  suffit  de  joindi-e  de  c en  r les  sommets 
du  polygone  (1) , et  comme  p est  un  nombre;  premier,  on 
sait_  qu’on  ne  reviendra  au  jMiint  de  départ  qu’après  avoir 
rencontré  tous  les  sommets;  d’où  il  ré.sulte  (jue  les  }X'i- 


Digitized  by  Google 


mutations 


Dlt-«r.l  VIEMt.  LK<;o>. 


I » -'^1  % • • ■ » Ab 


iloiilietU  la  môme  valeur  à la  fonction. 

I.EMME  111. — Si  nue  Jonction  n'cst  changea  par  au- 
cune suhslitution  circulaire  opérée  sur  p lettres,  elle  ne 
sera  pas  changée  non  plus  par  une  substitution  circulaire 
opérée  sur  trois  lettres  quelconcpics. 

Soit 

i n , h , c , si , . . , is , l \ 

\b,  c,  fi,.  . l,  n} 


.{>) 


nue  substitution  ciiculaiie  «l'ordre  p\  la  substitution 


/ b,  c,  ri,  . . k , /,  «7  1 
\c,  <7,  b,  fi,.  . k,  il 


sera  également  rirculaire.  En  ell'et,  en  ojiéranl,  comme 
il  a été  indiqué  au  comincncemeut  de  cette  leçon  , on  peut 
écrire  cette  substitution  de  la  manière  suivante  : 


ib,  c,  a,  i,.  -,  rl\ 

\c,  a,  i,  k,.  bj 

Donc,  puisque,  par  hypothèse,  la  fonction  «]u’on  consi- 
dère n’est  changée  par  aucune  substitution  circulaire  de  p 
lettres,  on  pourra,  sans  changer  sa  valeur,  lui  appliquer 
.successivement  les  deux  substitutions  (i)  et  (a),  ou,  ce 
qui  revient  au  même,  la  substitutiou  unique 

a,  b,  c,  ri, ...,k,i 
c,  n , b,  ri,.  . k,  l 

Mais  cette  dernière  revient  simplement  à remplacer  les 
trois  lettres  n , b , c,  parc,  n , & ; la  fonction  ne  sera  donc 
pas  changée  par  la  substitution 
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(|iii  csi  « ii'inlairc  <■!  (|iii  doil  èlrc  ellrcluéc  sur  trois  lettres 
quelconques. 

Lemme  IV. — Si  une  fonction  n’est  changée  par  aucune  ' 
substitution  circulaire  de  trois  lettres,  elle  na  au  plus 
que  deux  valeurs. 

Toute  suLstitnlioii  cirrulaire  de  trois  lettres  équivaut 
à deux  transpositions  opérées  siu'ccssiveiiieiit.  Ainsi  la 
substitution 


revient  à opérer  d’abord  la  transposition  (a,  h),  puis'en-* 
suite  la  transposition  (a,  c),  qui  a une  lettre  eomniunea 
avee  la  première.  Ainsi,  dire  qu'une  fonetion  ii’est  ehan- 
géi'  par  auenne  substitution  eireulaire  de  trois, lettres,  c’est  ^ , 

dire  (jn' elle  n’est  pascliangée  pardeux  transpositions  ayant  • 
une  lettre  eommnne,  ojiérées  successivement. 

Soit  donc  V une  fonetion  de  n lettres  a,  b,  c,  d,  ctt\, 
qui  n’est  changée  par  auenne  substitution  circulaire  de 
trois  lettres.  D’après  ce  tpii  précède,  V ne  changera  pas 
en  opérant  sueeessivement  deux  transpositions  (a, ‘b), 

(a.  c) , ayant  une  lettre  eommnne.  Supposons  qt*e  V de- 
vienne V,  quand  on  lui  applique  la  transposition  (a.  A), 

(V,  pouvant  être  égal  à V),  la  transposition  («,c)  devra 
changer  V,  en  \ , et , par  suite,  V en  V,  ; car,  faire  deux 
fois  de  stiitc  tine  transposition,  c’est  ne  faire  aucun  chan- 
gement. Il  résulte  de  là  que  deux  transpositions  (n,  b), 

(«,  c),  tpii  ont  une  lettre  commune,  produisent  le  mémo 
changement  dans  la  fonetion  ; il  en  sera  de  même  des  deux 
transpositions  (a,  c),  (c,  d)  et,  par  suite,  des  deux  trans- 
positions (rt,  b),  (c,  d)  qui  n’ont  anetine  lettre  cora- 
mnne. 

Cela  posé,  tonte  substitution  équivalant  à plusieurs 
transjKjsitioiis,  on  voit  que  V n'a  au  plus  que  deux  va- 
leurs; car  si  une  première  transposition  change  V en  V,. 
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une  deuxième  cliaiigera  V,  eu  V,  une  iroisièine  V en  \ 
et  ainsi  de  stiile;  en  sorte  que  V n'aura  que  deux  \aleurs^ 
cl  elle  n'en  aura  même  qu'une  seule  si  ^ = V,. 

TiiÉonÉME  DE  M.  Caeciiy. — Si'  wic  fouctioti  de  n 
lettres  n moins  de  p valeurs^  p étant  h plus  ^rand 
nombre  premier  contenu  dans  n,  elle  ne  peut  avoir 
plus  de  deux  valeurs. 

Soient  V une  fonction  de  n lettres,  p un  nomlire  pre- 
mier égal  ou  inférieur  à n,  et  supposons  (|uc  la  fonction  V 
ait  moins  de  p valeurs. 

Parmi  les  /»  lettres  de  la  fonction  V,  prenons-cn  p au 
hasard,  formons  ave*’  ces  p lettres  un  premier  arrange- 
ment Al,  puis  faisons  subir  aux  p lettres  de  cet  arrange- 
ment, p — I fois  de  suite,  une  même  substitution  circu- 
laire d'ordre  p ; on  aura  en  tout/v  arrangements  que  nous 
désignerons  par 

A|,  A,,  Aj,...,  A^,. 

Applicpions  à la  fonction  'V  les  p substitutions 


il  en  résultera  p valeurs  de  V,  que  nous  représenterons 
par 


V,,  V.,  V,,...,  V, 


ou,  les  rangeant  eu  cercle,  par 


A 


•? 


Or,  par  hypothèse,  la  fonction  V a moins  de  ^valeurs 

i8 
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(lisliiK'tes  j il  y a douo  au  moins  dt'ux  valeurs  de  V égales 
entre  elles  parmi  relies  f|ue  nous  venons  d'érrii-e.  Sui>po- 
soiKS  que  l'on  ail 

V > — V .■ 

alors  la  fonetion  \ ,.i  ne  ( hange  pas  cpiand  on  fait  subir 
aux  P lettres  tpic  nous  avons  ronsidérées  ;■  fois  de  suite 
mie  substitution  eireulaire-,  elle  ne  rUangera  doue  pas, 
P étant  un  nombre  premier,  si  l’on  ne  fait  qu'une  seule 
fois  ectte  substitution  (lemme  II),  et,  par  suite,  si  on 
la  fait  un  nombre  <pieleon([ue  de  fuis  (lemme  I).  iMais 
chaque  valeur  de  V se  déduit  de  la  précédente  par  une 
substitution  circulaire  des  p lettres  considérées;  donc  les 
P valeurs  de  V sont  égales  entre  elles. 

11  résulte  de  là  «pie  la  fonction  V n'est  changée  par  au- 
cune substitution  circulaire  de  />  lettres;  donc  elle  ne  le 
sera  pas  non  plus  par  une  substitution  circulaire  de  trois 
lettres  quelconques  (lemme  III  et,  par  conséipient , elle 
n'a  <pie  deux  valeurs  au  plus  ( lemme  1\  ). 

CoROLLAinE  I.  — Si  /J  est  premier,  on  peut  prendre 
p=z  n,  et  l’on  a ce  théorème  ; Si  une  fonclion  de  n lettres, 
(n  étant  premier),  a moins  de  n va/eiirs,  elle  ne  peut  en 
avoir  plus  de  deux. 

Kn  particulier  : Si  une  Jonction  de  cinq  lettres  a plus 
de  deux  valeurs,  elle  en  a nu  moins  cinq. 

CoROLLAiBE  II.  — Toute  Jonction  de  n lettres  qui  n'a 
que  deux  valeurs  n'est  changée  par  aucune  substitution 
circulaire  de  trois  lettres,  et,  pur  conséquent , elle  est 
changée  par  une  transposition  quelconque. 

En  clli't,  d’après  le  théorème  précédent,  une  fonction 
qui  a moins  de  trois  valeurs  n'est  changée  par  aucune 
substitution  circulaire  de  trois  lettres,  et,  d’après  le 
lemme  IN  , toutes  les  transpositions  produisent  le  même 
rbangement  sur  la  fonetion;  sa  valeur  doit  donc  ehaiigcr 
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par  une  iraiisjHisiiioii  <jiu  lc()n(|iu‘  si  «■Ile  n'est  pas  svnu^- 
trique.  Et,  en  g«;néral,  une  .substitution  (iuelroii(|ue 
change  ou  ne  cliaiige  pas  la  valeur  de  la  fonction  , suivant 
que  celte  substitution  «iiiuivaut  à un  nombre  pair  ou 
impair  d«‘  transpositions. 

Forme  génera/e  des  Jonctions  (/ni  ont  deux  valeurs. 

On  |H'iil  toujours,  quel  que  soit  n,  former  des  fonctions 
de  n lettres  qui  n’aient  «[iiedcux  valeurs. 

Considérons,  en  efl'et,  les  n lettres 

«ï,  y .,  /j  /j 

et  désignons  par  e le  produit  de  toutes  les  diHérences 
obtenues , en  retranchant  de  chacune  de  e«-s  lettres  suci  es- 
sivenu’iit  chacune  des  suivantes,  on  aura 

V Z=  [a  — b){a  — c).  . .{a  — t)(l/ — r). . 

Le  carré  de  r est  évidemment  une  fonction  symétrique,  et, 
par  conséquent,  e ne  peut  avoir  que  deux  valeurs  traies 
et  de  signes  contraires.  Ces  deux  valeurs  existent  eflecti- 
vcmeiit;  car  on  voit  que  e se  i-hange  eu  — o (|uand  on 
change  « et  b rime  dans  l’autre. 

On  peut  trouver  très-facilement  la  forme  générale  «h-s 
fonctions  qui  n’ont  que  deux  valeurs.  Dtisignons  par  V une 
fonction  quelconque  qui  n’a  que  deux  valeurs  distinctes , 
il  est  aisé  de  voir  que  le  produit  V e n’aura  aussi  que  detix 
valeurs.  Soient,  en  effet,  V et  V,  les  deux  valeurs  de  V, 
e et  — v>  étant  celles  de  e;  d'après  ce  qui  a été  établi  pré- 
cédemment, une  substitution  ne  changera  ni  V ni  e,  si  elle 
équivaut  à un  nombre  pair  de  transpositions  ; au  contraire, 
elle  changera  V en  V,  et  e en  — e,  si  elle  ét|uivaut  à un 
nombre  impair  de  tran.sposilions  ; d’où  il  suit  évidemment 
«pie  la  fonction  \ v ii’a  «|ue  les  deux  valeurs  Ve  et  — V,  e. 

■ 8. 
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Si  donc  on  fait 

V -t-  V,  = A , 

Vf  — V.F  = B, 

A el  R seront  des  fonctions  syniéli  iques  ( voir  troisième 
leçon).  De  ces  équations  on  déduit 


A B 

mais  - et  — sont  des  fonctions  svméirittucs i on  peut 

2 2 F’  ^ ‘ 

<lonc  écrire  plus  simjdeincnt 

V = A + B.'. 

Telle  est  la  forme  générale  des  fonctions  qui  n’ont  <[uc 
deux  valeurs;  A et  R désignent  des  fonctions  symétriepies, 
et  V représente  la  fonction 

{a-b){a-c).  .(/-/), 

dont  les  deux  valeurs  sont  égales  et  de  signes  contraires. 
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VINGTIÈME  LËCON. 

Théorème  de  M.  IWrtruiul  sur  le  nombre  des  valeurs  que  peut  prendre  une 
fonction  de  #1  lettres.  — Forme  péiicralc  des  fonctions  de  n lettres  qui 
ont  n valeurs  distinctes.  — F.xamcii  des  cas  particuliers  qui  échappent 
à la  ileuiunstration  précédente. 


Théorème  de  M.  Berlrand  sur  le  nombre  de  valeurs  que 
peut  prendre  une  fonction  de  n lettres. 

Postidatum.  — Si  n csl  un  nombre  entier  ^ 7,  il  y a 

au  moins  un  nombre  premier  p compris  entre  n — 2 et 

La  (lénionstralion  du  tbcorème  de  M.  Berlrand,  ainsi 
que  celle  du  lemniequi  va  suivre,  repiosesurce  postulaluni. 
Lemme.  — Soit 

\ = ¥ [a,  h , c,  tt,.  k , t) 

une  fonction  de  n lettres  ayant  moins  de  n valeurs.  Si  p 
désigne  un  nombre  premier,  compris  entre  n — 1 et 

ou  égal  à'-^i  et  qu'avec  les  n lettres , 

a , b , c,  d , . . . , k’ , l 

on  forme  deux  groupes , l'un  de  p lettres,  l'autre  de 
deux  lettres , l’un  au  moins  de  ces  deux  groupes  jouira 
de  la  propriété  que  la  fonction  V ne  sera  pas  changée 
par  une  substitution  circtdaire  effectuée  sur  les  lettres 
qui  le  composent . 

Soient  a et  b deux  lettres  quelconques  parmi  les  n lettres 
données  a , , c , eU\  ; on  formera , en  les  transposant , les 

deux  arrangements  nb  et  ba.  Considérons  aussi  l’un  des  ar- 
rangements de  p lettres  prises  parmi  les  n — 2 qui  restent, 
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eirecluons  sur  les  lettres  de  cet  aiTaiigemenl  une  subslilu- 
lioii  circulaire  cl  la-pélons  cette  même  substitution  p — i 
fois.  Ou  lormera,  do  relie  façon,  p arrangements  , et,  eu 
combinant  chacun  de  ces  p arrangements  avec  les  deux  des 
lettres  a et  h,  on  aura  en  tout  i p arrangements  des  p -t-'i 
lettres,  auxquels  correspondront  ip  valeurs  de  la  fonc- 
tion \ . Mais,  par  hypothèse,  V a moins  de  n valcnrs  dis- 
tinctes et  2p  est  au  moins  égal  à n;  donc,  parmi  les  ip 
valeurs  de  V,  il  y eu  a au  moins  deux  qui  sont  égales  outre 
elles.  Cela  posé,  il  convient  de  distinguer  trois  cas  : 

i“.  Les  deux  valeurs  égales  de  V correspondent  à un 
même  arrangement  des  p lettres  et  ne  diHercnt  que  par 
l’ordre  des  deux  lettres  a et  h.  Alors  on  passe  de  l’une  à 
l’autre  des  valeurs  de  par  la  transposition  («,  h).  Celte 
transposition  lie  change  donc  pas  la  valeur  de  V. 

2”.  Les  deux  valeurs  égales  de  V correspondent  à un 
même  arrangement  des  deux  lettres  a et  b,  et  à des  arran- 
gements diflérents  des  p autres  lettres.  Alors  la  fonc- 
tion V n'est  pas  changée  en  eflectuaiit  plusieurs  fois  une 
même  substitution  circulaire  sur  CCS  p lettres;  donc  elle 
ne  changera  pas  non  plus  eu  ne  faisant  qu’une  seule  fois 
cette  substitution. 

3°.  Enfin,  les  deux  valeurs  de  V correspondent  .à  des  ar- 
rangements qui_dil1êrcnt  tant  par  l’ordre  des  deux  lettres 
a et  b que  par  celui  des  p autres  lettres.  Alors  la  fonction 
V n’est  pas  changée  en  elfectuanl  un  certain  nombre  r de 
fois,  sur  les  /; lettres,  une  même  substitution  circulaire, 
pourvu  qu'on  change  en  nièine  temps  les  lettres  a cl  b l’une 
dans  l’autre.  On  pourra  donc  faire  une  seconde  fois  celle 
ojiéralion  sans  changer  la  valeur  de  V,  mais  alors  a et  b 
auront  repris  leurs  places , et  l’on  aura  seulement  elfcctué 
sur  les  p lettres  de  l’autre  groupe  ar  fois  une  même  sub- 
stitution circulaire.  D’où  il  suit,  comme  dans  le  second 
cas,  qu'une  substitution  circulaire etlèctuée  sur  les  p lel- 
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11't‘s  lie  changera  pas  la  fonction.  Et  comme,  après  avoir 
fait  plusieurs  fois  la  substitution  circulaire  sur  les  /»  let- 
tres, on  jicut , sans  cliangcr  V,  faire  la  transposition 
(a,  A),  cette  transposition  ne  changera  pas  non  plus  la 
valeur  tie  la  fonction. 

La  pro^tosition  est  donc  démontrée. 

Remarque.  — La  dénionslration  qui  prwède  se  fait, 
toimne  on  voit,  avec  le  même  succès,  «pie  p soit  compris 

entie  n — a et  ou  «pi’il  soit  précisément  égal  à Mais 

si  P est  on  peut  étendre  un  peu  l’énoncé  de  la  pro- 
[Kisilion  , et  dire  : 

Si  une  fonction  de  n lettres  na  pas  plus  tic  n valeurs, 
cl  si  P désigne  un  nombre  premier  compris  entre  n — a 

et  -1  en  formant  deux  groupes,  l'un  de  deux,  l’antre  de 

P lettres,  il  y aura  au  moins  un  de  ces  groupes  qui  jouira 
de  la  propriété  que  la  Jonction  ne  sera  pas  changée  par 
une  substitution  circulaire  effectuée  sur  les  lettres  qui  le 
composent. 

Ce  nouvel  énoncé  ne  serait  pas  exact  si,  entre  n — a 
et-i  il  n’y  avait  cn’ectivement  aucun  nombre  premier. 
Tel  est  le  cas  de  /»  = 6. 

'l'iiÉORÈME  DE  M.  Bertrawd.  — Si  utic  Jonction  de  n 
lettres,  non  symétrique , a moins  de  n valeurs,  elle  ne 
peut  en  aroirplus  de  deux. 

Supposons  <{ue  la  fonction 

\ = Te  (a , b , c , d t) 

des  n lettres  a,  b.  c,  etc.,  ait  moins  de  n valeurs,  (ietle 
fonction  n’étant  pas  symétrique,  il  y aura  au  moins  deux 
lettres  a et  b dont  la  transposition  changera  sa  vah-iir. 
Désignons  par  p un  nombre  premier  compris  entn'  n — a 
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« , , . « . . 1 , 
et  -5  OU  eg;il  a ->  |>uis  parmi  les  n — a loUros 

t*,  (i  ^ y l ^ 

prenons-oii  p au  hasard.  D'ajirè.s  le  Icmme  précédent,  la 
fbiiciion  V ne  sera  pas  changée  par  une  substitution  cir- 
culaire cH'cctuée  sur  ces  p lettres,  puisqu’elle  est  changée 
par  celle  des  deux  lettres  a et  i,  et  que,  parmi  les  deux 
groupes,  l’un  de  deux,  l’autre  de/i  lettres,  il  y en  a un  sur 
liquel  on  pi'ut  elFectuer  une  substitution  circulaire  sans 
changer  la  fonction. 

Il  suit  de  là  que  V,  considérée  comme  fonction  des  /»  — a 
lettres 

c , #/, . . . , ^ , / , 

ii'esi  changée  par  aucune  substitution  circulaire  de  p let- 
tres ; p.ir  suite,  elle  ne  l'est  pas  non  plus  par  une  substitu- 
tion circulaire  effectuée  sur  trois  lettres  quelconques;  elle 
n’a  doneati  plus  que  deux  valeurs  (roiV'la  leçon  précédente). 

Nous  examinerons  d'ahortl  le  cas  où  la  fonction  V est 
symétrique  par  rapport  aux  n — 2 lettres  c , tl , k , l , 
puis  celui  où  elle  a deux  valeurs  par  les  permutations  de 
ces  lettres. 

i”.  \ est  symélriquc  par  rapport  aux  n — 2 lettres 
c,fi^.,.,k,l. 

Si  V n’a  pas  piaVi sèment  n valeurs , cette  fonction  chan- 
gera par  la  transposition  de  l’une  des  lettres  n et  b avet; 
l’une  quelconque  des  ;i  — 2 autres;  car  autrement  V serait 
symétrique  par  rapjiort  à n — 1 lettres,  et  aurait  préci- 
sément n valeurs.  On  ne  piuit  donc  avoir 

F (a  , b,  c , il , . . . , k , l)  = V {a , c , b,  il,  / , /). 

Il  n’est  pas  possible  non  plu.s  que  \ conserve  la  même 
valeur  lorsque  les  deux  lettres  a et  b sont  changées  en 
deux  autres  c et  ri,  car  on  aurait  alors 

!••  («,  b r,  il,  ...,  X , /)  = F(c,  il,  II,  b,  . . .,  X, 
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el  le  second  membre!  serait  svniéii  iqiie  par  rapport  à a et  />, 
tandis  epie  le  premier  ne  l’est  pas  |)ar  hvpolhèse.  Knfin 
l’égalité 

F (a,  6,  c,  l’  (/;,  c,  «,  rf, 

est  de  même  impossible;  car  le  second  membre  est  svmé- 
Irique  par  ra[q)ort  à a et  r/,  tandis  ([ue  le  premier  ne  l’est 
pas. 

D’où  il  suit  que,  si  V n'a  pas  précisément  n valeurs, 
celte  fonction  en  aura  autant  qu’il  y a (rarrangeraents  de 
n lettres  deu\  à di‘ii\,  c’est-à-dire  n (n  — i). 

Comme,  par  bvpollicse,  la  l'onction  V a moins  de  n va- 
leurs, il  est  impossible  qu'elle  soit  symétrique  par  rapport 
aux  n — 2 lettres  , c,  fl , , h , l. 

a".  a tletur  %Hilcurs  par  les  peniiulations  fies  n — 2 
lettres  c,  //,...,  A' , /. 

Je  dis  que  , dans  ce  cas  , la  l'onction  V ne  sera  changée 
par  aucune  substitution  circulaire  ell'ectuée  sur  p leltre.s 
quelconques  prises  parmi  les  « , 

II,  b,  c,  fl,  . . .,  h,  l, 

et,  par  suite,  que  cette  fonction  n’aura  que  deux  valeurs 
distinctes  par  les  permutations  de  ces  n lettres. 

Remarquons  d’abord  que  V n’ayaul  que  deux  valeurs , 
par  les  permutations  des  n — 2 lettres  c,  d,...,k  ,l  change 
par  la  transposition  de  deux  quelconques  de  ces  lettres, 
et  n’est  pas  changée  par  une  substitution  ci  rculaire  opérée 
sur  p de  ces  n — 2 lettres.  Supposons  maintenant  qu’on 
prenne  p lettres  parmi  les  n lettres  a , h,  etc.,  et  que  parmi 
ces  p lettres  se  trouvent  a et  b ou  au  moins  l’une  d’elles, 
il  y aura  au  plus  dans  ce  groupe  p — i lettres  prises  parmi 
c , d k , l -,  et  l'omme p est  <^n  — 2 , il  restera  au  moins 
deux  de  ces  dernières  lettres  tpii  ne  feront  pas  partie  du 
groupi!  de  j>  lclln*s.  Or  la  transjM)silion  de  ces  deux-là 
fhange  la  valeur  de  la  roiiction  ; <lonc,  il’aprês  le  leninio 
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préc'cdciii,  une  siihslilutimi  circulaire  ell'ecluéc  sur  les 
P lellres  ne  la  eliaiif^iTa  pas. 

I.a  roiiction  V n’etant  changée  par  aucune  suhslitution 
circulaire  circcluée  sur/^  lellres,  ne  le  sera  pas  non  plus 
par  une  subslilulion  circulaire  ellecluée  sur  trois  lettres, 
et,  par  cnnsécpient,  elle  n’aura  c|ue  deux  valeurs,  ainsi 
que  nous  l'acons  Ml  dans  la  dernièic  leçon. 

On  voit  donc  que  si  entre  n — 9 et  - il  va  un  nonihre 

premier,  ou  si  ^ est  un  nombre  pi-cinier,  une  i'oiiclion 

de  n lettres  qui  a moins  de  n valeuis  ne  peut  en  avoir 
que  deux  au  plus. 

fui  particulier,  comme  ^ est  un  nombre  premier,  on 

a ce  théorème  démontré  depuis  longtemps  par  M.  Caucliy  ; 

Une  Jonction  de  six  lettres , qui  a moins  de  six  va- 
leurs, ne  peut  en  avoir  plus  de  deux. 

Uemaiique.  — La  démonstration  de  M.  Bertrand  ne 
s'applique  pas  aux  fonctions  de  quatre,  de  cinq  et  de 
sept  lellres;  mais,  comme  5 et  ^ sont  des  nombres  pre- 
miers, le  cas  des  fonctions  de  cinq  lettres  et  celui  des 
fonctions  de  sept  lettres  sont  compris  dans  le  théorème 
de  M.  Cauchy.  Le  seul  cas  des  fonctions  de  quatre  lettres 
fait  exception.  11  v a elléclivi'incnt,  comme  nous  l'avons 
vu  dans  les  leçons  précédentes,  des  fonctions  de  quatre 
lettres  ijui  u’oiil  (|ue  trois  valeurs  distinctes. 


Uoriiic  generale  tics  fonctions  de  n lettres  qui  ont 
n valeurs  ilistinctes. 

Soit 

\ — V {tl,Jl,  c,  it i , i) 


iin<;  fonction  de  n lettres  n,  />,  c,  ...,  A , /,  ejui  a préci- 
sément n valeurs,  et  supposons  que  la  transjxisitiou  (ci,  /<) 
change  la  v.ileur  de  cette  fonction;  on  fera  voir,  comme 
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préfédeni nient , que  la  t'onclion  V ne  peut  avoir  ([uc  doiix 
valeurs  au  plus  par  les  permutations  des  n — a lettres  e, 
d, , A , /,  pourvu  qu'il  existe  un  nombre  premier  com- 
pris entre  n — 2 alors  la  fonction  \ doit  être  symé- 
trique par  rapport  aux  //  — 2 lettres  c,  c/, ...,  A,  /,  car, 
s’il  en  était  autrement,  ou  a vu  qu'elle  n’aurait  <pic  deux 
valeurs.  Je  dis  même  que  la  fonction  V doit  être  symé- 
trique par  rapport  .à  n — 1 lettres,  car  autrement  elle  au- 
rait n («  — 1)  valeurs,  comme  nous  l’avons  fait  voir  tout 
à l'heure;  d’où  il  résulte  que,  s’il  existe  un  nombre  pre- 
mier compris  entre  n — 2 et  ^ , on  a ce  théorème  : 

ThéoiTeme.  — Une  joncüon  de.  n lettres  quia  n etilcurs 
est  symétrique  pnr  rapport  n n — i lettres. 

Revî ARQUE.  — La  démonstration,  comme  on  le  voit, 
ne  m’applique  pas  aux  fonctions  de  trois,  de  quatre,  de 
cinq,  de  six  et  de  sept  lettres.  Le  théorème  a été  dé- 
montré par  Abel , pour  les  fonctions  de  cinq  lettres 
(OE urnes  complètes  , tome  I''",  page  i g),  et  il  a lieu  aussi 
pour  les  fonctions  de  trois,  de  quatre  et  de  sept  lettres; 
le  seul  cas  des  fonctions  de  six  lettres  fait  exception  ; il  v 
a,  en  efl'ct,  des  fonctions  de  six  lettres  dont  le  nombre 
des  valeurs  distinctes  est  6,  et  qui  ne  sont  pas  symétri- 
ques par  rapport  à cinq  lettres  {voir  la  IVote  MU).  JNous 
.'liions  examiner  ici  les  cas  des  fonctions  de  trois,  de  quatre, 
de  cinq  et  de  sept  lettres. 

Examen  des  cas  particuliers  qui  échappent  à ta 
démonstration  précédente. 

Nous  commencerons  par  établir  le  Icmmc  généial  sui- 
vant : 

Si  une  Jonction  d'un  nombre  n de  lettres,  supérieur 
à 3,  n'a  que  deux  valeurs  distinctes  par  les  permuta- 
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tions  fie  n — i /dires,  elle  a a ou  -in  valeurs  par  les 
permutations  fie  toutes  les  lettres. 

Soil  V une  fonclion  dus  n lulU'us 

fl  , b , C , fi  , A y i , 

qui  a deux  valeurs  dislinutes  par  lus  permulalioiis  des 
n — I lettres 

b , f , fi A , l , 
et  supposons  n ^ 3. 

Eu  désignant  par  U lu  produit  des  dill'érenres  de  ces  n — i 
lettres  deux  à deux,  en  sorte  (|u'on  ait 

i'  = (i  — c}{  b — fi)  A — / ), 

V aura  la  forme 

V = A -t-  Bu, 

A ut  15  étant  des  fonctions  des  n lettres  a,  b,  c,  etc., 
symétriques,  par  rapport  aux  n — i dernières.  ' 

Cela  posé,  je  distinguerai  deux  cas,  suivant  que  la 
fonction  A est  ou  n’est  pas  symétrique  par  rapport  aux 
n lettres. 

1°.  Si  A est  symétrique  par  rapport  aux  n lettres  , V a 
précisément  autant  de  valeurs  que  15  e;  mais  le  carré  de  15  e 
est  symétrique  par  rapport  aux  n — i lettres  b,  e ,fi , , 

k,  l\  donc  ce  carré  a n valeurs  , ou  une  valeur  seulement 
s'il  est  symétrique  par  rapport  .à  toutes  les  lettres.  Par 
«onséquent,  15e  ou  V a a ou  a « valeurs. 

a”.  Si  A n’est  symétrique  que  par  rapport  aux  n — i 
lettres  b,  c,  fl,....  k,  /,  faisons  lus  n transpositions 

[a,  fl),  {fl,  b),  {n,c),...,  (a,k),  {ft,i), 

et  désignons  par 

, A.  , . . , , An 

les  valeurs  qui  en  lésultent  pour  A ; j>ar 
15,,  B:,..  , B„ 
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li‘s  valeurs  eoiTcspondantes  de  11  qui  peuvent  être  égales 
entre  elles;  enfin  par 

y,,  «J , . . . , r, 

celles  de  e.  On  aura  ces  au  valeurs  de  V,  les  seules  que 
cette  fonction  puisse  avoir  ; 

A,  ± 

A,±  B,-,, 

A,dl  B.v,  ; 

et  je  dis  que  ces  an  valeurs  de  V sont  difiérenles  si  rt  est 
^3.  En  elfet,  si  l’on  avait,  par  exemple, 

A,  dbB,  K,  = A,±  B,f, , 

il  en  résulterait 

A,  — A,  = ± B,  v,  B,  •>,  ; 

or  le  premier  membre  n’est  pas  nul,  et  il  est  symétrique 
par  rapport  aux  « — a lettres  c,  r/,...,  / , /;  11,  et  11,  sont 
également  symétriques  par  rapport  à ces  lettres,  tandis 
que  e,  cl  e,  changent  de  signe  par  la  transposition  de  deux 
quelconques  de  ces  « — a lettres;  l'égalité  précédente  est 
donc  impossible  si  n — a est  au  moins  égal  à a,  c’est-à- 
dire  si  U est  ^ 3.  La  fonction  V a donc  an  valeurs. 

On  peut  déduire  de  cette  proposition  cjue  ; 

Si  une  fonction  d'nn  nombre  n de  lettres,  sufiérieur 
à 2 , a n valêurs , il  est  impossible  que  le  nombre  des 
râleurs  que  prend  cette  fonction  par  les  permutations 
de  n — 1 lettres  soit  égal  à a. 

Cela  posé,  je  dis  que  pour  chacune  des  quatre  valeurs 
de  n , 

//  = 3 , //  = 4 > « = 5 , n — 

on  a ce  théorème  ; 

Une  fonction  de  n lettres  quia  n valeurs  distinctes  est 
S)  métrique  par  rapport  à n — i lettres. 
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i”.  Cas  (les  Jonctions  de  trois  lettres.  — Soit  N une 
fonction  des  trois  lettres 

a,  ù,c, 

qui  a trois  valeurs.  Si  V n’est  pas  symétrique  par  rapport 
à (I  et  h,  elle  aura  deux  valeurs  V,  et  \ i par  les  permuta- 
tions de  ces  lettres  j nommons  \ j la  troisiènu!  valeur  de  V. 
On  a 

V,  = ( V, -f- V, -h  V,  ) - ( V, -t- V,)  ; 
or,  ainsi  que  nous  l’avons  montré  précédemment  (troi- 
sième leçon),  la  fonction 

V.  + V,  V, 

est  symétrique  pai’  rapport  aux  lettres  «,  l>,c.  Pareil- 
lement, 

V,  4-  V. 

est  symétrique  par  rapport  à a et  h \ donc  \ j est  symé- 
trique par  rapport  à a et  i ; donc  enfin  V est  symétrique 
par  rapport  à deux  lettres. 

a”.  C(ts  des  fonctions  de  quatre  lettres.  — Soit  V une 
fonction  de  quatre  lettres 

(J,  b,  c,  f/, 

qui  a quatre  valeurs.  Le  nombre  des  valeurs  que  prend  V 
par  les  permutations  des  trois  lettres  a,  b,  c,  est  un  divi- 
seur du  produit  i . a . 3 ; il  est  d’ailleurs  au  plus  égal  à 4 • 
Si  donc  V n’est  pas  symétritpic  par  rapport  à a,  b,  e , elle 
a deux  ou  trois  valeurs  par  les  permutations  de  ces  lettres. 
Le  premier  cas  est  impossible,  d’après  le  leraiitc  démon- 
tré plus  haut;  il  faut  donc  que  V ait  trois  valeur.4  V,,  V,, 
Vj.  Nommons  V la  quatrième  valeur  de  V ; on  a 

V,  = (V,  V,  -t-  V,  -h  V.)  — (V.  4-  V,  -H  V.), 

d’où  l’on  peut  conclure,  comme  plus  haut,  que  V*  est 
s-vniétriquc  par  rapport  .à  a,  b , c;  donc  V est  symétrique 
par  rapport  à trois  lettres. 
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3".  Cas  Ucs  Jonctions  de  cinq  leltivs.  — Soil  \ une 
fonclion  de  cinq  lellres 

a,  b,c,tl,  r. 


qui  a cinq  valeurs.  Le  nombre  des  valeurs  que  prend  V par 
les  pcrmulalions  des  quatre  lettres  b,  c,  d est  un  divi- 
seur du  produit  i.2.3.4i  et,  d'après  l’hypothèse,  ce 
nombre  ne  peut  surpasser  5 ; ce  sera  donc  Tun  des  nom- 
bres I,  a,  3,  4-  donc  la  fonction  \ n’e.st  pas  symé- 
trique par  rapport  à «,  A,  c,  /■/,  elle  a deux , trois  ou  (piatrc 
saleurs  par  les  permutations  de  ces  lettn-s.  l.e  premier 
cas  est  impossible,  d'après  le  lemiue  démontré  plus  haut^  je 
disque  le  second  cas  est  aussi  impossible.  F.n  ellèt,  sup- 
posons que  ce  cas  ait  lieu  ; nommons  V,,  \ ,,  V,  les  trois 
valeurs  qoe  prend  \ parles  permutations  des  lettres  «,  /», 
e,  d,  et  soient  V»,  V,  les  deux  autres  valeurs  de  V ; on  a 


V.  -f-  V,  = (V,  -h  V,  -t-  V,  V,  -+-  V,  ) — { V,  V,  H-  V,), 


V.  v,= 


V.V,ViV.V>. 
v,v,v,  ■■ 


on  conclut  de  l.à  que  N i ^ s et  V j V,  sont  des  fonctions 
symétriques  de  ci,  b,  c,  r/;  par  suite,  il  en  est  de  même  de 
(V,  — Vj)’,  et  alors  la  fonction  \\  — a deux  valeurs 
par  les  permutations  de  «,  b,  c,  d ('*').  Posons 

V,  -f-  V,  = 2 A , V,  — Vi  = 2 B , 

on  aura 

V.  = A-t-B,  V,=rA  — li. 

Il  suit  de  là  que  V»  a deux  valeurs  par  les  permutations 
de  rt,  A,  c,  d\  donc  V a deux  valeurs  parles  ]>crinutations 


(•)  On  peul  admcUrc  que  V4— V,  »oil  symétrique  par  rapport  à 6, 
d\  car  alors  cl  V,  seraient  symétriques  par  rapport  à ces  quatre 
lettres,  par  suite,  V serait  symétrique  par  rapp<>rl  à qunln*  lellres,  ee 
qui  est  contre  l’hypolhèse. 
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de  quatre  des  cinq  lettres  a,  c,  i-,  ce  que  nous  avons 
démontré  impossible. 

11  faut  donc  que  V ait  quatre  valeurs  ^ ,,  V,,  \\  par 

les  permutations  des  quatre  lettres  «,  b,  c,  d\  nommons 
V',  la  cinquième  valeur  de  V.  L’égalité 

V,=  (V, -+-V,+ V,  + V.4-V,)  — (V.  + V.-t-V,  + V.) 

montre  que  Vj  est  symétrique  par  rapport  à«,  b,  c,  r/; 
donc  V est  symétrique  par  rapport  h quatre  lettres. 

4“.  Cas  (les  fondions  de  sept  lettres.  — Soit  V une 
fonction  des  sept  lettres 

a,  b,  r,  ,1,  e,f,  g 

qui  a sept  valeurs.  Le  nombre  des  valeurs  que  prend  V 
par  les  permutations  des  six  lettres 

",  l>,  c,  <t,  c,/, 

est  un  diviseur  du  produit  i.  a.  8. 4 .5. 6;  et  comme  ce 
nombre  est  au  plus  égal  à ce  sera  nécessairement  l’un 
des  nombres  1 , a , 3 , 4 , ^ ou  6'.  D’ailleurs  , une  fonction 
de  six  lettres  qui  a moins  de  six  valeurs  n’en  a au  plus  que 
deux;  donc  notre  fonction  V ne  peut  avoir  que  une,  deux 
ou  six  valeurs  par  les  permutations  des  six  lettres  a,  b,  c, 
d,  e,f.  Le  second  cas  est  impossible,  d’après  le  leinrae 
démontré  plus  haut;  donc,  si  la  fonction  V n’est  pas 
symétrique  par  rapjiort  aux  six  lettres , elle  a six  valeurs 
par  les  permutations  de  ces  lettres.  JNommant  aloi-s  V,, 
^ I,  V,,  Vi,  Vj,  V'c  ces  six  valeurs  et  V,  la  septième  valeur 
de  V,  l’égalité 

V;  = (V,  -t-  V,-H  V,H-  V.-t-  V,-l-  V«-|-V.) 

- ( V,  V,  + V,  V.  V,  -I-  V,  ) 

montre  que  V,  est  symétrique  par  rapport  à «,  b,  c,  d,  e, 
f,  et,  par  suite,  que  V est  symétrique  par  rapport  à six 
lettres. 


Digitized  by 


VINGT  ET  t'MEME  LEÇON. 


289 


VINGT  ET  UNIÈME  LEÇON. 

* 

De*  ronction*  nlgèbrique*.  De*  fonctions  entières.  Des  fonctions 
rationnelles.— Classification  des  fonctions  algébriques  non  rationnelles. 
— Forme  generale  de*  fonctions  algébriques. 


P(’s  fonctions  al^chriqucs. 

Les  considérations  dévelo|>p<'-e3  dans  la  dix-huiliènae 
leçon  et  les  suivantes  donnent  lieu  de  penser,  sans  toute- 
fois le  démontrer  d’une  manière  rigoureuse,  qu’il  est 
impossible  de  résoudre  algébriquement  les  équations  gé- 
nérales de  degré  supérieur  au  (juatricme.  Abel  est  parvenu 
à démontrer  cette  impossibilité,  par  une  méthode  qui  a 
été  simpliliée  ensuite  par  Wantzel  dans  quelques-unes  di- 
ses parties. 

Résoudre  une  équation  algébriquement,  c’est  former 
une  fonction  algébrique  des  coefficients  (|ui , substituée. à 
l'inconnue,  satisfasse  identiquement  à l’équation;  la  pre- 
mière chose  à faire,  pour  reconnaitre  si  une  équation  est 
soluble  ou  non  algébriquement,  est  donc  d'étudier  la 
forme  générale  des  fonctions  algébriques.  C'esI  cette  étude 
que  nous  allons  faire  ici , et  nous  démontrerons,  dans  la 
prochaine  leçon,  l’impossibilité  de  résoudre  algébrique- 
ment les  équations  générales  de  degré  su]H*rieur  au  qua- 
trième. 

Soient 

•*'1  ) ***J  » > • • • » 

h quantités  quelconques  indépendantes,  et  v une  fonction 
de  ces  quantités;  e sera  une  fonction  algébrique , si  on 
peut  l’exprimer  cm-,,  etc.,  à l’aide  des  opérations 

suivantes,  elTcctnéi-s  un  nombre  fini  do  fois  ; i"  l'addition 

'9 
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OU  la  souslraciiüii  ; a"  la  niultiplicatiun ; 3“  la  division; 
4”  rextraclion  des  racines  d'indices  premiers.  Nous  ne 
comptons  pas  l’élévaliou  aux  puissances  entières  et  l’ex- 
traction des  racines  de  degrés  composés,  car  ces  opéra- 
tions sont  év  idemment  comprises  dans  les  quatre  que  nous 
avons  mentionnées. 


Des  fonctions  entières. 

Lorsque  la  fonction  i>  peut  se  former  par  les  deux  pre- 
mières des  (juatre  opérations  mentionnées  ci-dessus,  elle 
est  dite  rationnelle  et  entière  ou  simplement  entière. 
Désignons  par 

y ( X, , X,,  x,f . . .) 

une  fonction  qui  peut  être  exprimée  par  une  somme  d’un 
nombre  limité  de  termes  de  la  forme 


A désignant  une  constante,  et  m,,  nii,  etc.,  étant  des  ex- 
posants entiers  et  positifs.  L’opération  désignée  par  J 
fournit  une  fonction  entière , conformément  à la  défini tioii 
précédente;  et  l’on  peut  généralement  considérer  toutes 
les  fonctions  entières  comme  obtenues  en  répétant  celte 
opération  un  nombre  limité  de  fois.  Soient  e, , e, , etc., 
plusieurs  fonctions  de  x,,  x,,  etc.,  de  la  même  forme 
(lue  /,  la  fonction 

sera  évidemment  delà  même  forme.  D’ailleurs  f(s'u 
est  l’expr«ssion  des  fonctions  obtenues  en  répétant  deux 
fois  l'opération  /^(x,,  Xj,...);  d’où  U suit  (|u’ou  trouvera 
toujours  un  résultat  de  même  forme,  en  répétant  celte 
même  opération  autant  de  fois  que  l’on  voudra , et  que 
toute  fonction  entière  de  .r, , x, , etc. , peut  être  expi  iméc 
par  une  somme  de  termes  de  la  forme 


A X, 
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Des  Jonctions  rationnelles. 


a^i 


Une  fonction  r des  quantités  x,,  x, , Xj  , etc. , est  dite 
rationnelle  lorj^qu’elle  peut  être  exprimée  par  les  trois 
premières  des  quatre  opérations  algébriques  ei-<lcssus 
«lésignées. 

Soient 

f[x„  X K(.r,,  X,,  Xj,.  . .) 

deux  foneijons  entières,  le  quoti(uit  de  ces  fonetions 

/(Ji.x»-  • •) 

K ix,,x,,...)  ■ 

sera  évidemment  un  ras  particulier  des  fonctions  ration- 
nelles non  entières,  et  l’on  ptnit  considérer  toute  fonction 
rationnelle  comme  obtetiue  en  répétant  plusieurs  fois 
l’opération  pn-cédente;  mais  en  désignant  par  e,,  e,,  etc,, 

plusieurs  fonctions  de  la  forme  j , il  est  évi- 

r [X,y  Xjy,  , ,J 

fient  (]ue  la  fonction 


/(C|, 

peut  être  réduite  à la  même  forme;  d’où  il  suit  ([ue  toute 
fonction  rationntdle  se  réduira  à la  forme 

t(x„x, 

/ et  ï"  désignant  des  fonctions  entières. 

Classificntion  ries  Jonctions  algébriques  non 
rationnelles. 

• Soit 

/ (x,,  r,,.  . ) 

une  fonction  rationnelle  quclcou(|uc ; il  est  évident  tpie 

i(). 
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loiile  fonction  algébrique  s’obtiendra  en  combinant  l’opé- 
ration désignée  par_/  avec  l’opération  désignée  par  \J  , 
ni  étant  un  nombre  premier.  Si  donc  p, , />,  désignent 
des  fonctions  rationnelles  de  T|  , jt,  ,ctc. , n,,  n,,  etc., 
des  nombres  premiers,  et  qu’on  fasse 


P' 


\'P>y  \Piy 


]}'  sera  la  forme  des  fonctions  algébriques  dans  lesquelles 

ropuralîon  désignée  par  y ne  porte  que  sur  des  fondions 
rationnelles.  Nous  appellerons,  avec  khc\  ^ fonctions  al- 
gébriques du  premier  ordre  les  fonctions  de  la  forme  p' . 

Soient  //, , p\  , etc. , des  fonctions  algébriques  du  pre- 
mier ordre,  , n\  , etc. , des  nombres  premiers  ; et  posons 


X,,.  . y/p,,  i/p.,. . p,, 


p"  sera  la  forme  générale  des  fonctions  algébriques  dans 

m. 

lesquelles  l’opération  désignée  par  V ne  porte  que  sur 
des  fonctions  rationnelles  ou  sur  des  fonctions  algébriques 
du  premier  ordre.  Nousappelleronsy'o/»cf/o«5  algébriques 
du  deuxième  ordre  les  fonctions  de  la  forme  p". 

De  même  si  /r',  p' , etc.,  désignent  des  fonctions  algé- 
briques du  deuxième  ordre,  n',  n“,  etc.,  des  nombres 
premiers,  et  qu’on  fasse 

X,, ,^p,,..-,  \fp\i'--> 

p'"  sera  la  forme  des  fonctions  algébriques,  où  l’opéra- 
tion désignée  par  V ne  porte  que  sur  des  fonctions  ra- 
tionnelles et  sur  des  fonctions  des  deux  premiers  orj 
dres.  Les  fotictions  de  la  forme  p"  seront  les  fonctions 
algébriques  du  troisième  ordre. 

En  continuant  ainsi,  on  formera  des  l’uiietioiis  algé- 
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briques  du  qiiairième,  ciiu|tiicme,  etc. , ordre,  et  il 
est  évident  que  l’expression  générale  des  fonctions  du 
ordre  sera  l’expn-ssioii  générale  des  fonctions  algébriques. 

11  suit  de  là  (ju’cn  désignant  par  e une  fonction  algé- 
brique du  (x*"”'’  ordre,  e aura  la  forme 


I’ 


où  y'désigne  toujours  une  fonction  rationnelle,/',,/),,  etc., 
des  fonctions  de  l’ordre  u — i,  //,,  etc.,  des  nombirs 
premiers , et  r, , r, , etc. , des  fonctions  de  l’ordre  ^ — i ou 
d’ordres  moins  élevés. 

On  peut  évidemment  supposer  qu'aucun  des  radicaux 

, ^Pt,  etc.,  ne 
fonction  des  autres  radicaux  et  des  quantités  r, , r, , etc. 

ISi , en  ell'et,  \Pi  était  dans  ce  cas,  en  portant  sa  valeur 
dans  l’expression  de  u,  on  aurait  une  valeur  de  e 


soit  exprimable  rationnellement  en 


r, , . . . , V /') , • • / 


de  la  même  forme  que  la  précédente,  mais  plus  simple, 

puisqu'elle  contiendrait  le  radical  y/),  de  moins.  Si  de 
même  l’un  des  radicaux  qui  restent  pouvait  s’exprimer 
en  fonction  rationnelle  des  autres  radicaux  et  des  quan- 
tités r, , 7-, , etc.,  on  pourrait  chasser  ce  radical  de  l’cx- 
presaion  de  e,  qui  conserverait  d’ailleurs  la  même  forme; 
et  si  l'on  pouvait  continuer  ainsi  jusqu’à  ce  qu'on  eût 

éliminé  tons  les  radicaux  \pt,  \ Pt,  elc-  , la  fonction  w 
serait  réduite  à l’ordre  u — i. 

Si  donc  la  fonction  i'  est  effectivement  du  p.''"'  ordre, 


on  peut  supposer  que  les  radicaux  ÿ/', , ÿ p»  - etc.,  aient 
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élu  lûduits  au  plus  pelil  nombre  possible,  et  qu’il  soit 
impossible  d’exprimer  l’un  de  ces  radicaux  en  fonction 
rationnelle  des  autres  et  de  fonctions  algébriques  d'ordre 
inférieur.  El  si  m désigne  alors  le  nombre  de  ces  radicaux 
ipii  aireclcnl  des  fonctions  algébriques  d’ordre  ft — i,  nous 
dirons  que  la  fonction  e d’ordre  p est  du  degré  m. 

D’après  cette  définition,  une  fonction  d’ordre  p et  de 
degré  zéro  n’est  autre  qu’une  fonction  d’ordre  g. — i,  et 
une  fonction  d'ordre  zéro  est  une  fonction  rationnelle. 

Il  résulte  de  là  que  si  v désigne  une  fonction  algébrique 
d'ordre  P et  de  degré  m,  on  aura  généralement 

‘'=/(r,,  .,  yp), 

I 

désignant  une  fonction  rationnelle,  p une  fonction  al- 
gébrique d’oitlre  fl — I,  n un  nombre  premier,  et  r, , 
/•, , etc. , des  fonctions  d’ordre  ix  , mais  de  degré  rn  — i .*  En 
outre,  d’apres  ce  qui  précède,  on  peut  toujours  supposer 

«[ii’il  soit  im|)ossible  d’exprimer  \ />  en  fonctiou  ration- 
nelle de  , Cj , etc. 

Forme  générale  des  Jonchons  algébriques. 

Dans  l’expression  précédente  de  désigne  une  fonc- 
tion rationnelle  des  ipianlités  /•, , c, , etc.,  et 
toute  fonction  rationnelle  de  plusieurs  quanti  tés  peut  être 
représentée  par  le  quotient  de  deux  fonctions  entières; 
nous  pouvons  donc  poser 

,,  _ T (ci.  Cq  • ■ - . V/') 

r,,  ..., ’v/i) 

'ÿ  et 'I désignant  des  fonctions  entières,  et  si  l’on  ordonneo 

___  I 

et  'P  par  rapport  aux  puissances  de  Vf»  ou  p",  on  aura 
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pour  une  %alcur  de  la  forme 

• » s» 

_ 4-  J,  />"  + " + . . . /J  " _ S 

Il  y'  ^ 

+ -4-.  . 

où  .f».  S,  , ... , J,  t't  ty,  sont  dus  ronctioiis  uii- 

lièrcs  do  r, , r, , elc. 

Soit  a mu;  rauinu  imaginaire  do  l'équatioa 
désignons  par 

T| , Tj,  . . , , 

^ I 

les  n — I valeurs  qu'on  ol>ticnt  un  remplaçant  dans  T,  p“ 
sucuessivement  par 

III  I 

• ap", 

et  multiplions  par  T,  'l’i  ...  T„_,  les  deux  termes  de  la 
valeur  de  u,  on  aura 

fT,T,.  . 

Lu  pi-Qduit 'l’i ’l’j  peut  évidemment  s’exprimer  en 

lùnctioii  entière  du  p ut  des  quantités  , r, , etc.;  il  est 
donc  une  fonction  algébrique  d’ordre  p ut  du  degré  m — i 
au  plus,  que  nous  désignerons  par  u.  Pareillement , le 
]>ro<luit  ST,  T, . . .T„_,  est  une  fonctiou  entière  de 
/■» , etc.,  et  y P ; nous  représenterons  sa  valeur  par 

I I I 

«0  4-  K,  /I  ^ «1  4-  . . . 4-  Uip  " , 

et  l’on  aura . 

i 1 I 

^ «.  4-  +ihp'  4-.  . . 4- 

H ’ 
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OU  simplement 

I 3 i 

'•  = UiP"  +qtp’'  + - •■-k-qip', 

en  mettant  q\,  etc.,  au  lieu  de  — j — > etc.;  ^i,  etc., 

désignent  ici  des  fonctions  rationnelles  de  r,,  r,,  etc.,  et  p. 
On  peut  chasser  de  l’expression  précédente  de  v les 

puissances  de  p"  supérieures  à la  [n — i)'''"'.  Si,  en  effet, 
j désigne  un  nombre  qui , divisé  par  n , donne  le  quo- 
tient g et  le  reste  A , on  a 

i i 

p"=pf.p", 

et , en  se  servant  de  cette  formule , ou  pourra  mettre  e 
sous  la  forme 


(l)  K = -h  . . , 

?o»  <7n  Vu  - • • J Çn-t  étant  toujours  des  fonctions  ration- 
nelles de  p.  r,,  r,,  etc.,  et,  par  conséquent,  des  fonctions 
algébriques  d’ordre  p et  de  degré  m — i au  plus , telles , 
en  outre,  qu’il  soit  impossible  d’exprimer  rationnelle- 

ment  p"  en  fonction  des  quantités  dont  elles  dépendent. 
Dans  l'expression  (i)  de  l’,  on  peut  supposer 

9,=  i. 

Pour  le  démontrer,  supposons  d’abord  que'^,  ne  soit  pas 
nul,  et  posons 


I>  = 


et  p" 


’ -Z-  ' 


l'expression  de  e devient 


y»-i 


V = V,  -t-  /<"  -t-  — />"  4- . . . -t-  ‘ 
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OU  plus  simplement 


“97 


(“) 


p“  + rtiP’  • 


en  écrivant  p au  lieu  de  5 q^,  elc.y  au  lieu  de 


Dans  cette  nouvelle  expression  (a)  de  v qui  se  déduit 
de  (i)  en  faisant  <^,  = i,  les  quantités  q,,,  q,,  etc.,  dési- 
gnent toujours  des  fonctions  algébriques  d’ordre  p et  de 
degré  m — 1 . 

Supposons  maintenant  que  dans  l'expression  (1)  de  v* 
on  ait  qt  ~o\  désignons  par  qi  Punc  des  quantités  ^1 , 
q, , etc.,  qui  n’est  pas  nulle,  et  posons 

d’où 


a 

P", 


n étant  premier  et  k moindre  que  n , on  peut  toujours 
trouver  deux  entiers  et.  et  ê tels , que 


ko.  — nS  = \, 

X pétant  un  nombre  entier  quelconque  donné  ; alors  on 
aura 

« i 

p':  = q’fP^  P', 

d’où 

ÿ « 

On  a,  en  particulier  et  par  liypothèse, 
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à l’aide  des  deux  l'ormules  précédentes,  ou  substituera 

I t 

aux  puissances  de  i>"  dans  la  valeur  (i)  de  e,  celles  de  />;■ , 
et,  après  cette  substitution,  il  est  évident  que  la  forme 

de  e n’aura  pas  changé,  mais  que  le  coelEcient  de  sera 

k 

l’unité;  car,  dans  l’expression  primitive  de  t',  p"  a pour 
coefficient  qi. 

Conclusion.  — Il  résulte  de  ce  qui  précède  que  toute 
Jonction  algébrique  d’ordre  a et  de  degré  m peut  être 
mise  sous  la  J'ornie 

1 » 

v = q,->r  !>“  +il,p’'  -i-.  . qn-tP'  . 


OÙ  n est  un  nombre  premier,  q^,  qt,  etc.,  des  fonctions 
algébriques  d’ordre  p , mais  de  degré  m — i , et  p une 
jonction  d’ordre  p — i , dont  la  racine  n"'"'  ne  peut  être 
exprimée  rationnellement  par  les  quantités  q»,  q%, 
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Propriétés  des  fonctions  algébriqacs  qui  satisfont  à une  équation  donnée  - 
— Demonslralioii  du  niiipo&.stl)ilité  de  résoudre  algébriquement  les 
équations  générales  de  degré  supérieur  au  quatrième. 


Propriétés  des  fonctions  algébriques  qui  satisfont  à une 
équation  donnée. 

Si  l’on  considère  un  polynôme  entier  et  rationnel 

X"  + a,  j"“' 4- rt,  j:"~’ + . . . , 

dont  les  coefficients  n, , a, , . . . soient  des  nombres  com- 
mensurablcs  donnés , tout  diviseur  de  ce  polynôme  dont 
les  coefficients  sont  commcnsurables  est  dit  un  diuiseur 
com  mensurable . 

Plus  généralement,  si  les  coelficients  a,,.  . . du  po- 
lynôme sont  des  fonctions  rationnelles  de  quantités  quel- 
conques , qu’on  regarde  comme  connues , tout  div  iscur  de 
ce  polynôme  ([ui  a pour  coefficients  des  fonctions  ration- 
nelles des  quantités  connues,  est  appelé  un  diviseur  com- 
mensurable . 

On  nomme , dans  tous  les  cas , équation  irréductible 
toute  équation  dont  le  premier  membre  n’admet  aucun 
diviseur  commensurable. 

Dans  le  cas  de  l’équation  générale  de  degré  (juelconque, 
dont  les  coefficients  sont  indéterminés,  l<«  quantités 
connues  ne  sont  autres  que  les  coefficients  eux-mèmes  ; 
l’équation  est  nécessairement  irréductible. 

Cela  posé,  soit  une  équation  de  degré  m 

(i)  .r”  -h  a,!”-'  -f-  -H.  . .-t-  a:  4-  O, 

dont  les  «'oeffieieiits  sont  considérés  comme  des  fonctions 
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rationnelles  de  quantités  connues,  et  supjKjsons  qu'elle 
soit  résoluble  algébriquement. 

D’après  la  classification  des  fonctions  algébriques  éta- 
blie dans  la  leçon  précédente , si  la  racine  x est  une  fonc- 
tion algébrique  d’ordre  a des  quantités  connues,  on  pourra 
poser 

I 3 

(2)  X = + 

n est  un  nombre  premier;  p désigne  une  fonction  d’ordre 
[À — i;  etc.,  peuvent  être  de  l’ordre  p,  mais  sont 

d’un  degré  moindre  que  celui  de  x.  Enfin,  on  peut  suji)- 

.poser  qu’il  soit  Impossible  d’exprimer  p"  eu  fonction  ra- 
tionnelle de  p,  (/01  Çi,  etc. 

En  substituant  cette  expression  (a)  de  a:  dans  l’équa- 
tion (i),  on  aura  un  résultat  qui  pourra  évidemment  se 
réduire  à la  forme 

I 3 fl  — I 

(3)  r,  + r,p'‘ + TjP"  + . . .+ r^_,  p " =0, 

où  ;’o,  r,,  r,, . . . , désignent  des  fonctions  rationnelles 
des  quantités  p,  <70 , <7» , • ■ • , <}„-t  ■ Or  je  dis  que  l’équa- 
tion (.3)  exige  que  l’on  ait  en  même  temps 

r,  = o,  r,  = o,  r,=  o,...,  r,_,  = o. 

En  ellet,  dans  le  cas  contraire,  les  deux  équations 
z"—p  = O, 

r,  -)-  r,  s -I-  r,  i’  r„_,  s"-'  = o 

auraient  une  ou  plusieurs  racines  communes.  Soit  k le 
nombre  de  ces  racines , on  pourrait  former  une  équation 
de  degré  A ayant  pour  racines  ces  k racines  communia , et 
pour  coefficients  des  fonctions  rationnelles  de  p,  (p, 
<7t,.  . 7n-i- Soit 

-f-  -Vt  V -4“  ^3  2^  . -H  .v;  ir:  o 
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letle  cqualioii , et  désignons  par 

ffl  ti  Z -J-  3*  -t-  . , . -f-  /,*  3' 

tiii  diviseur  irréductible  de  son  premier  membre,  dont  les 
coefficients  soient  des  fonctions  rationnelles 

(ic  /?,  ^0 1 #/ï , ■ ■ ■ » ?n-ï  ■ I-’^quation 

(4)  /«  + fi  3 -H /js’ -f- . . . + a' — O 

a toutes  ses  racines  communes  avec 

(5)  z"  — p = oi 

d’ailleurs  son  degré  i est  au  moins  égal  à a,  car,  autre- 

I 

ment,  on  |K>urrait  exprimer  z ou  p"  en  fonction  ration- 
nelle de  P,  f/oi  • • • J ffn-i-  Si  donc  z désigne  une  racine 
quelconque  de  l’équation  (4),  cette  équation  aura  an 
moins  une  autre  racine  de  la  forme  a z,  a étani  une  ra- 
cine de  l’é-quation 

a-=  i; 

l’équation  (4)  aura  donc  une  racine  commune  avec 

(6)  c,  a z -1-  f,  a’  3’  -H . . . -I-  f,  a'  z'  = O , 

et,  par  conséquent,  avec  l'équation 

(7)  ('  — a')f,  -t-  (a  — a‘)  f,  z -t-,  . . -t-  — a')f,_,z'-'  = O, 

que  l’on  obtient  en  retranchant  de  l’équation  (6)  l'éqna- 
tion  (4)  multipliée  par  a'.  Mais  l’équation  (4)  e.st  sup- 
posée irréductible;  il  est  donc  impossible  qu’elle  ait  une 
racine  commune  avec  l’équation  (7),  qui  est  d'un  degré 
inférieur  au  sien.  D’où  il  suit  qu’on  a nécessairement 

r,z=o,  c,  = 0,...,  r,_|  = o. 

Les  équations  précédentes  ayant  lieu,  l’expression  (2) 

I 

de  X satisfera  encore  .à  la  proposée  (i),  eu  remplaçant  />" 


3oa  VINGT-DEL’XIEME  l.E(,:ON. 

par  cliacuiu-  îles  n valeurs 


lit  I 

<^P",  €/>"..•  , ’^p", 

où  I , 6, . . . , fj)  désignent  les  racines  de  runiié. 

On  aura  ainsi  n racines  de  l’équation  (i),  que  nous  re- 
présenterons par 

•^1  J • ï •*■«  > 


et  dont  les  valeurs  seront 

1 1 ^ 

l.r,  = !/.-+-  />”-!-  <JiP“-h . 

1.1  3 A — I 


Vr,  =r  7,  «^7,/^''-+*.  • .-H  a"“‘  " , 

(«)  / . i 

ja:,  = r/.-h^ip"  -+■  6' !/,/.>"  H- . . . -t-  * , 


I - ’ ÎZJ 

on  voit  f]ue  ces  racines  sont  did’érentes,  car,  si  deux 
d’entre  elles  étaient  égales,  on  aurait  une  équation  de 
cette  forme , 

I a 

(a  — 6)  7,  -f-  (a  — 6;/^"  -H  (a*  — 6')  7,/!"  -t-  . . . = o , 
qui  contluirail  aux  équations  contradictoires 

(a  — g)  7.  = O,  (a  — g)=o 

Au  surplus,  cette  remaïque  n’est  pas  indispensable  pour 
ce  qui  va  suivre. 

En  ajoutant  les  tiquations  (8),  en  les  ajoutant  ensuite 
après  les  avoir  respectivement  multipliées  par 


jutis  jiar 
puis,  etc.. 


a"-',  g»-',.  . w" 

a”-’,  g—", . . , , a"~% 
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on  ohlionl  les  suivantes  ; 

y.  = - (X,  -f-  X,  -+-  Xj  -J- 4-J^i.), 

n 


/J"  = ^ (x,  -H  a*-'  Xj  H-  w"~'  X„) , 

3 

•h  P"  . . .H-  0)''"‘X„), 


— I , , 

7,-1  /'  " + . . -H  w x„ ). 

11  rcsulUï  «le  là  que  les  quanlitds 

I 

P*  i V*'  Vï»'-'’  '/n—i 

sont  des  fonctions  rationnelles  des  racines  de  rétjna-' 
lion  (i).  On  a,  en  elfet,  gi-néraleincnl 

_ P - , -t-  fi—P  x,-H.  ■ .-H  w " " ^x,  _ 

“ " (x,-l-  a'-'  X,  -h  C"-'  X,  -H-  ...  -f-  s>— ■ x„)P 

Désignons  maintenant  par  y Tune  quelconque  des  quan- 

I 

tiu’s  />“,  7*,.  • - , 7"“'»  fl  soit 

» 3 f-.» 

(cj)  ^-  = J,  -t-  <’'■  -t-  .f,  v'  -t-  . . . -4-  jr,_,  !•  ■■  , 

Su,  St,  etc.,  étant  des  fonctions  qui  peuvent  être  du  même 
ordre  que  y,  mais  qui  sont  de  degré  inférieur.  On  a,  par 
ce  (jui  précède. 

y — ?(xtï  X3, . . .,  x«), 

y désignant  ftuc  fonction  rationnelle,  et  x, , Xj,.  . . , x„. 
les /n  racines  de  l'équation  (1),  lesquelles  peuvent  ne  pas 
entrer  toutes  dans  la  fonction  Soit  m'  le  nombre  de  va- 
leurs que  prend  la  fonction  o «juand  on  y permute  les 
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racines  .r, , .r, , etc.;  on  pourra  former  une  équation  du 
degré  /«'dont  les  coeffieienls seront  exprimés  rationnelle- 
ment par  ceux  de  l’équation  (i) , et  dont  les  racines 

y I ï y ^ , . . . , y ^ 

seront  les  m'  valeurs  de  la  fonction  f.  Et  comme  la  va- 
leur (9)  de  doit  satisfaire  à cette  équation,  on  en  con- 
clura, comme  précédemment,  que  les  quantités 

» >^1  » • • • » Jr-l 

sont  des  fonctions  rationnelles  de  y,,  y, , , y,„,,  et,  par 
conséquent,  aussi  de  a:,,  , . . . , x„,. 

Comme  on  peut  continuer  indéfiniincnt  ce  raisonne- 
ment, on  conclut  de  ce  qui  précède,  que 

Si  une  équation  est  résoluble  algébriquement , on  peut 
rlonner  à la  racine  une  foime  telle,  que  toutes  les  fonc- 
tions algébriques  dont  elle  est  composée  soient  des  fonc- 
tions rationnelles  des  racines  de  l'équation  proposée. 

Démonstration  de  l’impossibilité  de  résoudre  algébri- 
quement les  équations  générales  de  degré  supérieur  au 
quatrième. 

Les  propriétés  des  racines  d’une  éijiiation  résoluble 
algébriquement,  que  nous  venons  de  démontrer,  ont  lieu 
dans  tous  les  cas,  soit  qu’il  s'agisse  d'une  équation  dont 
les  coeffieienls  ont  des  valeurs  déterminées,  soit  que  l'on 
considère  ces  coefficients  comme  indéterminés,  et,  par 
suite , les  racines  de  l’équation  comme  étant  des  quantités 
quelconques,  n’ayant  entre  elles  aucune  dépendance. 

Nous  plaçant  maintenant  à ce  dernier  point  de  vue, 
nous  allons  démontrer  qu'il  est  impossible  de  résoudre 
algébriquement  les  équations  générales  de  degré  supérieur 
au  (pialrième. 
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Ce  théoi'èine  a été  démontré,  pour  la  première  fols, 
par  AW‘1  ; mais  je  présenterai  Ici  la  démonstration  très- 
remarquable  de  Wantzcl.  On  verra  , dans  cette  reproduc- 
tion exacte,  un  hommage  mérité  à la  mémoire  d'un  géo- 
mètre que  la  mort  a frappé  dans  toute  la  force  de  son 
talent.  Je  supprimerai  pourtant  quelques  détails,  inutiles 
ici , après  les  développements  que  j’ai  donnés  sur  le  nom- 
bre de  valeurs  qu’une  fonction  peut  acquérir  (*). 

Soit 

/(x)  = o 

une  équation  de  degré  m dont  les  coeflicients  sont  indé- 
terminés , et  désignons  par 

X,,  .r„  . . X, 

ses  m racines,  que  nous  supposons  exprimables  algébri- 
quement en  fonction  des  coeflicients. 

« Si  l’équation  J’(x)  = o est  satisfaite  par  la  valeur  x, 
)i  de  a:,  quels  que  soient  ses  coefficients,  on  doit  repro- 
» duirc  identiquement  x,,  en  subsituant  dans  son  ex- 
» pression  la  fonction  rationnelle  correspondante  à cha- 
» que  radical , puisque  les  racines  de  l’équation  sont  alors 
» entièrement  arbitraires.  De  même,  toute  relation  entre 
» les  racines  devra  être  identique , cl  ne  cessera  pas 
» d’exister,  si  l’on  y remplace  ces  racines  les  unes  par  les 
» autres,  d’une  manière  quelconque. 

» Désignons  par  le  premier  radical  qui  entre  dans  la 
» valeur  de  X,,  en  suivant  l’ordre  du  calcul,  et  soit 

x"  = p-, 

» P dépendra  immédiatement  des  coefficients  de y(x)=o, 
» et  s'exprimera  par  une  fonction  .symétrique  des  racines 


(*)  Les  guillemets  indiquent  tout  te  qui  est  emprunté  littéralement  ; 
Mémoire  de  Wanlrel. 
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» F(jT|,Xj,  Xj  , . . •);_}'  sera  une  fonciion  rationnelle 
» (f  (x, , X, , 3', , . . .)  des  mêmes  racines. 

» Comme  la  fonciion  <f  n’est  pas  symétrique,  sans  quoi 
» la  racine  /»"■"*'  de/;  s’extrairait  exactement,  elle  doit 
» changer  lorsqu’on  permute  deux  racines,  3:,,  .r, , par 
))  exemple;  mais  la  relation 

r=r 

» sera  toujours  satislaite.  D’ailleurs,  la  fonction  F étant 
» invariable  par  celle  permutation,  les  valeurs  de  (j)  sont 
» des  racines  de  l’équation  y"  = F,  et  l’on  a 

Ij>(r,,  .r,,  rj,  ..)  = aif  (.r,,  x,,  x,,  . . .), 

» rz  étant  une  racine  n*'"'  de  ruiiité. 

» Si  l’on  remplace  de  part  et  d’autre  x,  par  3‘t,  et  réci- 
'>  proqueinenl , il  vient 

y (x, , X3,  X, , . . . ) = (x, , X, , X, , , , 1 ; 

» d’où,  en  iniiltiplianl  par  ordre. 

I. 

» Ce  résultat  prouve  que  le  nombre  « , supposé  pre- 
» niier,  est  nécessairement  égal  à a;  floue  le  premier 
» radical  qui  se  prcsenle  dans  la  râleur  de  T inconnue 
» doit  être  du  second  degré.  C’est  ce  qui  arrive,  en  elfct, 
» pour  les  équations  qu’on  sait  résoudre.  » 

La  fonction  (jp  n’ayant  que  deux  valeurs,  change  par  une 
transposition  quelconque,  et  ne  sera  pas  changée  [voir 
dix-ncuvièinc  leçon)  par  une  permutation  circulaire  de 
trois  ou  de  cin<[  lettres,  car  ces  (vcrniutations  équivalent 
à un  nombre  pair  de  transpositions. 

Continuons  la  série  des  opéiations  indiipiécs  pour  for- 
mer la  valeur  x,  de  .r. 

« On  rombinera  le  premier  radical  avec  les  e.  ellicients 
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» (le  y (.t)=  O,  ou  la  fonction  f avec  des  fonctious  symé- 
» triques  des  racines,  à l’aide  des  premières  opérations 
» de  l’algèbre,  et  l'on  obtiendra  ainsi  une  fonction  des 
» racines  susceptible  de  deux  valeurs,  et,  par  consécpient, 
I*  invariable  par  les  permutations  circulaires  de  trois 
« lettres.  Les  radicaux  subséquents  pourront  donner  en- 
w core  des  fonctions  du  même  genre,  s’ils  sont  du  second 
» degré.  Supposons  qu’on  soit  arrivé  à un  radical  pour 
» lequel  la  fonction  rationnelle  équivalente  ne  soit  pas 
» invariable  par  ces  permutations.  Désignons-le  toujours 
» par 

y = î(*i,  X,,  a:,,  . . .); 

» dans  l'équation 

y"  = p 

» nous  ferons  encore 


P=  F(i,,  X,,  X,,.  . .); 


n cette  fonction  ne  sera  plus  symétrique,  mais  seulement 
» invariable  par  les  permutations  circulaires  de  trois 
» lettres.  Si  l’on  remplace 

® X|  , X-i  , JTj 


» par 

» dans  f , la  relation 


J-,,  .r,,  X, 
f=F 


» subsistera  toujours;  et,  puisque  F ne  change  pas  pur 
U cette  substitution,  il  viendra 


Ÿ (xj,  X,,  X,,  X,,..  .)  — a;*(x,,  x, , x, , x,, . . .J, 

» a désignant  une  racine  n''"'  de  l’unité.  » 

En  faisant  dans  cette  équation  la  substitution  circulaire 

/x,,  X,,  .tA 
\x, , X,,  XiJ 

3». 
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et  répétant  une  seconde  fois  cette  substitution  , on  aura 

f ( Xj  , Xi  , Xj  , Xi  , . . . ^ — OCf  ( X}  I Xj  , X|  , X4  , . . , ) , 

f(X|^  X]j  Xji  X|,...j  = aç  (X3,  Xi,  Xj,  Xi,.  . 

et,  en  multipliant  les  trois  équations  précédentes,  «on 
» conclura 

a'  = I . 


>)  Ainsi , n sera  égal  à 3. 

» Si  le  nombre  des  quantités  a:,,  Æ»,  Xj,  x» , etc.,  est 
» supérieur  à quatre,  on  si  l’écjnation  y*(x)  = o est  d’un 
» degré  plus  élevé  que  le  quatrième , on  pourra  effectuer 
» dans  une  substitution  ciixulaire  de  cinq  lettres,  en 
» remplaçant 

T|,  X;,  Xj,  Xj 

» par 

» la  fonction  F ne  changera  pas,  et  l'on  aura 

y ( X, , Xj , X, , X, , X, , . . . ] “ aç  ( X, , X, , X, , X, , x, , . , . ) , 

» puis,  en  répétant  de  part  et  d’autre  la  même  substi- 
» tution,  * 


f (x,,  X,,  X,,  X,,  X,,  ...)=:  (x,,  x, , x, , x, , x, , . . . 


» Par  la  multiplication,  on  obiieni 


a‘  = I , 

» ce  qui  entraîne 

a = i , 


» puisque  a est  une  racine  cubique  de  l’unité.  Ainsi  la 
» fonction  <f  est  invariable  par  les  permutations  circii- 
1)  laires  de  cinq  lettres.  » Donc,  d’après  un  théorème 
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dciuonlré  dans  la  dix-iicuvième  leçon,  la  fonction  y est 
aussi  invariable  par  les  permutations  circulaires  de  trois 
lettres. 

« Ainsi , tons  les  radicaux  renfermés  dans  la  racine 
n d'nnc  équation  générale  de  degré  supérieur  au  qiia- 
* trième  devraient  être  égaux  à des  Jonctions  ration- 
» nellcs  des  racines  invariables  par  les  permutations 
H circulaires  de  trois  racines.  En  substituant  ces  fonctions 
Il  dans  l’expression  de  jr,,  on  arrive  à une  égalité  de  la 
Il  forme 

= (j,,  X.,  X,,  a:,,  r,, . . .), 

» qui  doit  être  identique;  ce  qui  est  impossible,  pufsque 
1)  le  second  membre  reste  invariable  quand  on  remplace 
Il  X,,  X,,  Xj  par  X,,  Xj,  x, , tandis  que  le  premier  change 
1)  évidemment. 

» Donc,  il  est  imjiossible  de  résoudre  [>ar  radicaux 
» une  équation  générale  du  cinquième  degré  ou  de  degré 
U sujiérieur. 

n La  démonstration  piécc'dente  fait  voir  en  même  temps 
» que,  j>our  les  équations  du  troisième  et  du  quatrième 
» degré,  le  premier  radical , dans  l’ordre  des  O{)érations , 
» doit  être  un  radical  carré,  et  le  second  un  radical 
1)  cubique.  Ces  circonstances  se  présentent,  en  olTet,  dans 
» les  formules  données  par  Lagrange  et  les  autres  géo- 
» mètres.  » 
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é 

nombres  congras  ou  équtvalenU.^Theorème  de  Fermai. — Théorème 
de  WiUon.  — Des  congruences  en  général.  — Limite  du  nombre  des 
racines  d'une  congruence  suirant  un  module  premier.  — Dcterminalion 
du  nombt'C  de  racines  d'une  congruence.  NootcIIo  démonstration  du 
théorème  de  Wilson. 


Des  nombres  congrus  ou  équivalents . 

Si  la  diirérencc  de  deux  nombres  entiers  a cl  b,  posi- 
tifs ou  négatifs,  est  divisible  par  un  troisième  nombre 
positif  p,  a cl  b sont  dits  congrus  ou  équivalents  par 
rapport  à /.»;  le  diviseur  p est  appelé  le  module;  a cl  b 
sont  résidus  l'un  de  l'autre  suivant  le  module  p. 

Pour  exprimer  que  a cl  b sont  congrus  suivant  le  mo- 
dule p,  il  safllt  d’écrire 

a = é -H  un  multiple  de  /»  ; 

mais  nous  adopterons  la  notation  plus  commode  de 
M.  Gauss,  et  nous  écrirons 

a~  b (mod.  p). 

Si  r désigne  le  reste  de  la  division  de  a par  p,  on  a 
a^  r (mod.  ;>) , 

et  le  reste  r est,  si  Ton  veut,  compris  entre  o et />,  ou 
P P l''  ’ • 

entre  — - et  -I — ; d ou  il  suit  nue  tout  nombre  a un  ré- 
a 2 * 

■sidu  inférieur  en  valeur  absolue  à la  moitié  du  module. 
On  le  nomme  résidu  minimum;  mais,  si  l’on  ne  veut  con- 
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sidérer  que  les  résidus  positifs , les  limites  seront  o cl  />, 

et  le  résidu  minimum  pourra  surpasser^- 

Le  principal  avantage  de  la  notation  de  M.  Gauss,  pour 
représenter  les  congruences,  consiste  en  ce  qu’elle  rappelle 
la  grande  analogie  qui  existe  entre  les  congruences  et  les 
égalités , sans  qu’il  y ait  pourtant  de  confusion  à craindre. 
Nous  allons  faire  voir  que  la  plupart  des  Iratisformalions 
que  l’on  peut  faire  subir  aux  égalités  peuvent  être  appli- 
i|uécs  aux  congruences. 

Addition  et  soustraction.  — Si  l'on  a 


a ^ b (tiiod.  p) , 
«'  ^ b'  (mod.  p) , 


on  aura  aussi 


a'àza'~b±b'  (moil. /.>). 

Les  congruences  proposées  expriment,  en  ellét,  qiu' 
a = b +•  un  multiple  de  p, 
a = b'  un  multiple  de  p ; 


donc 


ou 


ti  ±a'  = b ± b'  -i-  un  multiple  de  p. 


a±a'^b-àzb‘  (mnd.yi). 

Ce  qu’il  fallait  démontrer. 

Multiplication.  — On  peut  multiplier  une  congruence 
par  un  nombre  quelconque.  Car  soit 

a ^ b (mod.  p), 

c'est-à-dire 

a =:  A H-  un  multiple  de  p, 

on  aura  aussi,  (|ucl  que  soit  l’entier  iii , 

ma  = mb  -t-  un  multiple  de  p, 
ou 

ma  E mb  (mod.  p). 

On  peut  aussi  multiplier  entre  elles  plusieurs  con- 
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grueuces  do  même  module.  Soient,  en  effet,  deux  con- 
gruences 

a sb  (inoü.  p], 
a'  s b’  (niod.  p), 
ou 

a = 6 4-  un  multiple  de  p, 
a'  = b'  + un  multiple  de  p. 

On  aura,  en  multipliaut, 

aa'  = bb'  -h  un  multiple  de  p, 
ou 

aa'  s bb'  ( mod.  p). 

Ce  (ju’il  fallait  démontrer. 

On  voit  généralement  que,  si  l'on  a 


a ^ b , 
rt's  b', 

a<")  = i(”). 


(mod.  p), 


on  aura  aussi 


aa' . . . a(")  = bb' ... 


Élévation  aux  puissances.  — On  peut  élever  à une 
même  puissance  les  deux  membres  d'une  congruence. 
Cela  résulte  immédiatement  de  ce  que  nous  venons  de 
dire  au  sujet  de  la  multiplication.  Si  donc  ou  a 


on  aura  aussi 


as  b (mod.  p) , 
a”  s b”  {mod:  p). 


CoBOLLAIEE.  — Soit 


/(x)  = Aa:"-(-Bx*-H... 

une  fonction  entière  et  rationnelle  de  X , dont  les  coeffi- 
cients A,  B,  etc.,  soient  des  nombres  entiers;  si  l'on  a 

a s b (mod.  p). 
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on  aura  aussi 


3i:^ 


Division.  — On  jiout  diviser  une  congruence  par  un 
nombre  (|iielconque  premier  avec  le  module. 

Soient , en  ellet , la  congruence 

ma^mb  (inod./^), 
ou 


ma  = mb  + P 

un  aura,  en  divisant  par  /// , 


a =z  b -i- 


m 


et,  si  l’on  supjMise  ni  premier  avec  p,  devra  être  divi- 
sible par  i«,  et  l'on  aura 

n = 6 -I-  un  multiple  de  p, 
ou 

a = b ( mod.  p). 

Ce  qu’il  fallait  démontrer. 

On  peut  aussi  diviser  une  congruence  par  une  autre, 
pourvu  que  les  membres  de  la  seconde  soient  premiers 
avec  le  module.  Soient,  en  effet , les  deux  congruences 

(i)  fla'séi'  (mod. />), 

(a)  fl  !s  6 (mod./?). 

Désignons  par  /'le  résidu  minimum  de  la  différence  «' — ù', 
on  aura 

(3)  fl'sé'±r  (mod./?), 
et,  en  multipliant  (a)  et  (3), 

(4)  au' = bb' dtz  br  (mod. />). 

Des  congruences  (i)  et  (4)  on  déduit 

Ars--o  (mod./?); 
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or  P esl  premier  avec  b par  hypothèse,  on  aura  donc 
r==o  (iiiod./;), 


ou 


r = o, 


puisque  /■  j>.  On  a donc 

a'  = h'  (mod.  p). 
Ce  qu'il  fallait  démoutrei'. 


Théorème  de  t'ermat. 

Si  P est  un  nombre  premier  qui  ne  divise  pas  a,  la  diffé- 
rence a>’~'  — I est  divisible  parp;  en  d'autres  termes,  on  a 

!tP~'  ~ i (mod.  p). 

Soient  a et  p deux  nombres  premiers  entre  eux,  et 
considérons  les  p — i multiples  de  a 

(1)  fl,  20,  3(7, . . .,  (p  — i)  o; 

l’un  de  ces  nombres  ma,  par  exemple,  ne  saurait  être 
divisible  par  p,  puisque  p est  premier  avec  a,  et  (ju’il 
surpasse  m.  Il  en  est  de  même  de  la  dilTérence  ma  — m' a 
de  deux  termes  de  la  suite  précédente;  car  cette  différence 
est  ellc-mèmc  un  terme  de  la  suite.  Si  donc  on  prend  les 
résidus  minima  positifs  des  nombres  (i)  par  rapport  à p, 
ces  résidus  seront  tous  différents,  et  aucun  d’eux  ne  sera 
nul;  ce  seront  donc,  dans  un  certain  ordre,  les  nombres 

(2)  I,  2,  3, . . .,  (;7  — 1). 

Les  nombres  (t)  étant  respectivement  congrus  aux 
nombres  (2),  on  aura,  en  multipliant  toutes  ces  con- 
gruences , 

1.2.3  . {fl — 1)  «r  ' s I . 2 . 3 . . . (/' — i)  (luod./j). 


Digilized  by  Google 


VI^GT-TR0I$1ÉME  LEÇOK  . 3 I 3 

Supposons  maiiilcnanl  ()ue  />  soit  un  nombre  pre- 
mier, on  pourra  diviser  la  dernière  congruence  par 
i P — I,  car  ce  nombre  est  premier  avec  le  mo- 

dule, et  l'un  aura 

ai‘~'  = I (miul.  p). 

Ce  (ju'il  fallait  démontrer. 

Tfiêoi'èinc  r/r  Tf'il.'ioii. 

Si  P csl  un  nombre  premier,  lu  somme  i.i. S... [p — i)  -|-i 
es!  tUvisible  par  p;  en  d'autres  termes,  on  a 

1.2  3.  [p  — i)s—  I (iiiod.  P). 

Soit  a l'un  (|uclconque  des  nombres 

(1)  I,  2,  3, . . .,  (p  — i), 
et  formons  les  multiples  de  a 

(2)  a , ia , "in,.  . , {p  — i)  a. 

Dans  la  suite  (2) , il  y a un  terme  congru  à i,  et  il  n'y  en 
a qu'un  seul;  supposons  (juc  ce  soit  cta,  on  aura 

art  3=  I (mod.y;). 

Les  nombres  a et  a sont  inégaux,  à moins  ([uc  a ne  soit  égal 
à I ou  à P — I.  Si,  en  cifel,  on  a a = a,  «’ — 1=  {a — i)  (n-f-i) 
est  divisible  par  p\  or  p est  premier,  il  divise  donc  a — i 
ou  a-^-l,  et,  comme  a est  <^p,  on  a nécessairement 
a = I QU  a = P — I . 

Il  résulte  de  là  que  les  nombres 

peuvent  être  associés  deux  à deux,  de  manière  que  le  pro- 
duit de  deux  associés  soit  congru  à l’unilc,  et,  en  multi- 
pliant entre  elles  les  congruences  ainsi  obleiiucs,  on  aura 

2.3.4.  ■ l/''  — 2)  =3  1 (mod. /.>); 
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multipliant  enfin  par  p — i , on  a 


1 .2,3.4' • •(/■'  — — ' (mod.p), 

ou 

i.2.3.4--.(p  — i)-hiso  (mod./^). 

Ce  cju’il  fallait  démontrer 

Remarque.  — Ce  théorème  est  surtout  remarquable  en 
ce  qu’il  exprime  une  propriété  qui  appartient  exclusive- 
ment aux  nombres  premiers  ; car,  si  p est  un  nombre 
comjjosé,  et  (jue  0 soit  un  de  ses  diviseurs,  0 divisera  le 
produit  1.2.3...  [p  — i),  et,  par  coiiséquenl , ne  jmurra 
diviseï-  ce  même  produit  augmenté  de  l’unité.  11  en  sera 
donc  de  même  du  nombre  p. 


Des  congruences  en  général. 

La  théorie  des  nombres  résout  sur  les  congruences  le 
même  problème  que  l’algèbre  ordinaire  sur  les  écjuations; 
elle  se  propose,  en  particulier,  de  trouver  les  valeurs  de  x, 
<{ui  satisfont  à une  congruence  telle  que 
f{x)^o  (mod.p), 

où  f[x)  désigne  un  polynôme  entier  et  rationnel  dont  les 
coefficients  sont  des  nombres  entiers.  Si  l’on  satisfait  à 
cette  congruence,  en  faisant  x = a,  on  y satisfera  aussi, 
d’après  une  remarque  précédente,  en  faisant,  quel  que  soit 
l’entier  /?/ , x = a 4-  nip  -,  d’où  il  suit  que  chaque  solution 
en  donne  une  infinité  d’autres,  mais  qui  .sont  toutes  équi- 
valentes suivant  le  module  p.  Les  diverses  solutions  ren- 
fermées dans  une  même  formule  a -1-  mp  peuvent  se 


C*)  Le  théorème  de  ^V^8on,  atnbi  que  celui  de  Fermât,  c»t  i>usccptU>lt' 
d’èlre  (*énérali»é  ; mais  comme  cette  extension  ne  nous  est  d'aucune  utilité 
pour  l'objet  auquel  su  rapportent  les  dcveloppcmeiiU  que  nous  préscntoii> 
ici,  iioiLs  nous  horneron»  à renvoyer  le  lecteur  à reicullent  Mémoire  que 
M.  IVinsot  a publié  duitü  le  tome  X du  Journal  de  Haihénwliqucspufetrt 
uppUqur.cs. 
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il«luire  de  l'une  queIcon(|ue  d’entre  elles  ; d’ailleurs,  on 
p-ut  disposer  de  l’entier  m de  manière  (|ue  a -t-  mp  soit 

compris  entre  — ^ et  ou  entre  o et  p ; il  n’y  a donr 

lieu  de  s’occuper  que  des  solutions  comprises  entre  ces 
limites. 

Cela  posé , nous  appuierons  racines  de  la  congruciiee 
/(x)  = o (mod./i), 

les  diverses  valeurs  de  x comprises  entre  o et  p,  <|ui  ren- 
dent f (x)  divisible  par  p. 

Une  congruence  est  ûlcntiquc  si  tous  ses  coefiicients 
sont  divisibles  par  le  module,  et  elle  est  évidemment 
impossible  si  ses  coefficients  sont  divisibles  par  le  module, 
à l’exception  du  terme  indépendant  de  x. 

Si  F (x)  désigne  un  jwlynômc  entier  et  rationnel,  ayant 
pour  coefficients  des  nombres  entiers,  on  peut  substituer 
à la  congruence 

/'(x)so  (inod. /;) 
la  congruence  étjuivalente 

/(x)-4-/»F(x)  = o (mo<l./^), 

s 

et  disposer  ensuite  des  coefficients  indéterminés  de  F (,r), 

pour  rabaisser  au-dessous  de  p,  et  même  de  ^ si  l’on  veut, 

tous  les  coefficients  de  la  congruence. 

Nous  nous  bornerons,  dans  ce<jni  va  suivre,  aux  con- 
gruences dont  le  module  est  premier.  On  peut  alors  faire 
en  sorte  (|uc  le  coefficient  du  premier  terme  soit  égal  à 
l’nnité. 

Considérons , en  effet , la  congruence 

A,x"  -i-  A,  X””'  ■+■  A,x""=  -h.  • . O (inod  ■ p), 
dont  le  module/»  est  supposé  premier,  «-t  les  coefficients 
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Ao,  Al,  A,,  eic.,  compris  entre  o et  p,  ou  entre  — ^ cl 

-f-  En  lijoutant  à son  premier  membre  le  polynôme 

-t- J-, . .)> 

on  peut  l’écrire  ainsi  : 

(A,-+-/y"i).r"“‘-t-  (A,-t-/y-,)  . .so  (mod./)), 

ou 


A|  ( 


Ai-t-yy'j 


•)- 


o(mod.  p). 


Cela  pose,  A»  étant  inférieur  à p sera  premier  avec  lui, 
et  l’on  pourra  disposer  des  indéterminées  y,,  y, , etc.,  de 
manière  que 

Al -(-/y'.  A,-hpj', 

A.  ’ A„  ’ ■ ■ ■ 


soient  des  nombres  entiers  B,,  Bt,  etc.,  compris  entre  o 
et  p ou  entre  — ^ et  ^ ; notre  congruence  sera  donc 


A,  (jT"  -t-  B,  X”-'  -4-  B,  -4-. . .)  = o (mod.  p), 
on , comme  Ao  est  premier  avec  le  module, 

i"-t- B,æ'"-' -4- B,x"“’-h.  . . so  (inod./>) 


Limite  flu  nombre  des  racines  d’une  congruence  suivant 
un  module  premier. 

Théorème.  — Une  congruence  non  identique,  suivant 
un  module  premier,  a au  plus  autant  de  racines  qu’il  j 
a d'unités  dans  son  degré. 

Soit  la  congrueiK'c  de  degré  m 

(i)  /(x)so  (mod./>), 
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OÙ  le  eoeflicieiit  du  premier  terme  est  ruiiilé.  Siippo.soiis 
que  a soit  une  racine,  divisons  ^ (j)  par  x — a,  et  dési- 
gnons par  J" , (x)  le  quotient  qui  est  du  degré  m — i , on 
aura 

/(x)=(jr  — n) 

et  comme  f (a)  est,  par  hypotlièse,  divisible  par /<,  la 
congruence  (i)  peut  s’éci'ire  ainsi  : 

(x  — <j)y](x)  = o (niod./j). 

Soit  inainicnant  h une  seconde  racine,  on  aura 

{h  — n)/i(é)  = o (inod./>), 

ou 

/(b)  = o (inod.^y); 

car  h — a est  inférieur  k/j,  et,  par  conséquent , premier 
avec  lui  ; h est  donc  racine  tic 

(a)  /,(x)~=o  (mot!./;), 

dont  le  premier  terme  a , comme  celui  de  (i),  pour  t oefli- 
cient  l’unité. 

Il  résulte  de  là  t|uc  la  congruence  (i)  de  degré  ni  ne 
peut  avoir  qu’une  racine  de  jdus  que  la  congruence  (2)  du 
degré  ni  — i . A son  tour,  cette  dernière  ne  pourra  avoir 
c[u’une  racine  de  plus  qu’une  congruence 

(3)  /,  (x)  = o (mod./>) 

de  degré  ni  — 2 , et  dont  le  premier  terme  a pour  coefTi- 
cient  l'unité.  Par  suite,  la  proposéi;  (i)  ne  peut  avoir  (juc 
deux  racines  de  plus  que  (3) , et  eu  continuant  ce  rai.son- 
nement,  on  fera  voir  que  la  congruence  (i)  ne  peut  avoir 
que  ni  — 1 racines  de  plus  qu’une  congruence  du  premier 
degré,  telle  que 

X — / s O ( iiiod.  />  ) , 

latpielle  n’admet  ipie  la  seule  racine  /.  D'où  il' suit,  enfin. 
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qu'une  coiigrugcncc  de  degré  m ne  peut  avoir  plus  de  m 
racines;  mais  elle  peut  en  avoir  moins  de  m,  cl  même 
n’en  avoir  aucune. 

Corollaire  1.  — Supposons  que  la  congruence  de  de- 
gré m 

/(x)  = o (mod.  ^), 

dont  le  premier  terme  a pour  coefficient  l'unité,  ait  cflec- 
livciuentm  racines 

a,  ù,  c,. . , A , / : 

ces  m racines  appartiendront  aussi  à la  congruence 

/■(x)  — (x  — — i)...(x  — /)âO  (mod./>); 

mais  celle  dernière  n'est  que  du  degré  rn  — i , elle  est  donr 
identique , et , par  conséquent , on  a 

/(x)  = (x  — rt)  (x  — i). . .(x -/)-(-/>  F (x), 

F (x)  désignant  une  fonction  entière  et  rationnelle  de  x 
dont  les  coefficients  sont  des  nombres  entiers. 

Corollaire  II.  — D’aprt-s  le  théorème  de  Fermât,  la 
congruence 

x^~' — ISO  (mod./)) 

•admet  les  p — i racines 

I,  2,  3,...,  (p—i). 

Il  suit  de  là  que  si  J (x)  désigne  un  diviseur  du  binôme 
xr“' — I , ou,  plus  généralement,  un  diviseur  de  ce  même 
binôme  augmenté  d'un  polynôme  de  degré  p — i tel  que 
P F (.r),  la  congruence 

y(.r)so  (nind./^) 

aura  autant  de  racines  qu'il  y a d’unités  dans  son  degré. 
Soit , en  ell’el , 

•xf-  ' — I + /^F(x)  s/(x)/,  (x); 
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la  roiigruencc  do  degré  p — i 

/(,r)y;(.r)=o  (moil./<) 

admet  les  racines 

I,  a,  3,...,  (|>  — i). 

D’ailleurs  ces  racines  sont  celles  des  deux  suivantes  : 
/(x)æ=o  (mod./;),  /,  {x)  ^ o (mod./>), 

et  si  l’une  d’elles  avait  moins  de  racines  qu’il  n’y  a d’u- 
nités dans  son  degré,  il  faudrait  que  l’autre  en  eût  plus 
qu'il  n’y  a d’unités  dans  le  sieny  ce  qui  est  impossible. 

Détermination  du  nombre  des  racines  d'une 
congruence. 

On  peut  déduire  de  ce  qui  précède  un  procédé  très- 
simple  pour  déterminer  le  nombre  des  racines  d’une  con- 
gruence de  motlule  premier.  Démontrons  d’abord  le 
lemme  suivant  : 

Lemme.  — Si ft  ( désigne  le  reste  de  la  division  des 
deux  polynômes  f{x)  et  [x)  dont  les  premiers  termes 
ont  pour  coe(ficients  l'unité , les  racines  communes  aux 
deux  congruences 

f(x)  = o (mod,/<),  /(x)  = o (mod.;») 
sont  les  mêmes  que  les  racines  communes  à 

/,  (x)so  (mod./?),  /,(x)so  (inod.;>). 

Soit  O le  quotient  de  la  division  de  J {x)  pary,  (j),  on 
aura 

/(x)=/,(x).Q_+/,(x), 

et  cette  égalité  fait  voir  que  si  y,  (.r)  est  divisible  par  p en 
même -temps  que  l’un  des  deux  polynômes  J {x)  et  f,  [x), 
l’autre  le  sera  nécessairement  aussi  j d’où  résulte  la  pro- 
position énoncée. 

2 I 
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Corollaire.  — Les  l'acincs  communes  à deux  con- 
gruences 

y(x)^o  (mod./>),  y,  (x)  = o (inod./^) 
appartiennent  à la  congruence 

?(*■)=«>  (nioil./>), 

çp  (x)  désignant  le  plus  grand  commun  diviseur  aux  deux 
polynômes  f(x)  et  J\  {x). 

Remarque.  — Pour  trouver  ce  plus  grand  commun  di- 
viseur ^(x),  on  suivra  la  marche  ordinain^^  seulement 
on  négligera  tous  les  termes  qui  sont  multipliés  par  p.  Il 
faut,  en  outre,  que  toutes  les  divisions  puissent  se  faire 
sans  écrire  de  coefficients  fractionnaires.  Pour  cela,  on 
peut  faire  en  sorte , comme  il  a été  indiqué  plus  haut , que 
les  premiers  termes  des  restes  aient  tous  pour  coefficient 
l’unité.  On  arrive  aussi  au  même  but  en  multipliant 
chaque  dividende  par  un  facteur  convenable,  ou  même 
simplement  en  ajoutant  au  coefficient  du  premier  terme 
de  chaque  dividende  un  multiple  de  p tel,  qu’après  cette 
addition  le  premier  terme  du  diviilende  en  question  soit 
divisible  par  le  piemier  terme  du  diviseur  correspondant. 

Problème. — Trottycr  te  nombre  tics  raeincs  /l’nne  coii- 
f^ritenee 

(i!  /{.r)~n  (iiiod. /:>). 

Les  racines  île  cette  congruence  appartiennent  toutes  à 
la  congruence 

(?.)  x/'  ' — c ==  O ( 1110(1. /y). 

Il  suffit  donc  de  chercher  les  racines  communes  aux  con- 
gruences (i)  et  (2).  Pour  cela,  on  prendra,  comme  il  vient 
d’être  dit , le  plus  grand  commun  diviseur  à / (x)  et  à 
.rP”' — I.  S’il  n’existe  pas  de  diviseur  commun,  la  pro- 
jxisée  n'aura  aucune  l’acine^  si,  an  contraire,  on  trouve, 
nn  plus  grand  comnum  diviseur  ^ (.r)  de  degré  u,  la  con- 
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gruence  proposée  aura  u racines,  qui  seront  celles  de 
ÿ(x)  = o (mod./j). 

Cette  dernière  a efl'ecti  vemeni  racines , puisque  9 (x)  est 
un  diviseur  de  degré  p du  binôme  x>’~'  — i . 

Exemple.  — Supposons  <[u’on  demande  le  nombre  des 
racines  de  la  congruence 

— 3x‘  — — ax’-t-a:  — 2 = 0 (mod.  "j). 

En  divisant  x“  — 1 par  le  premier  membre  de  la  con- 
gruence proposée  et  négligeant  les  multiples  de  7,  on 
trouve  pour  reste 

— — 2x’  — X — 2; 

en  divisant  ensuite  le  premier  membre  de  la  congruence 
proposée  par  ce  premier  reste,  on  trouve  le  deuxième 
reste 

2 — x'  — 2 X -t-  I . 

Dans  cette  seconde  opération , on  a ajouté  successivement 
au  dividende  les  termes  — 7X*  et  — 7 x*,  afin  d’éviter  les 
coefficients  fractionnaires. 

Enfin,  eu  divisant  le  premier  reste  par  le  deuxième  cl 
négligeant  toujours  les  multiples  de  7,  on  trouve  zéro 
pour  troisième  reste.  Ici  il  a suffi  d’ajouter  le  terme 
— 7X*  an  dividende  avant  de  faire  la  division. 

Il  résulte  de  là  que  la  congruence  proposée  a trois  ra- 
cines qui  appartiennent  aussi  à la  congruence  du  troi- 
sième degré 

2x‘  — x’  — 2 X + 1 = 0 (inod.  7 ). 

En  ajoutant  7.T’ — 7 au  premier  membre  et  divisant 
par  2 , il  vient 

X'  -t-  3x’  — .T  — 3^0  (niod.  7 ), 
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OU 

(x  — I ) (x  — 4)  (-^  — 6)  = O (mod.  7 ). 
l.,a  proposée  admet  donc  les  trois  racines  1,  4>  6. 

Nouvelle  démonstration  du  théorème  de  TVilson. 

Si  P est  premier,  la  congruence 
(,r — i)  (x  — 2)  (.r—  3)...  (x  — /)4-  ■) — (xr-' — i)so  (mod./j) 
admet  les  p — 1 racines 

1,2,3,..  i {p  i), 

et  comme  elle  n’est  que  du  degré  p — 2 , en  ordonnant 
son  premier  membre  par  rapport  à x , les  coefficients  de- 
vront être  tous  divisibles  par  p.  Si  donc  on  désigne  par  S, 
la  somme  des  nombres  i,  2,...,  [p  — 1),  par  S,  la  somme 
de  leurs  produits  deux  à deux,  etc.,  par  S^,  le  produit 
de  tous  ces  nombres,  on  aura 

S,  5=0,  S;  = o,  S,  = o, . . .,  S^_,  s— I , 

suivant  le  module  p.  La  dernière  de  ces  congruences  con- 
stitue le  théorème  de  Wilson. 

Remarque.  — Les  coefficients  de  l’équation 

(,r  — i)(x  — 2)(x— 3)...(x— ^-(-l)  = o, 

ordonnée  par  rapport  à x,  étant  des  multiples  de  p,  à 
l’exception  du  dernier  terme,  si  p est  premier,  la  somme 
des  puissances  des  p — 1 racines 

I,  3,  4i*'m  {p  0, 

sera  divisible  par  p,  à moins  que  m ne  soit  un  multiple 
de  p — I.  Cela  résulte  immédiatement  des  formules  de 
Newton. 
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VINGT -QUATRIÈME  LEÇON. 

de:»  racines  des  cuntîruenccs  binômes  de  module  premier.  ^ 
Oc  lexislcnce  des  racines  primitives.  — Du  nombre  des  racines  primitives. 
— Recherche  des  racines  primitives  d’un  nombre  premier.  — Table  des 
racines  primitives  des  nombres  premiers  inférieurs  à ioo.  — Pr<»priét« 
des  racines  de  ré(|iiaUon  — 1=0,  dont  le  dt*gré  m est  un  nombre 
premier. 


Pruftnvlès  des  racines  des  congruences  binômes  de 
modtde  premier. 

I.  Les  racines  communes  à deux  congruences  binômes 
lie  module  premier  p, 

(niod./^),  j-"=i  (niotl./^), 

sont  egalement  racines  de  la  congruence 

~\  (inod.  ^), 

6 étant  le  plus  grand  commun  diviseur  de  m et  de  n. 

X® — I est,  en  etrel,  le  plus  grand  commun  diviseur 
de  x”* — I et  de  x” — i . Cie  théorème  est,  par  suite,  une 
conséquence  du  corollaire  démontre  page  3a2. 

Il  est  évident  que,  réciproquement,  chaque  racine  de 
la  congruence  x® — i ^ i satisfait  aux  deux  proposées. 

Corollaire.  — Les  racines  d’uuc  congruence  binôme 
de  module  premier 

x"'  = I ( inod . p), 

appartenant,  d’.iprès  le  théorème  de  Ferm.it . à la  eon- 
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gruence 

i (mocl.y^), 

sont  aussi  racines  de  la  congruence 

(mod. /;), 

0 désignant  le  plus  grand  commun  diviseur  des  nombres 
m et  P — I . 

Comme  x® — i est  un  diviseur  de  x'~‘  — i,  cette  der- 
nière a précisément  0 racines,  ainsi  que  la  proposée. 

Si  m est  premier  avec  p — i,  on  a 0 = i,  et  alors  la 
congruence  x"  = i n’a  d’autre  racine  que  l’unité. 

D’après  ce  qui  précède,  on  peut  borner  l’étude  des 
congruences  binômes  de  la  forme 

x™=i  (mod.  p), 

à celles  dont  le  degré  m est  un  diviseur  de  p — i . 

II.  Si  a désigne  une  racine  quelconque  de  la  con- 
gruence de  module  premier 

X"  s I ( mod.  p ) 

dont  le  degré  m est  un  diviseur  de  p — i , toute  puissance 
de  a ou  son  résidu  minimum  est  également  racine. 

La  congruence 

«"SI  (inod. /j) 

entraîne,  en  effet , 

a"*=t  ou  (<!*)■==  I, 

et  si  b désigne  le  résidu  minimum  de  n*,  par  rapport  à p, 
on  a 

b,  d’où  6" s I ; 

et,  par  conséquent,  tous  les  termes  de  la  série 

rt,  o’,  a\  , 
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OU  leurs  lésiilus  miiiima,  sont  racines  de  la  mèiiu*  con- 
gruence. Or,  h cause  de  n'"s  i , on  a aussi 

= Il , fl"*'  s /j’ , . . . . 

La  série  j)ré«’édente  coiuiciu  donc  au  plus  ni  termes  ayant 
des  résidus  dilTérents,  et  ces  résidus  se  reproduisent  pério- 
diquement de  m en  ni.  Si  les  ni  premiers  termes 
a.  II',  fl',  , a"~' , n"  ou  i 

sont  diflérenis  (non  congrus  suivant  le  module  />),  leurs 
résidus  sont  les  ni  racines  de  la  congruence  projmsée. 
Dans  le  cas  contraire,  si  l’on  a,  par  exemple, 

a"*"'  ^ o"  ( mod . /i) , 

a étant  premier  avec  />,  il  vient,  en  divisant  par  a"', 
rt"  = 1 ( inud . , 

et,  par  conséquent,  a est  racine  d’une  congruence  hinôme 
X*  s I ( mod.  p) 

<le  degré  n inférieur  à ni. 

Il  résulte  de  là  que  : 

Sia  est  une  racine  de  ht  congruence  x’"asi  (mod.  /»), 
qui  n'appartienne  a aucune  congruence  de  degré  nioinifre 
X"  SI  (mod.  p) , /es  ni  racines  de  la  proposée  seront  les 
résidus  des  ni  puissances  de  a 

a,  a' , a', ... , fi"~‘ , ft". 

Cela  j)osé,  nous  apju'llerons  racines  primitives  d’une  con- 
gruence binôme 

■t"  ^ I ( mod . P ) 

dont  le  degré  ni  divise  p — i , celles  des  racines  de  cette 
congruence  qui  irappartienucnt  à aucune  congruence  de 
même  forme  et  de  degré  moindre.  Chaque  racine  primi- 
tive jouit  de  la  propriété  de  donner  toutes  les  autres 
racines  par  ses  diverses  puissances. 
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Remarque.  — Toute  racine  non  primitive  de  la  con- 
gruence x"'=  I (mod.  ff),  appartenant  à une  congruence 
de  même  forme  et  de  degré  moindre,  appartient  aussi  à 
une  troisième  congruence  de  même  forme,  et  dont  le 
dt^ré  divise  celui  de  la  proposée. 


De  V existence  des  racines  priniitu’es . 

Considérons  la  congruence 

(1)  (mod. /.<), 

et  supposons  d’abord  que  in  ne  contienne  qu’un  seul  fac- 
teur premier  que  l’on  ait 

m = 7“; 

toute  racine  non  primitive  de 

(2)  x''  (mod.//) 

appartient  à une  congruence 

(mod.//), 

dont  le  degré  0 est  un  diviseur  de  q'^  et  même  de  q^~'\ 
et,  par  conséquent,  cette  racine  appartient  aussi  à la  con- 
gruence 

,tt  —I 

(3)  x’  s I (mod.//). 

D’ailleurs  les  racines  de  (3)  sont  toutes  racines  de  ( 2 ); 

leur  nombre  est  17^  par  conséquent  celui  des  racines 
primitives  de  la  j/roposée  est 

U U— I 

q — » "" 

/ 
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Sup[K)Sons  maiiitciiant  m quclcoiiqui-,  et  soit 

m :=  r/^  r’’  . 

<7,  s désignant  des  faeteurs  premiers  inégaux. 
Considérons  les  eongruenccs 

H V i 

(4)  SI  (mod.  /),  i' =1  (inod. />),...,  x' si  (itiod./>), 

et  désignons  par  a une  racine  primitive  de  la  première, 
par  b une  de  la  seconde,  etc. , par  c une  de  la  dernière;  je 
dis  que  le  résidu  du  produit 

ab.  . .c 

tsl  une  racine  primitive  de  la  pro[)osée 

(.5)  x'  ' ■■■'  =1  (mod,/<). 

Il  est  d’abord  évident  que  <ib...c,  ou  son  résidu,  est  racine  ; 
car  ayant 

,a  ^ V i 

a’  SI,  s I , . . . , c'  s I ( iiiod.  //), 

on  a aussi 

[ab.,  cf  ' ‘"‘si  [\r-od. /i). 

Maintenant,  si  ce  produit  n’est  pas  une  racine  primitive 
de  la  jiroposéc,  il  sera  racine  d'une  congruence 

x'‘  = I (mod  /;), 

dont  le  degré  G sera  un  diviseur  de  /« , et  il  y aura  au  moins 
l’un  des  facteurs  premiers  de  i/i,  qui  entrera  dans  0 moins 
de  fois  que  dans  ni.  Admettons  que  le  facteur  q soit  dans 
ce  cas  ; alors  9 divisera  <7  ““'  r’'. . ..v’*,  et,  par  suite,  nb.  . .c 
sera  racine  de  la  congruence 

U — I y ÿ 

x’’  = I ( mod.  /;); 
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(nb...cY  (ino<l./^); 

mais  OU  a aussi 

(b...cY  '■•••'  (inod. /^), 

et,  par  la  division  , 

n’  >■...■  ^1  ^). 

Ou  voit , par  là  , que  a est  racine  des  deux  congruences 

I V À 

r ...I  (lliod./j), 

et,  par  suite,  de 


^ 1 > (mod.  p) , 


puisque  <7““'  est  le  plus  grand  commun  diviseur  entre 
les  degrés  des  précédentes  ; a n’est  donc  pas,  comme  on  Ta 

supjiosé,  une  racine  primitive  de  x*  s i (mod.  p). 

Il  est  ainsi  démontré  que , si  n,  c désignent  des 

racines  primitives,  respectivement  de  la  première,  de  la 
deuxième,  etc.,  de  la  dernière  des  congruences  (4),  le 
produit  ab.  . .c,  ou  son  résidu,  est  une  racine  primitive 
de  la  congruence  proposée  (5). 

Ce  qui  précède  démontre  l’existence  d’une  racine  pri- 
mitive pour  toute  congruence  binôme  de  module  premier 


{ mod.  p), 

maison  n’en  peut  pas  immédiatement  conclure  le  nombre 
de  ces  racines,  'l’outefois,  par  des  raisonnements  sem- 
blables à ceux  que  nous  avons  employés  dans  la  treizième 
leçon  à l’occasion  de  l'équation  binôme,  on  prouverait 
aisément  que  toutes  les  racines,  tant  primitives  que  non 
primitives,  de  la  coiigriUMice  (îi),  sont  représentées  par  la 
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formule 


nb . . 


.c. 


OÙ  l’on  doit  prendre  pour  et,  Z>,.  . c toutes  les  racines 
respectivement  de  la  première  des  rongruences  (4) , de  la 
deuxième,  etc.,  de  la  dernière;  et  que  la  même  formule 
donne  toutes  les  raeines  primitives,  en  prenant  pour 
a,  ft,...,  c les  diverses  racines  primitives  des  congruences 
auxquelles  elles  appartiennent.  Comme  le  nombre  des 

racines  primitives  a est  17“  — -^1  que  celui  des  racines 

i est  ’ ■ ■ • * celui  des  racines  c,  s ^ i — i 

ou  en  conclurait  que  le  nombre  des  racines  primitives  de 
la  proposée  esl 

On  sait  que  ce  même  nombre  (voir  la  Théorio  des 
nombres,  ou  le  Mémoire  déj.à  cité  de  M.  Poinsot)  exprime 
combien  il  y a de  nombres  premiers  avec  m et  inférieurs 
à ///. 

Je  ne  crois  pas  nécessaire  de  développer  ces  raison- 
nements, (|ue  le  lecteur  trouvera  aisément  après  avoir 
étudié  la  treizième  leçon  ; mais  j*iudi(|uerai  la  démonstra- 
tion ingénieuse  de  M.  Poinsot,  pour  prouver  ([u'en  admet- 
tant l’existence  d'une  racine  primitivede  la  congruence 

I (mod.  P ), 

il  y en  a précisément  autant  que  de  nombres  premiers 
avec  m et  inférieurs  à m. 

Du  nombre  des  racines  primilives. 

Soit  a une  racine  primitive  <Ie  la  congruence 
X"  = 1 ( iiiod.  /*) , 
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el  formons  la  suilu  des  m puissances 

(i)  a,  a’,  fl’, , fl™, 

doiiL  les  résidus  sont  les  m racines  de  la  proposée.  Si  l’on 
considère  un  nombre  qmdconque  e inférieur  à m et  pre- 
mier avec  lui,  et  qu’après  avoir  rangé  ces  racines  en  cercle, 
on  les  considère  en  allant  de  l’une  à l’autre  de  c en  e, 
comme  l'intervalle  e par  lequel  ou  saute  est  premier  avec 
m,  on  sera  obligé  de  passer  par  toutes  les  racines  avant  di‘ 
revenir  à la  racine  n,  d’où  l’on  est  parti  : donc  la  suite 

«S  (fl')’,  (fl')’,...,  (fl')™, 

donne,  aux  multiples  près  de  p,  toutes  les  racines  de  la 
proposée;  donc  a'  est  une  racine  primitive. 

Si  le  nombre  e,  que  nous  avons  supposé  premier  avec  p, 
avait  avec  lui  un  plus  grand  commun  diviseur  0)>  i,  eu 
opérant,  sur  la  suite  (i),  comme  nous  venons  de  le  faire, 

on  ne  passerait  jamais  que  par  un  nombre  ^ de  racines, 

et,  par  conséquent,  a'  ne  serait  pas  une  racine  primitive. 

11  suit  évidemment  de  l.i  que  la  congruence  proposée  a 
autant  de  racines  primitives  qu’il  y a de  nonibi  es  premiers 
avec  m et  inférieurs  à in. 

Recherche  des  racines  primitives  d’un  nombre  premier. 

On  nomme  racines  primitives  d’un  nombre  premier  p 
les  racines  primitives  de  la  congruence  binôme  de  degré 
p — i, 

s- 1 (mod./i). 

I’héorème.  — Soient  ,r,  et  ^ deux  nombres  compris 
entre  •>  et  p,  et  0 un  diviseur  de  p — i ; si  l'on  a 

(mod./.). 
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on  a aussi 


Î * ==  I (mo<l.  /->); 
et,  réciproquement,  si  l'on  a 


tri 

5 ® s I ( inoil.  p). 


la  congruence 

J*  E=  ï ( moil.  p] 

a 6 racines. 

La  première  partie  du  théorème  est  évidente;  car,  si 
l'on  a 


j’ = ï (mod.  p), 

en  élevant  les  deux  membres  à la  puissance  ^ — - > on  a 

til 

(llioj.  />), 

et,  à cause  du  théorème  de  Fermât, 

p-' 

Ç * ^ I (mod.  p). 


tn 

Réciproquement,  supposons  (|iie  l’on  ait  ^ ® = i , ou 


retranchant  chaque  membre  de  cette  égalité  de.r''~‘  — i, 
il  vient 


p-'  t_l  ^ 

jcP-'  — I —pQ  = .rP-<  — ï * ={x^}  * — î * . 


Or  le  second  membre  admet  pour  diviseur  .T®  — ^ ; il  en 
est  donc  de  même  du  premier  membre  x>’~'  — i — i>Q, 
et,  par  consé<|U(’nt , en  vertu  d'un  théoi-èine  démontré 
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dans  la  dernière  leçon  (page  3ao),  la  congruence 


x'*  — I s O ( mod  P ) 

a 0 racines.  Ce  qu'il  fallait  démontrer. 

Corollaire.  — Si  p est  un  nombre  premier,  et  qu’eu 
décomposant  p — i en  facteurs  premiers,  on  ait 

P — I = r\  . .a', 

les  racines  non  primitives  de  la  congruence 
xP~' — ISO  (mod. />], 

lesquelles  appartienueut  nécessairement  à l’une  des  con- 
gruences 

di  tll  tzi  tiL 

jr’si,  x»si,  x^si,...,  x'si, 

sont,  en  vertu  du  théorème  précédent,  des  résidus  de 
carrés  (*),  ou  de  puissances  <7,  ou  de  puissances  r,  etc., 
ou  de  puissances  s;  et,  récipro(]UCinent,  tout  nombre 
résidu  d’un  carré,  ou  d’une  puissance  q,  ou  etc.,  est  racine 
de  Tune  des  congruences  précédentes  et  n’est  pas  racine 
primitive  du  nombre  premier  p. 

On  voit  aussi  que,  parmi  les  nombres 

1 , 1,  3, . . . , p~  i, 

il  y en  a la  moitié  qui  sont  des  carrés  (résidus  de  carrés), 
lu  q''"""  partie  qui  sont  des  puissances  q,  la  r''"'  partie 
des  puissances  /•,  etc.,  la  s''"'  partie  des  puissances  s;  et. 


[_*)  réi^idus  de  carrés  ou  de  cubes  suivant  un  module  p sont  diu 
ùdus  ifuadt  ati^ucs  et  cuhtquct  do  p;  Us  jouent  un  ^^le  important  dans  la 
théorie  des  nonibr(‘s. 
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plus  généralement,  si  Ton  ne  considère  parmi  ces  nom- 
bres ({ue  ceux  cjui  sont  à la  fois  des  puissances  2,  q,  r, 
la  s""'  partie  de  ces  derniers  sera  en  même  temps  des 
puissances  s.  En  elTet,  les  nombres  qui  sont  à la  fois  des 
résidus  de  carrés  de  puissances  y,  de  puissances  /•,  etc., 
satisfont  aux  congruences 

P-'  P-'  P-' 

x’  =1,  xs  x'  =1,...,  (inod.  //), 

et,  par  conséquent , sont  racines  de 

P-' 

^ I ( iiiotl.  f>)  : 

leur  nombre  est  donc  pareillement,  le  nombre 

de  ceux  qui  sont  en  même  temps  des  puissances  s est 

^ ' 1 il  est  donc  la  s'""'  partie  du  premier. 

ïqr..  s 

PnoBi-ÈME.  — Trouver  les  rncincs  primilives  d'un 
nombre  premier. 

Le  théorème  que  nous  venons  de  démontrer  fournit  un 
moy<'n  très-simple  de  trouver  les  racines  primitives  d’un 
nombre  premier. 

Soient  P un  nombre  preiniei-  ; 2,  <7,  r, . . . , ,v  les  facteurs 
premiers  inégaux  de  p — i , et  écrivons  les  p — i nombres 

I,  2,  3,  'i 

si  l’on  enlève  de  cette  suite  tons  les  résidus  de  carrés,  de 
pui.ssanccs  </,de  puissances  etc.,  il  ne  restera  plus  que 
les  racines  primitives  de  p. 

Au  moyen  des  carrés,  on  exclut  d'abord  la  moitié  de» 
nombres,  ainsi  que  nous  l'avons  établi  plus  haut;  au 
moyen  des  puissances  q,  on  exclura  la  q""'  partie  de  ceux 
qui  restent , et  ain.si  de  suite.  Cette  méthode , pour  trouver 
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le»  racines  primilives  d’un  nombre  premier,  fournit  une 
démonstration  nouvelle  du  théorème  relatif  au  nombre 
de  CCS  racines  ; ce  nombre  sera,  en  effet , d’après  ce  qui 
précède. 


[r 


-■)  (■-;)  ('-j) 


Nous  allons  montrer,  par  deux  exemples,  comment  il 
faut  faire  l’application  du  procédé  qu’on  vient  d’indiquer. 

Premier  exemple.  — Trouver  les  racines  primitives 
(le  17. 

Nous  écrivons  d’abord  les  seize  nombres 


(1)  I,  J,  3,  4)  b,  7?  b,  q,  I O,  II,  12,  1 3,  i4j  i5,  16, 

et  comme  1 6 n’admet  que  le  facteur  premier  2 , il  suffit 
d’ôter  de  cette  suite  les  nombres  qui  sont  résidus  quadra- 
tiques. Pour  cela,  nous  élèverons  ces  nombres  au  carré; 
mais,  comme  on  a généralement 

(17  — /i)’=/j’  (mod.  17), 

les  huit  derniers  carrés  donneront  les  mêmes  résidus  que 
les  huit  premiers  : il  suffit  donc  d’élever  au  carré  les  huit 
premiers , on  trouvera  ainsi 

I,  4,  (),  16.  25,  36,  4g,  64, 

<{ui  ont  pour  résidus 

1,4,9,  'b,  8,  2,  i5,  i3, 

et  en  ellaçant  ces  huit  résidus  de  la  suite  (1),  il  restera  les 
huit  racines  primitives  de  17,  savoir 

3,  5,  6,  7,  10,  II,  12,  i4- 

Second  exemple.  — Trouver  les  racines  primitives 
de  3 1 . 
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' . 2, 

3.  4. 

5, 

6, 

7 > 

9,  10, 

II,  12, 

1 3 , :4 , 

i5. 

16, 

<7. 

>8, 

19,  20, 

21,  22, 

2.3,  24, 

25, 

26, 

27. 

28, 

29,  3o ; 

comme  les  facteurs  premiers  de  sont  2,  3 et  T) , il  suf- 
fira d’enlever  de  la  suite  (1)  les  résidus  des  carrés,  des 
cubes  et  des  cinquièmes  puissances. 

Pour  exclure  les  carrés,  nous  élèverons  les  quinze  pre- 
miers nombres  (■)  au  carré,  ce  qui  donne 

I,  4t  9>  36,  49>  ^4> 

121,  i44)  >6<),  196,  225; 
ces  carrés  ont  |K)nr  résidus 

{^)  4»  9’  2.5 f 5,  18,  2,  tq,  f 28,  20,  i4,  t n,  8 ; 

ôtant  ces  quinze  nombres  (2)  de  la  suite  (1),  il  restera  les 
quinze  cjuc  voici  : 

(3;  3,  6,  11,  12,  i3,  i5,  17,  21,  22,  23,  24,  26,  27,  29,  3o, 

dont  il  faut  maintenant  supprimer  les  cubes  et  les  cin- 
quièmes puissances.  Chaque  nombre  déjà  supprimé  (2) 
satisfait  à la  congruence 

= I (mod.  3i); 

donc  sa  puissance  troisième  et  sa  puissance  cinquième  y 
satisfont  aussi,  et,  par  conséquent,  font  partie  des  nombres 
déjà  supprimés.  D’après  cela,  les  nombres  de  la  suite  (3) 
cpx’il  reste  à rejeter  sont  des  résidus  de  puissances  troi- 
sième et  cinquième  de  ces  mêmes  nombres  (3).  Pour  avoir 
les  résidus  des  cubes  de  la  suite  (3),  il  suffit  de  multiplier 
les  premières  puissances  par  les  résidus  carrés  que  la 
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suite  (2)  fait  couiiaitre,  et  qui  sont 

9,  5,  28,  20,  i4,  8,  10,  7,  ig,  2,  18,  25,  i(>,  4> 

un  aura  ainsi  les  résidus  cubiques  suivants  ; 

27,  3o,  3o8,  240,  182,  120,  170,  i47>  4'8, 

46,  432,  65o,  432,  116,  3n, 

dont  les  résidus  inininia  sont 

27,  3o,  2g,  23,  27,  27,  i5,  23, 
i5,  i5,  2g,  3o,  2g,  23,  3o. 

Il  n’y  en  a que  cinq  tic  dilférents , comme  nous  le  savions 
d’avance  ; ce  sont 

(5)  i5,  23,  27,  2g,  3ü, 

et  en  ôtant  ces  nombres  de  la  suite  (3),  il  ne  restera  plus 
que  les  dix  suivants  : 

(G)  3,  6,  II,  12,  i3,  17,  21,  22,  24,  26, 

dont  il  n’y  a plus  à rejeter  que  ceux  qui  sont  des  cin- 
quièmes puissances.  Chacun  des  nomlires  déjà  exclus 
satisfait  à l’une  des  congruences 

a-'*^i  (mod..3i],  x"^i  (moil.  3i). 

Il  en  est  donc  de  même  de  sa  cinquième  puissance,  qui,  par 
conséquent,  fait  partie  des  nombres  exclus  : nn  nombre 
de  la  suite  (6)  ne  peut  donc  être  la  cinquième  puissance 
que  d’un  nombre  de  la  même  suite.  Pour  avoir  les  résidus 
des  cinquièmes  puissances  des  nombres  (G),  il  siilTu  de 
multiplier  les  résidus  cubiques  déjà  formés  par  les  résidus 
quadratiques  correspondants,  et  de  prendre  les  résidus 
minimades  produits.  Les  résidus  cubiques  sont 

2.7,  3o,  2,g,  2,3,  27,  i5,  2.3,  i5,  29,  3o, 
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les  qiiadraliques 

y,  5,  28,  20,  i4,  10,  7,  U),  18,  25; 
les  produits  sont 

243,  i5o,  812,  46o>  378,  i5o,  161,  285,  522,  750, 

et  l’on  trouve  pour  résidus  des  cinquièmes  puissances, 

26,  26,  6,  26,  6,  26,  6,  6,  26,  6. 

11  n’y  a ainsi,  dans  la  suite  (6),  que  deux  cinquièmes 
puissances,  comme  nous  le  savions  déjà,  savoir 

6,  2G; 

eu  supprimant  ces  deux  nombres,  il  ne  restera  plus  que 
les  huit  racines  primitives  de  3i,  savoir 

3,  II,  12,  i3,  17,  21,  22,  24. 

La  Table  suivante  renferme  les  racines  primitives  des 
nombres  premiers  inférieurs  à 100  : 
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Table  des  racines  primitives  des  nombres  premiers  inférieurs  à loo. 


ROIIMU 

nnnKB 

des  raelM» 

HACi;«KS  PRiMITlV>:$. 

prlmUltê*. 

3 

2 . 

5 

2.3. 

•; 

3.5 

1 1 

4 

O. fi. 7 8. 

1.3 

4 

2 -fi.-j  . I 1 

S 

3, 5. 0.7. 10.1112. 14 

*9 

6 

2.3.io-t3.t.4-i5. 

10 

5.7. 10. 1 1 . i3. i4- >7 • 20. il . 

J» 

1? 

2 3.8. 10. 1 1 . i4 . i3. 18. 19.21 . »(».  »7  . 

3i 

s 

3.11.19.13.17.31 .3T.3,'|. 

3? 

1 } 

2 .5.  i3 . i5. 17. »8. 19.20. 32.2.^  32.33. 

4* 

ifi 

G.7. 1 1 . 12.  i3.  i5. 17. 19.22.24*^® ■■*^•■*9  34 .35. 

<3 

12 

3.5.12.18.19.20.26.28.29.30.33.34 

47 

22 

J.  10. 1 1 . i3.  i5.  ig.20. 22 .23. 2tt.29.30.31  -33.3ri..38. 
3g. .40. 41 .43. 44. .55. 

,33 

l'4 

2 .3.5.8. 1 3.  l4  - - *9-^0. 21 . 22  - 26.27 .3l  .32.33.  34. 
1 35.39.4i.45..',8.5o.5i. 

2 .6.8. 10. 1 1 . 13.1.4 . i8.'j3. 2.4.30.31 .3ï . 33.34.37.38. 

3g . 4o  43  • 4^  ■ 44  ■ 'It  ' ^0  ■ ■''4 

fil 

tii 

2.6.7.io.i7.i8.26.3o.3i.35.43.44'^*^4*^^^'9- 
2.7.1112.13. 18. '10.28. 3 1 .3'!. 34 - 4*  44 -4**  - 48-5o. 

«7 

20 

2.'| 

5i..57.fii  .63. 

j 7 . 1 1 . i3.2i  .12 .28.31 .33 .35.42. 44  4/  - ^^••'>3 .5.».. 56. 

7' 

7^ 

1 59.61.62.63.65.67.68.69. 

j 5 . Il . 1 3 . 1 4 . 1 5 . 20 . 26 . 28 . ’g . 3 1 . 33 . 34 . 3g . 4o . 42 • 44 ■ 
1 43.47 -S3,. 58. 5g  60.62.68. 

•i4 

79 

24 

3. 6. 7. 28. '*9. 30.34. 3.5.37.39.43 ■ 4"  33,54 .59.60, 

63.66.68.70.74  73-77‘ 

. 2. 5. 6. 8.  i3  1.4.  'S.  18. 19.  *0. 22.24 -3  >. 34  .35.39.42. 

83 

4" 

1 ^(5 . .^|5 . iifi . -^7 . 5o . .'u . .55 . 5 '1 . .55.  .5fi  57 . 58 . fio  .67. 66.67 . 
[ 71  75.73  7.^.76.79.80. 

3.6.7.13.1^.15.  i9.’3.3'|.^6.  17.^8. 39.30.3 1 .33.35, 

«9 

/,0 

32 

I 38.4'  .43  46-  |8*3i  .54-56  58  ,59.60.61  ,62.63.65.66. 

[ 70  74-73.76.82.83.86. 

5.7. 10. »3. i4- «3. 17.21 .23.26. 29.37.38.39  4o-4* • 

97 

56 . .57 . .58 . 59 . 66  68 . 7 1 . 7,', . 7«.So . 83 . 83 . 8', . 87.90.93 . 
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x"*  I 

Pi-Ojiriclés  (les  racines  de  l'iu/uation  p = o,  où  ni 

est  premier. 

Soit  a.  une  racine  imaginaire  de  l’équalion 
(')  ' 

de  degré  m premier;  les  m — i racines  de  l’équation 

x"  — I 


{*) 

sont,  comme  on  sait, 

a,  a’,  a’,,..,  a"-'. 

Soit  maintenant  a une  racine  primitive  du  nombre  pre- 
mier m ou  de  la  congi  uence 

x"^’=Ei  ( niod.  /«)  ; 

les  m — I racines  de  cette  congruence , savoir 

I,  2,  3,...,  (/W  I ), 

peuvent  être  représentées  par  les  diverses  puissances  de  a. 
I,  «,  a’,...,  a^’, 

aux  multiples  prés  de  m:  et,  par  conséquent,  les  m — i 
racines  de  l’équation  (2)  sont 

m fl’  ’ 

a,  a*,  a«  , . . . , a*  , 


en  sorte  que  chacune  d’elles  s'obtient  en  élevant  la  précé- 
dente à la  puissance  a;  et  la  même  chose  a lieu  encore  k 
cause  de  «"“’si  (mod.  m),  si  l’on  range  en  cercle  ces 
m racines,  et  que  l’on  considère  successivement  chacune 
d'elles  comme  étant  la  première.  D’après  cela , si  x 
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désigne  l'une  quelconque  des  racines  de  l’équation  ( a ) , cl 
que  l’on  fasse 

60(j)  = 0’(x),  06’ (jt)  ==  9’ (x), . . . 

les  in  racines  de  l'équation  (a)  seront  représentées  par 

X,  0(x),  , 6— ’(xj, 

et  l’on  aura 

0"-'  (x)  = X. 

C’est  sur  celte  propriété  que  repose  la  méthode  de  M.  Gauss 
pour  la  résolution  de  l'équation  (a),  dont  nous  nous  occu- 
perons dans  une  prochaine  leçon. 
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VINGT-CINQUIÈME  LEÇON. 

De*  congruences  irriMiuctibies  suivanl  un  module  premier.  — Des  nou- 
velles quantité»  imaginaires  qui  unissent  de  U théorie  des  nombres 
— Des  racines  d‘une  congruence  irréductible.  — De  la  congruence 

V 

P • 

* — jr  S 0 (mod.'ff).  — Propriété  des  racines  d’une  congnieiicc  irré- 
ductible. — Des  racines  primitives.  — Recherche  de  toutes  les  racines 
d’une  congruence  quelconque.— Application  de  la  théorie  à un  exemple 


Des  congruences  irréductibles  suivuni  un  module 
premier. 

Soi«nt  P un  nombre  premier  et  F (x)  une  fonclion  en- 
tière lie  X il  coefficients  entiers.  La  congruence 

F (x)  s O (moil.  p) 

est  dite  irréductible , s’il  est  impossible  de  trouver  trois 
polynômes  <f  (x) , 'f'(x),  x (x)  à coefficients  entiers  et 
qui  soient  tels,  que  l'on  ait  identiquement 

Quelle  que  soit  la  congruence 

F(x)  = o (iiiod. /i), 

on  peut  toujour-.  supposer  les  coefficients  inférieurs  au 
module,  et,  si  le  module  est  premier,  ce  qui  est  le  seul 
cas  dont  nous  ayons  à nous  occuper,  on  peut  faire  en  sorte 
(|ue  le  coefficient  du  terme  le  plus  élevé  en  x soit  l’unité, 
ainsi  que  cela  a été  expliqué  dans  la  vingt- troisième  le- 
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çon.  IVous  supposerons  toujours  (|ue  les  congruences  <|ue 
nous  aurons  à considérer,  dans  ce  qui  va  suivre  , soient 
préparées  de  cette  manière. 

Si  la  congruence 

F ( j:)  O (inod.  /è 

n’est  pas  irréductible,  on  jxturra  décomposer  son  pi-cmier 
membre  en  facteurs  irrcduclihles ; en  d’autres  termes,  ou 
aura 

ÿ(x)4.(x).  . . o(j-)  = F(x)-t-px(-r), 

ç (j'),  (x),...,  CT  ( r)  étant  des  polynômes  égaux  ou  iné- 

gaux et  à coefficients  entiers  moindres  (|ue  p,  tels,  en 
outre , que  les  congruences 

y(x)so,  ij;  ( j;)  = O, . . . , sr(j:)so  (mod./^) 

soient  irréductibles.  11  faut  remarquer  que,  si  queli[ues- 
uns  des  jMjlynômesy  (x),  rp  (x),  etc.,  sont  égaux  entre  eux, 
la  congruence  proposée  aura  nécessairement  un  diviseur 
commun  avec  sa  dérivée.  Car  soit 

Ç (x)~  ♦ (.c)  = F ( J-) -t- (■»^) . 

on  aura,  en  prenant  les  dérivées  des  deux  membres, 
f (x)"- ' [ffiy'(x)<J>(x)  -(-  ÿ(x)  <t*'(x)]  = F'(x)  -h  P//  (-')• 

Si  donc  ou  cherche  le  plus  grand  <'ommun  diviseur  des 
polynômes  F (x)  et  F'(x),  en  négligeant  toujours  les 
termes' multipliés  par  p,  on  trouvera  un  diviseur  com- 
mun fonction  de  x. 

Théoxème.  — Si 

F(x}  = o (mod.p) 

c-sl  une  vongriienca  inéflucli/dc,  siuumit  mi  module  pre- 
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mifr,  et  si  l’on  a idcnliquemenl 

{>)  ?(•*•)?(■'')  = P (-^) /(•'•)  •+•  /'/.(-r). 

O,  f désignant  des  fonctions  entières  de  X dont  les 
coejficienls  sont  fies  entiers  Iti/érienrs  à f>,  et  y_  une 
fonction  entière  à coefficients  entiers,  mais  f/uelcont/iies  ; 
on  mira  aussi 

(2)  7{.r)=  F(jr)/(j:)  (j), 

o;i 

(3)  •|(.r)  = K{x)/,  (x)  -H/i/,  (.1-), 

f et  Xi  étant  des  fonctions  entières  fie  x. 

Supposons  que  l'on  n’ait  pas 

f(.r)=  V{x)f,  (x  + /^Xi  (-r).  ■ 
je  (lis  qiu,‘  l'on  aura 

K(x)/(jr)4-/^Z,  (x). 

Pour  le  démontrer,  soit  r le  coefficient  de  la  plus  liaute 
puissance  de  x dans  y ( x)  ; en  ajoutant  à y (x)  un  poly- 
nôme de  la  forme  fjt  {x)  de  degré  inférieur  au  sien,  on 
pourra  rendre  tous  les  icriiu's  divisibles  par  r,  en  sorte 
que  l’on  aura 

(4)  ÿ(x)~  rit  (mod./<). 

Cela  posé,  les  premiers  termes  des  polynômes  F (x) 
et  R ayant  pour  coefficient  runitc,  faisons  sur  ces  po- 
lynômes l’opération  du  plus  grand  commun  diviseur, 
en  ayant  soin  d’ajouter  à chaque  reste  un  polynôme  de 
la  forme  /jX  (.r)  choisi  de  manière  qu'après  cette  addi- 
tion, le  reste  en  question  soit  divisible  par  le  coefficient 
du  terme  le  plus  élevé;  en  outre,  avant  de  prendre  ce 
reste  pour  diviseur,  nous  supprimerons  le  facteur  com- 
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mun  à lous  scs  termes.  Comme  on  admet  que  l'égalité  (a) 
ne  j>eut  avoir  lieu,  on  arrivera  nécessairement  à un  reste 
numérique  /'„  qui  ne  sera  pas  nui  .suivant  le  module  p.  Et 
si  l’on  suppose,  pour  fixer  les  idées,  que  le  degré  de  F {.r) 
ne  soit  pas  inférieur  à celui  de  (f  (jr)  ou  R,  on  aura  cette 
suite  d’égalités  ou  de  congruences. 


(5) 


!F (.r)3=  RQ,  -t-  r,  R, , 
R Ri  Qi  r,  R , , 

— R«-i  Q« -t- e,. 


(inod.  p). 


/',,  sont  d(>s  entiers  i|ui  ne  sont  pas  nuis  suivant 

le  module  p-,  et  R,,  Ri,...,  Q,,  Q,,...,  sont  des  fonctions 
entières  de  jr.dans  lesquelles  le  terme  le  plus  élevé  en  x 
a pour  co(îflicient  l’unité.  Des  relations  (4)  et  (5),  ou 
déduit 


rr,  R,  — rF  (x)  ~ Q,  ? (x), 
rr,  r,  R,  r3(r,  +-  Q,  Q,)  y (x)  — rQ,  F (x)  (inod.  p)-. 


la  dernière  de  ces  relations  aura  la  forme 

rr,  r,.  . . r,  s .MF  (x)  — (,r)  (mocl.  p), 

ou 

(6)  * H- /y  l*  = MF  (x)  — N y (x), 

M,  , P désignant  des  fonctions  entières  de  x,  et  a un 
iiombn^  entier  difl’érent  de  /.éro  el  inférieur  .à  p.  11  est  évi- 
dent qu’on  serait  arrivé  au  même  résultat  si  l’on  eût  sup- 
|K)sé  le  degré  de  F (x)  inférieur  à celui  de  f (x). 

Des  égalités  (i)  et  (6),  on  déduit 

|y  (x) Uj  — F (.r;  / (x)l  h -I-  p P)  — p y (x)  [ MF  (x)  — N y (x)). 
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OU 

?(■')[“•}  (-^)  +/'P-Î'('^)  •+-  /^Nx(j:)] 

= F{j)  [(a -f-/^P)/(-*)  + />Mz{x)]. 

Or,  par  notre  liypollièsc,  le  polynôme  F ( x)  ne  saurait 
avoir  aucun  fadeur  commun  avec  ? (-*^)  > <lonc  il  divisi- 

a-;(x)  -(-/;[ P .{.(x)  4- 

ou  a donc 

a-|(x)=  V (x)fy(.c)  + py_,  (x), 

J\  et  yj  étant  des  fonctions  entières.  On  j>eut  supposer 
que  les  coelTicicnts  de  /i  (x)  soient  rabaissés  au-dessous 
de  f!  et  qu’ils  soient  tous  divisibles  par  le  cocflicient  de 
la  plus  haute  puissance  de  x;  alors,  comme  le  premier 
terme  de  F ( r)_/,  ( r)  doit  détruire  le  premier  terme  de 
3ü|i  (x) , il  faut  que  /',  (x)  soit  divisible  par  a , par  consé- 
i|iiciit  /j  (x)  le  sera  aussi.  Supprimant  donc  ce  facteur  y. , 
on  aura  une  ét^alité  de  la  forme 

■'■f  ■>/  = F (x  /.  (x)  -h  py_,  (x), 

ce  qui  démontre  le  théorème  énoncé. 

COROI.I.AIRE  I.  — Si 

K_x)so  (iiiod. />) 

est  une  congruence  irréiluclihle  suivant  un  module  pre- 
mier, et  si  l’on  a nlentUpiement 

= F(x)/(x)  4-/tx(x), 

(x)  et  y (x)  étant  des  Jonctions  entières  de  x à coej- 
ficients  entiers  moindies  rpie  p,  (x)  étant  aussi  une  fonc- 
tion entière,  on  aura,  pour  une  valeur  de  m au  moins, 

?.(x)  = F(.r)./;  (x)  4-/<x,  (x), 

,/i  et  /,  désignant  des  jonctions  entières. 
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Cutlo  pro])üsiiioii  sc  dâluit  iinmédialcmcntdu  théoivini’ 
qu’on  viciil  d’établir. 

(ionoLi.AiRE  II.  — Jm  premier  membre  d'une  con- 
f^ruencc 

F(x)  = o (ino(l./<) 

de  module  premier,  ne  peut  être  décomposé  que  d'une 
seule  munièrc  en  facteurs  irréductibles. 

Des  nouvelles  quant ilés  imaginaires  qui  naissent  de  la 
théorie  îles  nombres. 

Soient  jt  un  nombre  premier  et 

F (x)  = o ( mod.  p) 

une  congruence  irréductililc  d'un  degré  v .supérieur  à i. 

La  congruence  proposée  n'a  aucune  racine  entière; 
mais  si  l’on  trouve  un  avantage  quelconque  à introduire 
dans  le  calcul  une  quantité,  t assujettie  à la  condition  de 
vériCer  la  congruence 

F(/)s=o  (inod./>), 

on  devra  regarder  celtequaniiié  < comme  un  symbole  ima- 
ginaire d’une  nouvelle  espece.  F.t,  comme  on  peut  faire 
en  sorte  que  le  coefficient  de  i”  dans  1’  (i)  soit  l’unité,  on 
voit  qu’en  négligeant  tous  les  termes  <|ui  .sont  multi- 
pliés pai-  la  puissance  v'™'' de  i pourra  s’exprimer,  au 
moyen  de  !■’  (i)  =o,  par  une  fonction  entière  de  /du  de- 
gré V — 1.  La  meme  chose  aura  lieu  pour  toutes  les  puis- 
sances de  l'supérieui-cs  à la  (v — i en  sorte  que  toute 
fonction  entière  de  / pourra  se  mettre  sous  la  forme 

//.  -I-  «1  I ’ -1- ...  -t-  i'~', 

/7«,  a■J_^  étant  dc;s  nombres  entiers  qu’on  peut  ra- 

baisscr  au-ilcssoiis  de  p en  négligeant  tous  les  termes  mul- 
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lipliés  par  p.  Pour  réduire  à oeUc  forme  une  fonction  en- 
tière de  /,  le  plus  simple  sera , en  général , de  diviser  la 
fonction  donnée  par  F («  ) et  de  pousser  ropérallon  Jusqu'à 
re  qu'on  obtienne  un  reste  de  degré  inférieur  à v;  ce 
reste  sera  la  valeur  réduite  de  la  fonrtion  donnée.  1,'ex- 
pression 

a,  -+-«,/■  -t-  rt,  -4-  ' 

est  l'expression  la  plus  générale  des  nouv«-lles  quantités 
imaginaires  qui  naissent  de  la  théorie  des  nombres;  leur 
introduction  dans  l’analvse  est  due  à Galois.  ^ous  allons 
«lévelopper  ici,  à notre  point  de  vin;,  les  résultats  que  <u 
grand  géomètre  a obtenus  et  qu'il  a indiqués  succincte- 
ment dans  le  Bulletin  des  Sciences  ninllicnialüfucs  de 
Férussac  (tome  XIII,  page  ilpS)  (*). 

D'après  le  théorème  établi  plus  haut , si 

sont  des  fonctions  entières  de  T,  et  si  l’on  a 

?■{'>?>(')•■•  ?.(')  — O (mm)./.', 

c’est- à-dirc 

r,  (i)  Ÿ,(»).  ..  — F(j)/(/)  -h 

J cl  étant  des  fonctions  entières;  une  au  moins  des 
quantités  y,  (j),  ®j  (/),  etc.,  sera  congrue  à zéro  suivant 
le  motlule  p.  Nous  ferons  dans  la  suite  un  fréquent  usage 
de  celte  proposition. 

Les  quantités  imaginaires  que  nous  considérons  com- 
prennent, comme  cas  particulier,  les  nombres  entiers. 


(*)  L’article  publié  par  Galui»  en  i83o  üaiis  le  BuUclIn  <lc  Fériisimc  a 
été  rcimprinu*  cnMiilo  avec  ses  autres  Méntoirc«i  dans  le  tome  XI  du 
Journal  df  Mathcnmlitiurs  /»ure«  rt  itfipliqurv*. 
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Aussi  le  lliéorème  fomlaiiiental  que  nous  avons  démonti'é 
dans  la  vingt-troisième  leçon  et  qui  est  relatif  au  nombre 
des  racines  entières  d’une  congruence,  est-il  un  cas  parti- 
culier du  théorème  suivant  que  nous  allons  établir. 

Théorème.  — Si p est  un  nombre  premier  et  que  i ilê- 
sigric  une  racine  de  la  congruence  irréductible  de  de- 
grc  V , 

(1)  F(a;)s=o  (ino<i./>), 

une  congruence  de  degré  ni  non  identique,  telle  que 

(2)  ÿ(j)  = o (mod. 

ne  peut  avoir  plus  de  m racines  distinctes  ayant  la 
forme 

OÙ  a„,  a,,  etc.,  désignent  des  entiers  inférieurs  à p. 

On  ptml  employer,  pour  démontrer  ce  théorème  gé- 
néral, le  raisonnement  qui  nous  a servi  dans  la  vingt- 
troisième  leçon,  pour  établir  le  théorème  analogue  relatif 
aux  racines  entières. 

Supposons  que  la  congruence  (2)  admette  une  racine  a 
de  la  forme  (3),  on  aura 

(moJ. />); 

si  donc  (x)  désigne  le  quotient  de  la  division  de  (f  (.r) 
par  X — a,  la  congruence  (2)  pourra  s’écrire  eoinme  il 
suit  : 

(x  — «)  If,  (a  ) ()  (inod. /<). 

Si  la  congruence  (2)  admet  une  deuxième  racine  ê dillé- 
ii'nte  de  a,  mais  de  même  forme,  on  aura 

(6— a)f,(e)^o  (mod./V); 

mais  c — a étant  diirérent  de  zéro  et  d’un  degré  Inférieur 
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ii  V,  on  ne  peut  avulr 

g — aso  (mo<l./>), 

donc  on  a 

<j»((6)^o  (tnod. 

U suit  de  là  ([uo  6 est  racine  de  la  congruence 
(4)  (•>')— *>  (m<'d.;>). 

Le  raisonnement  qui  précède  ne  suppose  pas  (|uc  les 
coefficients  delà  congruence  (a)  soient  entiers,  mais  seu- 
lement qu’ils  soient  de  la  foime  (3).  Ce  raisonnement 
prouve  que  la  congruence  (a)  de  degré  in  ne  peut  avoir 
qu’une  racine  de  jdus  que  la  congruence  (4)  de  degré 
ni — I.  A son  tour,  cette  dernière  ne  peut  avoir  qu’une 
racine  de  plus  (|u’une  congruence 

(5\  fi(a:)  = o (mod. 

de  degré  m — a;  par  suite,  la  congruence  (a)  ne  peut 
avoir  que  deux  racines  de  plus  que  (5),  et,  en  poursui- 
vant ce  raisonnement,  on  fera  voir  que  la  congruence  (a) 
ne  peut  avoir  <[uc  ni  — i racines  de  plus  qu’une  con- 
gruence du  premier  degré,  laquelle  n'admet  évidemment 
qu’une  seule  racine.  D'où  il  suit  eiiGii  <|ue  la  con- 
gruence (a)  ne  peut  admettre  plus  de  m racines  de  la 
forme  (3). 

Corollaire.  — Supposons  que  la  congruence  (a),  sa- 
voir 

Ÿ (x)  s O (iiiod. />) 

ait  r^fléciivement  in  racines  distinctes  a,  c,...,  ra  de  la 
forme  (3),  la  congruence 

If  (x)  — (X  — a)  (x  — 6). . . (x  — u)  s O (mod.  />) 

admettra  ces  mêmes  racines;  or  celle-ci  n'est  que  du  de- 
gré ni  — I , donc  elle  doit  être  identique,  et  l’on  a 

î(x)  = (x  — »)  (x  — H). . . (x  — w) 
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/_  (x)  l'-laiit  uii  polyiiùino  doiil  les  eoeflicieiits  des 

fuiiclions  eiiliércs  de  /. 

Des  racines  d'iine  congruence  irrêdnclible. 

Soient  P un  nombre  premier  et 

(i)  F(x)  = o (inoil. //) 

une  congruence  irréductible  du  degré  v.  Soit  i une  racine 
de  cette  congruence,  et  posons 

A = a,  -H  n,  » 4-  f ’ a,^__  i ‘~', 

«0)  «1  ) etc.,  étant  des  entiers  compris  entre  les  limites  o 

et  P — I,  ou,  si  l’on  veut,  entre  les  limites  — — ‘ et 

+ ^ y ' ' Chacun  de  ces  coefficients  a étant  ainsi  suscep- 
tible de  P valeurs  distinctes,  l’expression  de  A pourra 
prendre  />'  valeurs  distinctes;  l’une  de  ces  valeurs  sera 
zéro,  nous  en  ferons  abstraction  et  nous  considérerons 
seulement  les  p' — i valeurs  de  A différentes  de  zéro. 

Si  a,  ô,  7,  etc.,  désignent  des  valeurs  de  A égales  ou 
inégales  entre  elles,  le  produit  aêy...  sera  une  fonction 
entière  de  / dont  on  jiourra  rabaisser  le  degré  au-dessous 
de  V à l’aide  de  F (/)  ==  o,  et  ramener  les  coefficients  entre 

les  limites  o et  p — i ou  — ^ ^ et  ' ; ce  produit  scia 

donc  aussi  une  valeur  de  A , et  il  ne  sera  jamais  nul, 
ear  poni’  (jue  l’on  eût 

267...  s o (mo<l./>), 

il  faudrait  que  l’une  des  quantités  a,  6,  7,  etc.,  fût  con- 
grue à zéro  suivant  le  module  p,  ce  qui  est  contre  l’hy- 
potbèse. 
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Cela  posé,  soit  a*l'iuie  des  valeurs  de  A;  toutes  les 
puissances  de  a,  savoir: 

2,  2%  a', 

seront  aussi  des  valeurs  de  A.  Mais,  parce  (jue  A n’a  que 
p" — I valeurs  distinctes,  il  faut  que  quelques-unes  de  ces 
valeurs  se  trouvent  reproduites  une  inflnité  de  fois  dans 
la  série  des  puissanees  de  a.  Supposons  (pie  l’on  ait 

5, ^ 5, n'  (mod./j),  ou  a"' (a"  — i)  = o (niod./i). 

Comme  a*'  ne  peut  être  zéro  suivant  le  module  p,  il  faut 
que  l’on  ait 

(mod./i), 

et,  par  suite, 

(mod./j). 

Il  y a donc  une  infinité  de  puissances  de  a qui  se  rédui- 
sent à l’unité.  Soit  ii  le  plus  petit  nombre  qui  soit  tel,  que 
l’on  ait 

«"  ==  I (mod.  p), 

on  aura  ces  n valeurs  distinctes  de  A , savoir  ; 

(a)  I,  a,  a’,  a"-'. 

Si  l’on  a p' — i = n,  les  quantités  (a)  seront  toutes  les 
valeurs  de  A.  Si  l'on  a p" — i > soit  6 l’une  des  va- 
leurs de  A qui  ne  font  pas  partie  des  quantités  (2);  en 
multipliant  ces  quantités  (2)  par  6,  on  obtient  les  n nou- 
velles valeurs  suivantes  de  A : 

(3)  e,  a(5, 

Ces  valeurs  sont  dilTérentcs  entre  elles , car  soient  n'  et  n" 
deux  nombres  inférieurs  à «;  si  l'on  avait 

a”’ S — a"''6==o  (inod.  p), 

23 
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comme  on  ne  peut  avoir  6 s o (mod.  p) , on  aurait 

a“'  — a""^o  (mod.  p), 

ce  qui  est  contre  riiypothèse.  En  outre,  les  quantités  (3) 
sont  distinctes  de  (a)  ; car  si  l’on  avait,  par  exemple, 

a"' 6 sa""  (mod.  p), 

on  aurait,  en  multipliant  par 

o"  6 SB  ou  6 s ( mod.  p) , 

ce  qui  est  contre  l’hypothèse. 

Il  résulte  de  là  que  p" — i est  égal  ou  supérieur  à a «. 
Si  p’  — I est  plus  grand  que  a « , soit  y une  nouvelle  va- 
leur de  A ; en  multipliant  par  y les  quantités  ( a) , on  ob- 
tient les  nouvelles  valeurs  suivantes  de  A : 

(4)  7>  “7.  “’7.--  •.  «““'7- 

Le  raisonnement  que  nous  venons  de  faire  prouve  que 
ces  quantités  (4)  sont  düTércntes  entre  elles  et  distinctes 
des  quantités  (a);  il  est  aisé  de  voir  aussi  qu’elles  sont 
distinctes  des  quantités  (3),  car  si  l’on  avait,  par 
exemple , 

a"'y  = a""6  (mod./?), 

en  multipliant  par  il  viendrait 

a"  7 ^ a“-"-^""6  ou  7 sa"-"'-*'""e  (mod./?), 

ce  qui  est  contre  l’hypothèse. 

Il  résulte  de  là  que  p"  — i est  égal  ou  supérieur  à 3 n. 

Et,  en  poursuivant  ce  raisonnement,  on  voit  que  p" i 

est  nécessairement  un  multiple  de  n.  Par  suite,  la  con- 
gruence 

a"=i  (mod.  p) 


Digitized  by  Google 


355 


visct-cimquiémk  leçon. 
entraîne  nécessairemeiii 


^ — 1 

^ ^ O ( niotl.  . 

Et  comme,  en  particulier,  i e.st  Tune  des  valeurs  que  peut 
prendre  A , on  peut  faire  a = /,  ei  Ion  voit  que  l'on  a 


c’est-à-dire 


1^0  ( mod.  /)) , 


/(/)F(i)  = , -h/^x(i), 

/et  X désignant  des  fonctions  entières. 

Ce  résultat,  dégagé  de  la  considération  des  imaginaires, 
se  traduit  dans  le  théorème  d’algèbre  suivant  : 

Théorème.  Si  p cH  un  nombre  premier  et  que 

F (x)  = X P,  X -t-PtX’  soit  un  polynôme 

du  degré  V à coefficients  entiers,  tel,  qu'on  ne  puisse 
avoir 

(x)  = F(x)  -t-  pyfx), 

? (^)  1 'P  (•*■)  '/.(^)  ^tant  des  polynômes  à eoeffïcients 

entiers,  on  pourra  poser 

/(■*^)  f 

ou,  si  l’on  veut, 

/(xjF(x)  = x'’  —x-!rpx{x), 

f et  X désignant  des  polynômes  à coefficients  entiers. 
L’égalité 

/(x)F{x)=x'’  ~ X py  [x) 

va  nous  permettre  de  démontrer  que  la  congruence  pro- 
posée 

F{x)æo  (mod./)) 

admet  v racines  distinctes  de  la  forme  A. 

a3. 
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Remarquons  d’af)Oid  que  les  coeffieienis  àcj  (x)  pou- 
vant être  rabaissés  au-dessous  de  p,  le  degré  de^  (.r)  1'  (x) 
est  nécessairement  égal  à p'.  Cela  pose,  d après  ce  qui 
précède,  la  congruence 

x'  —x^o  (niod.  y^) 

admet  pour  racines  les  p'  valeurs  de  A,  zéro  compris; 
d'ailleurs  les  racines  de  cette  congruence  appartiennent  à 
l’une  ou  à l’autre  des  deux 

/(x)^o  (mod. />),  F(x)so  (mod. />). 

Si  donc  la  seconde  de  ces  deux  congruences  avait  moins 
de  V racines  de  la  forme  A , il  faudrait  que  la  première 
eût  plus  de  p'  — v racines  de  la  même  forme,  ce  qui  est 
impossible,  puisqu’elle  n’est  que  du  degré  p’  — v. 

Ainsi  l’on  peut  considérer  une  congruence  irréductible 
de  degré  v,  suivant  un  module  premier,  comme  ayant  v 
racines  imaginaires  qui  sont  des  fonctions  entières  de 
l’une  d'entre  elles. 

De  In  congruence  x'"  — x = o [mod.  p). 

Il  résulte  de  ce  qui  précède  que  s’il  existe  une  con- 
gruence irréductible  du  degré  v,  suivant  le  'module  pre- 
mier p,  et  que  i désigne  une  racine  de  cette  congruence 
irréductible,  la  congruence 

x'"'  — x=o  (mod.//) 

admet  p'  racines  qui  sont  toutes  des  fonctions  entières 
de  i.  Or  on  peut  prouver  aisément  l'existence  d’une  con- 
gruence irréductible  de  degré  v,  <iuel  que  soit  le  module 
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pit-mifi- (*).  tSoiis  commencerons  par  établir  le  lemiue 
suivant  dont  nous  ferons  usag«-. 

Lf.mme.  — Soient  {^)  Jonction  entière,  p un 
nombre  premier  et  n un  nombre  entier  quelconque  ; on  a 

/W)=[/{^)Y\pyJ^), 

(jr)  désignant  une  Jonction  entière. 

Soit 

/(x)  = «,-(-  rt,  x -t-  rt,  JC’-H.  . .-4-  rt«  X”  ; 

la  puissance  p""'"  de  J’(x)  renfermera  d’abord  les  puis- 
sances des  dilfércnts  termes;  elle  renfermera,  en 

outre,  d’autres  termes  contenant  certaines  puissances  de 
plusieurs  termes  de  J (x)  ; le  coeflicient  de  l’un  quelconque 
de  ces  derniers  termes  aura  la  forme 

\ .7.. . . P 

(l  .2.  ..  V,).  ..  (l  .2.  . . qk)' 

q„  q,,...,  qi  étant  des  nombres  inférieurs  à ce  coeffi- 
cient est  donc  divisible  }>ar  p et  l’on  a 

[/(•')]'’+ Z’ x(’»^)  = "/  + «r 

mais,  par  le  théorème  de  Fermât,  on  a 

(inod. /»); 

donc 

[/(j-)]c  px[x)  = a,  -i-  (f,  Jcf  -1-1/,  x’C  -f- . . , -1- 

ou 

/{xP)  =:  [/(x)]c  4-  /'Z  (x), 
y (x)  désignant  une  fonction  entière. 


(*)  GaloU  n*a  indique  aucune  dêmonbtraUon  satisfaisante  de  ce  point 
capital.  I.a  démonstration  que  j'ai  trouvée  et  que  je  présente  ici,  ne  laisse 
rien  à désirer,  je  pense,  sous  le  rapport  de  la  ri('tieur  et  de  la  clarté. 
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Si  l’on  mcl  x’’  au  lieu  de  x,  il  vienl 

/(^/>“)  = [/(x/  Z (•»■), 

x(jf)  étant  ici  une  nouvelle  fonction  entière.  Cela  posé, 
admettons  que  l'on  ait 

en  élevant  cette  égalité  à la  puissance  f>  et  ayant  égard  à 
la  précédente,  il  vient 

/ (■r'’  ) = [/(■r)K 

Donc,  si  celte  dernière  égalité  a lieu  pour  une  valeur  de 
l’exposant  n,  elle  a lieu  pour  la  valeur  immédiatement 
supérieure;  d'ailleurs  elle  a été  démontrée  pour  « = i, 
donc  elle  est  générale. 

Ce  lemme  établi , considérons  la  congruence 

(1)  x*"  — xso  (wod. /j), 

et  décomposons  le  premier  membre  en  factcur.s  irréduc- 
tibles, de  manière  que  l'on  ait 

(2)  F(x)F,  (x)F,(x)...  =xe''  — x-t-/)z(x), 

' f 

F,  F, ,...  et  y étant  des  fonctions  entières.  Parmi  les  fac- 
teurs F (x),  F,  (x) , etc.,  il  y en  a P qui  sont  du  premier 
degré  et  qui  ont  respectivement  pour  valeurs 

j:,  X I,  X 2,.,,,  X — P I 

les  autres  facteurs  sont  de  degrés  supérieurs  et  deux  quel- 
coïKjucs  d’entre  eux  ne  sauraient  être  égaux,  puisque  la 

fonction  x'’"  — x n’a  aucun  facteur  commun  avec  sa  dé- 
rivée. En  outre,  la  somme  des  degré-s  des  polynômes 
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F (x) , Fl  (x) , etc. , est  iiccessairemeiit  ^ale  à p“,  car  le 
premier  terme  du  produit  de  ces  jiolynômes  doit  détruire 

le  terme  x^\ 

Cela  posé,  je  dis  que  parmi  les  polynômes  F (.r), 
F,  (x),  etc.,  il  n’y  en  a aucun  dont  le  degré  soit  supérieur 
à V.  En  effet,  supposons,  s’il  est  possible,  que  le  degré  p 
de  F (x)  soit  supérieur  à v , et  désignons  par  i une  racine 
de  la  congruence  irréductible 

F (x)  = O (mod.  p). 

Po.sons  aussi 

/(>■)  = '».+•  <ii  I a,  4- 

F (x)  étant  un  facteur  de  x'’*  — x -h  p x (■*-)  ■>  con- 
gruence (i)  admet  < pour  racine,  et  l’on  a 

if”  ^ i ( mod.  p). 

Or,  d’après  le  Icinmc  qui  précède , on  a 

(mod.  p); 

donc 

[/('■)]'’  — (mod./i), 

et,  par  suite,  / (i)  est  racine  de  la  congruence  (i).  Nous 
sommes  ainsi  conduits  à cette  conséquence,  que  la  con- 
gruence ( I ) qui  est  du  degré  p”  aurait  pour  racines  les 
valeurs  distinctes  dont  / (i)  est  susceptible  ; or  cela  est 
impossible  si  p est  v;  il  est  donc  absurde  de  supposer 
que  le  degré  de  F (x)  soit  supérieur  à v. 

Je  dis,  en  second  lieu,  que,  parmi  les  polynômes 
F (x).  Fl  (x),  etc.,  il  y en  a nécessairement  quelques-uns 
dont  le  degré  est  égal  à v.  En  effet,  si  tous  ces  polynômes 
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sont  de  degré  inférieur  à v , comme  ils  sont  irréductibles, 
chacun  d’eux  divisera,  suivant  le  module  p,  l’une  des 
fonctions 

xf — X,  xl’’ — X,  xe’ — X,  xf'  ' — X, 

en  sorte  que,  si  l’on  décompose  en  facteurs  irréductibles 
le  produit  de  ces  binômes,  tous  les  polynômes  F (x) , 
F,  (x) , etc.,  feront  partie  de  ces  facteurs.  On  aura 
donc 

[xf — x)  (x^’ x)...(xr'’  ‘ x) 

= (•r'’'  — x)  <i,(x)  +/<x{x), 

ij>  et  X étant  des  fonctions  entières.  Or  une  pareille  éga- 
lité est  impossible;  en  ellet,  les  coefficients  de  y (x)  étani 
rabaissés  au-dessous  de  p , le  premier  terme  du  premier 

membre  qui  est  du  degré  p -h  p*  -h  ■■■  -h  p'  ' sera  égal 
au  premier  terme  de  (x''” — x)  ç (x) , dont  le  degré  est 
au  moins  égal  .à  p”;  on  aurait  donc 

/-'  -t-  ’ -H . • ■ + p'~'  = — = ou  > 

P — I 

ce  qui  est  absurde. 

On  peut  conclure  de  là  qu’il  existe,  dans  tous  les  de- 
grés, des  congruences  irréductibles,  suivant  un  module 
premier  /r,  et,  par  suite,  que  la  congruence 

xf  — xso  (mod./>) 

a p’  racines  (|ui  dépendent  nécessairemeni  d’une  seule 
congruence  irréductible  de  degré  v. 

Maintenant,  pour  avoir  celle  congruciu-e  irréductible, 
d’où  dépenilent  les  racines  de  la  congruence 

xf‘  — X ==  O ( mod.  P ) , 
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la  mélliodtî  la  plus  générale  sera  de  délivrei'  d abord  celte 
congruence  de  tous  les  facteurs  communs  qu’elle  pourrait 
avoir  avec  des  congruences  de  degré  inférieur  et  de  la 

forme  — .r  -=3  o.  On  obtiendra  ainsi  une  congruence 
qui  devra  se  partager  en  congruences  irréductibles  de 
degré  V. 

Propriété  des  racines  d’une  congruence  irréductible. 

On  j>eul  exprimer  toutes  les  racines  de  la  congruence 
irrévlucliblc  de  degré  v 

F [x)  ïs  o { mod.  P ) , 

par  les  puissances  de  l’une  quelconque  d'entre  elles. 

En  elfet , nous  avons  vu  que  l’on  a 

V {xf  ) azfF  •r)]'’  -(-/>/.  (j  -, 

étant  une  fonction  entièrç.  Si  donc  x désigne  une  ra- 
cine de  la  proposée,  toutes  les  racines  seront  représentées 
par 


Toutefois,  pour  légitimer  celte  conclusion,  il  faut  prou- 
ver que  les  quantités  précédentes  sont  différentes.  Il  suflit 
pour  cela  de  faire  voir  que  si  i désigne  une  racine  de  la 
proposée,  on  ne  peut  avoir 

« + «'  n'  r II'  / n V 1 

if  ^ if  , ou  ir  | 'r  — w — | j (mod./i). 

En  eifei,  supposons  que  cela  ait  lieu.  Comme  n’est 
pas  nul , suivant  le  module  p , on  a 

P (r  -i)  — 1^0  (inod./^). 
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Or  l’exposanl  de  la  plus  petite  puissance  de  t congrue  a 
l’unité,  divise  p” — i,  et  n'a,  par  suite,  aucun  facteur 
commun  avec  p"  ; on  a donc 

fi 

— 1=0  (mud.  p), 
ou 

F ' -+-/'XU). 

y et  désignant  des  fonctions  entières.  Or  cette  égalité 

est  impossible;  car  n étant  inférieur  à v,  t'’  -•  — i ne  peut 
admettre  un  diviseur  irréductible  F (/)  de  degré  v.  Donc 

on  ne  peut  supposer  s i'^  .. 

Des  racines  primitives. 

Considérons  la  congruence  binôme 

(l)  — I S3  O (rnod.p), 

et  soit  I une  racine  d’une  congruence  irréductible  de  de- 
gré V, 

F (i)  eo  (inod.p). 

Si  l’on  fait 

a = rt,  O,  I -H  «)  »’  -+-  . • • -t- 

a„ , <2, , etc.,  étant  des  entiers  inférieurs  à p,  ou  a , comme 
nous  l’avons  vu  plus  haut, 

a"=  I (mod.  p), 

n étant  un  diviseur  de  p“ — i.  Cela  posé,  si  n est  le  plus 
petit  nombre  qui  soit  tel , que  l’on  ait 

a"=i  (iiiüd.p). 
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nous  dirons  (jue  a.  est  une  racine  primitive  de  la  con- 
gruence 

(2)  X* — ISO  (mod.^). 

Le  premier  membre  de  la  congruence  (i)  est  toujours 
divisible  par  le  premier  membre  de  la  congruence  (a) , si 
n est  un  diviseur  de />” — i;  donc  la  congruence  (2)  a n 
racines  qui  sont  des  fonctions  entières  de  /;  nous  allons 
montrer  que,  parmi  ces  n racines,  il  y en  a toujours  de 
primitives.  Remarquons  d’abord  que  les  racines  com- 
munes à deux  congruences 

x" — I ==  ü,  X"' — ISO  (mod. />), 

dont  les  degrés  n et  /»'  divisent  p‘ — 1,  appartiennent 
aussi  à la  congruence 

X* — 1 = 0 (niod./i), 

où  6 désigne  le  plus  grand  commun  diviseur  de  n et  n' . 
En  elTet,  soient  a une  racine  commune  aux  deux  con- 
gruences proposées,  et  A le  plus  petit  nombre,  tel  que  l’on 
ait 

I (mod./j). 

Les  puissances  de  x congrues  à l’unité  sont  a‘,  a*‘,  etc., 
d’où  il  suit  que  A divise  n et  n'\  il  divise  donc  leur  plus 
grand  commun  diviseur  0,  et  par  conséquent  x satisfait  à 

X®—  liso  (mod./;). 

On  conclut  de  ce  qui  précède  que  les  racines  non  primi- 
tives (le  la  congruence 

x’ — 1=0  (iiio<l./i). 
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appai'lieinifiit  à une  deuxième  roiigruenec 


X* — 1 = 0 (mod.pj, 

dont  le  degré  6 est  un  diviseur  de  n. 

Supposons  d’abord  que  u ne  renferme  qu’un  seul  fac- 
teur premier  y,  que  l’on  ait,  par  exemple  , 


Les  racine.s  non  primitives  de  la  eongruenee 

jU 

X*  — 1 = 0'  (luod.y^) 
appartiendront  aussi  à 

— ISO  (mod.  y<).  ^ 

Celle-ci  a racines;  donc  la  proposée  a — *7^ 

ou  <7'“^i  — racines  primitives. 

Supposons,  en  second  lieu,  que  « contienne  plusieurs 
facteurs  premiers",  ç,  q' ■,  q" ■,  etc.,  et  soit 

nz=zq  q . . 

la  congruence  proposée  sera 

x'  ' ’ — 1 = 0 (iiiod.  p}. 

Considérons  les  congruences 


xt'“-ri^o,  — 1=0,.,.,  (mod./>); 

et  désignons  par  a une  raciuc  de  la  première,  par  a'  une 
racine  de  la  deuxième,  etc.  Le  produit 

aa'.  . . 


» 
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sera  mio  rariiie  de  la  proposée,  et  ee  sera  même  une 
raeiiie  primilise,  si  l’on  prend  pour  x,  a',  cle.,  des  ra- 
«■incs  primitives  des  congruenres  auxquelles  elles  appar- 
tiennent respectivement.  Il  snflit,  pour  établir  cette  pro- 
position, de  répéter  textuellement  des  raisonnements  que 
nous  avons  sudisamment  développés  dans  la  leçon  pré- 
eédente.  On  voit  aussi  que  le  nombre  des  racines  pri- 
mitives de  la  proposée  est 


(-?)• 


Si  X désigne  une  racine  primitive  d(>  la  congruence 
xf'~' — I o (inod./>), 

toutes  les  racines  de  cette  congruence  seront  représentées 
par 


Je  dis,  en  outre,  que  x dépend  d'une  congruence  irré- 
ductible de  degré  v.  Kn  cllél , le  binôme  — i n’ad- 
mei  aucun  facteur  irréductible  de  degré  supérieur  à v; 
et,  si  X était  racine  d’une  congruence  irréductible  de 

degré  inférieur  à v,  il  n’y  aurait  pas  p — i fonctions 
entières  de  a distinctes  entre  elles  et  dill’érentes  de  zéro;  |>ar 
conséquent,  les  p' — i premières  puissances  de  x ne  se- 
raient pas  distinctes,  et  alors  x ne  serait  pas,  comme  on 
l’a  supposé,  une  racine  primitive.  La  congruence  irré- 
ductible dont  X dépend  a pour  racines 

a,  aC,  af  ,...,  ac'  ', 

comme  on  l’a  vu  plus  haut,  et  l’on  a 
a /*’’==  a ( niod . /J  ) . 
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Comme  les  puissances  de  p sont  premières  avec  p — i , 
on  conclut  aisément  de  là  que  toutes  les  racines  de  la 
congruence  en  a sont  des  racines  primitives;  par  consé- 
quent, le  nombre  total  des  racines  primitives  de  la 
congruence 

■tp'—' — 1=0  {mod.p), 
est  un  multiple  de  v. 

Recherche  de  toutes  les  racines  d'une  congruence 
quelconque . 

Le  principal  avantage  de  la  nouvelle  théorie  que  nous 
avons  exposée  est,  dit  Galois,  de  ramener  les  congruences 
à la  propriété  (si  utile  dans  les  équations  ordinaires)  d’ad- 
mettre précisément  autant  de  racines  qu’il  y a d’unités 
dans  leur  degré. 

La  méthode  pour  avoir  toutes  ces  racines  sera  très-sim- 
ple. Premièrement,  on  pourra  toujours  préparer  la  con- 
gruence donnée  F ( x)  = o ( mod.  ^ ) , de  manière  qu’elle 
n’ait  plus  de  racines  égales,  ou,  end’autres  termes,  de  ma- 
nière que  le  premier  membre  n’ai  t plus  de  facteur  commun 
avec  sa  dérivée;  et  le  moyen  de  le  faire  est  évidemment  le 
même  que  pour  les  équations  ordinaires. 

F.nsuite , pour  avoir  les  solutions  entières,  il  suffira 
(vingt-troisième  leçon)  dechercher  le  plus  grand  commun 
diviseur  à P’  (x)  et  à x''~‘  — i . 

Si  maintenant  on  veut  avoir  les  solutions  imaginaires 
du  second  degré,  on  cherchera  le  plus  grand  commun  di- 
viseur à F (.r)  et  à x>’  — I,  et,  en  général,  les  solu- 

tionsde  l’ordre  v seront  données  parleplusgrand  commun 

diviseur  à F (x)  et  à a''’*"'  — i . 

11  est  aisé  de  voir  que  si 

K (i)  = o { mod.  /j  ) 
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est  une  congruence  quelconque  de  degré  in,  ses  m racines 
peuvent  s'exprimer  toutes  par  des  fonctions  entières  d’une 
seule  racine  i d’une  congruence  irréductible.  En  efl’el, 
décomposons  le  premier  membre  de  la  congruence  pro- 
posée en  facteurs  irréductibles,  et  soit 

F,(x)F,{x)  F,  (x)  . ..  =F(x)-4-;);((x), 

;(étant  une  fonction  entière.  Soient  v,  u,  i , etc. , les  nom- 
bres inégaux  par  lesquels  on  peut  exprimer  les  degrés  des 
polynômes  F,,  F,,  Fj,  etc.;  les  racines  de  la  congruence 
proposée  appartiendront  à l’une  des  congruences 

xf'’ — X»0,  xF^ — X50,  xF^ — XSE^O,...  (uiod./j). 

et,  par  suite,  à la  congruence 

— xso  (naod./j). 

Or,  toutes  les  racines  de  cette  dernière  peuvent  s'ex- 
primer par  une  seule  racine  d’une  congruence  irréduc- 
tible; donc  la  proposée  aura  la  même  propriété. 

Application  de  la  théorie  à un  exemple. 

Pour  donner  un  exemple  de  la  théorie  que  nous  venons 
de  développer,  considérons  la  congruence 

x’*~' — I as  o ( mod.  7). 

D’abord,  il  est  facile  ici  d’obtenir  une  congruence  irré- 
ductible du  troisième  degré.  Elfectivement,  si  h n’est  pas 
résidu  cubique  de  7,  la  congruence 

x^  = A (mod.  7) 

n’admellra  aucune  racine  entière,  et,  par  suite,  elle 
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sera  imHliiciible..Or,  parmi  les  nombres  i,  2,  3,  4)  â,  6‘, 
il  ii’v  a que  i et  6 qui  soient  résidus  cubiques  do  -j.  doue 
les  congruences 

j’  = 3,  = 5 (mod.'j) 

sont  irréductibles.  Nous  désignerons  par  i une  racine  de 
la  congruence 

= 2 ( mod.  7 ), 

et  alors  les  racines  de  la  proposée  auront  toutes  la  forme 

a,  + n,  I + a,  1’. 

Cherchons  maintenant  une  racine  primitive  de  la  con- 
gruence proposée  qui  est 

(i)  — 1 = 0 ou  x’"’ •” — 1=0  (mod.  7). 

Il  suffit  pour  cela  d’avoir  une  racine  primitive  de  chacune 
des  trois  suivantes  : 

( 2 ) x’  — I = o , x^  — I = o,  x'*  — 1 = 0 ( mod.  7 ). 

La  racine  primitive  de  la  première  des  congruences  {2) 
est  — I ; la  deuxième  de  ces  congruences  ( 2 ) peut  se 
mettre  sous  la  forme 

(x' — i)  (x=— 2)  (x^  — 4)  =0  (mod.  7), 

et  ses  racines  primitives  sont  les  racines  des  deux  eon- 
gruences 

x'==2,  .r’==4  (mod.  7); 

donc  I est  une  racine  piimitive  de  la  deuxième  des  con- 
gruences (2).  Il  ne  reste  qu'à  trouver  une  racine  de 
,r**  — 1^0,  ou  plutôt  de 

I 

^ O ( mod . 7 t.' 

.r — 1 
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Essayons  pour  cela  si  l’on  ne  peut  pas  satisfaire  à la  ques- 
tion en  jK)sant  simplement  x — a„-i-atî,  au  lieu  de 
flo  -+-  0|  f -H  a,  I*  ; nous  devrons  avoir 

(a,  + fl,  0'*^  ' (mod-  7)> 

ce  qui,  en  développant  par  la  formule  de  Newton  et  ré- 
duisant les  puissances  de  a,  et  i par  les  formules 

n‘"==i,  n‘"si,  /’  = 2 (mod.  'j), 

se  n'-duit  à 

3[fl.  — flj  flj  -t-  Crtî  rt|  -H  flî  «î)  /’]  = I . 
d'où,  en  séparant, 

3«,  — 3fljn}si,  oj  fl’ -I- flj  fl|  s O. 

Ces  deux  dernières  conditions  sont  satisfaites  en  posant 

fl,  = — I,  n,  = I . 

Donc  — I -I-  t est  une  racine  primitive  de  la  troisième 
des  congruences  (2).  Le  produit  des  trois  quantités  — i, 
I et  — I -1-  I , qui  est 

' — ‘ ’» 

sera  donc  dne  racine  primitive  de  la  congrueriee  proposée 
— ISO  (niod.  7); 

par  conséquent,  cette  expression  jouit  de  la  propriété 
qu'en  l'élevant  à toutes  les  ])uissances,  on  obtiendra 
y*  — 1 expressions  dill'érentcs  et  de  la  forme 

fl.  ■+■  a,  i + fl,  1’. 

Si  l’on  veut  connaître  la  congruence  irréductible  dont  dé- 
pend la  racine  primitive  que  nous  venons  de  trouver,  il 

24 
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faudra  éliminer  i cnire 

a—i—i'  et  i’  = 2 (mod.  7). 


En  élevant  la  valeur  de  a au  cube,  puis  réduisant  les  ex- 
posants de  J,  il  vient 

«3  = _ a -t-  /■  — 1’  { mod.  7 ); 

d'où 

a>  — a -H  2 ^ O ( mod  7 

Il  sera  convenable  de  prendre  pour  hase  dtts  imaginaires 
et  de  représenter  par  i la  racine  de  cette  congruence,  en 
sorte  que  l'on  aura 

I -t-  2SO  (mod.  7), 

et  l’on  obtiendra  toutes  les  imaginaires  de  la  forme 


-t-  O,  ' -t-  "j  <’ 

eu  élevant  i à toutes  les  puissances  et  réduisant  par  la 
précé-dcnte  congruence. 
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Des  équations  Irréductibles  dont  deux  racines  sont  teDemchl  lici«  entre 
elles,  que  l'une  puisse  s’exprimer  rationnellement  par  l’autre. 


Nous  avons  démontré,  dans  la  vingt-deuxième  leçon, 
l’impossibilité  de  résoudre  algébriquement  les  équations 
générales  de  degré  supérieur  au  quatrième.  Mais  une 
équation  de  degré  quelconque,  dont  les  coefficients  ont 
des  valeurs  particulières  déterminées , peut , dans  certains 
cas,  être  résolue  algébriquement  ('*').  Ainsi , les  équations 
auxquelles  conduit  le  problème  de  la  division  du  cercle  en 
un  nombre  premier  p de  parties  égales  sont  toujours  ré- 
solubles par  radicaux;  et,  comme  M.  Gauss  l’a  établi  dans 
ses  Recherches  arithmétiques,  chacun  des  radicaux  dont 
l’expresSion  des  racines  est  composée,  a pour  indice  l'un 
des  facteurs  premiers  de  p — i . Ces  équations  ont  cette 
propriété , que  chaque  racine  peut  s’exprimer  rationnelle- 
ment par  l’une  quelconque  des  autres  [voyez  treizième 
leçon);  Abel,  en  partant  de  cette  remarque,  a fait  voir 
que,  si  deux  racines  d’une  équation  irréductible  sont  tel- 
lement liées  entre  elles,  que  l'une  puisse  s’exprimer  ra- 


(*)  L'éqiiailon  du  nnuNième  di^rû  «loul  «Ji'pcud  la  rvchfrche  doa  poinla 
d'infl<*xion  des  courbes  du  troUi^inc  degre  csl  toujours  ré>olubIi'  algé- 
hriquemeiit  ^voir  la  Moto  \I1  ). 

Galuîs  a donné  la  condition  nécessaire  et  .suflisante  pour  qu'une 
équation  irréductible  de  degré  premier  soit  résoluble  par  radicaux  {voir  le 
Journal  de  M.  Liouvillc , tome  XI  ).  Dans  ces  derniers  temps , un  géomètre 
allemand,  M.  Léopold  Kronecker,  s’est  occupé  avec  le  plus  grand  succès  de 
la  résolution  des  éqiiation.s  algébriques.  On  trouvera  dans  la  Note  XIII  la 
traduction  du  résumé  que  !M.  Kronecker  a fait  lui-niéme  de  ses  recherclies. 

24. 
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lioiinclleincnt  par  l'auire,  on  pcul  toujours  raineiior  la 
résolution  de  l'équation  à celle  d'équations  de  degrés 
moindres.  Il  y a même  des  cas  où  l’é'quation  est  résoluble 
algébriquement;  cela  arrive  en  particulier  si  son  degré 
est  uti  nombre  premier. 

jN'ous  allons  exposer  ici  ces  recherches  d'Abel,  et  nous 
ferons  ensuite  l'application  de  sa  méthode  aux  équations 
dont  dépend  la  division  du  cercle  en  un  nombre  premier 
de  parties  égales. 


Des  équations  irréductihles  dont  deux  racines  sont  tel- 
lement liées  entre  elles,  que  l'une  puisse  s'exprimer 
rationnellement  par  l'autre. 

Levime.  — Sif(x)  = o est  une  équation  irréductible, 
F [x)  une  fonction  rationnelle,  et  que  l’équation  F (x)  = o 
admette  une  racine  x,  de  f(x)  = o,  elle  admettra  aussi 
toutes  les  autres. 

Soit,  en  effet, 


ip  et  désignant  des  fonctions  entières;  la  racine  j-,  sera, 
par  hypothèse , eoininunc  aux  équations 

f{x)z=zo,  ^(j-)  = o; 


et  cela  exige  que  le  polynôme  y [x)  soit  divisible  par  / (x), 
car  autrement  il  y aurait  un  diviseur  commun  à ces  poly- 
nômes, et  réi|uation  f (x)  — o ne  serait  pas  irréductible. 
Soit  donc 

? (•»■)  =/(-r)  o (.r), 


on  aura 


et,  par  conséquent , l'équation  F(x)  = o adinetlra  toutes 

les  racines  de_/'(x)  = o. 
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Soit  iiiaiiitcnaiit 

(0  /(■*•)  = O 

une  équation  irréductible  de  degré  u,  et  supposons  que 
deux  racines  x'  et  j',  soient  liées  entre  (dles  par  réi|uation 

x'  = Ox, , 

où  ô.r  désigne  une  l'onction  rationnelle  de  x et  de  quan- 
tités connues,  x'  étant  racine  de  l’équation  (i),  on  aura 

/(6x.)  = o; 

d’où  il  suit  que  jt,  sera  rai'incde  l’équation 

(2)  /(0x)  = o, 

et,  par  conséquent,  cette  équation  (2)  admettra  toutes  les 
racines  de  Ttiquation  (i),  «ar  celle-ci  est  irréductible,  et 
f(0x)  est  une  fonction  rationnelle.  En  d’autres  termes, 
si  X désigne  une  raeiue  quelconque  de  l’équation  (1),  Ox 
sera  aussi  racine  de  cette  équation.  Mais  Oxi  est  racine  de 
l’équation  (i);  donc  69 .r,  le  sera  aussi,  ainsi  que  99dx,,  et 
généralement,  en  répétant  sur  x,  un  nombre  ({ueleonqin* 
de  fois  l’opération  désignée  par  9,  on  obtiendra  toujours 
une  racine  de  l’équation  (1). 

Soit,  pour  abréger, 

69x,  = 0’X|,  96'X|  = 0'X|,  99’x,  = x,,  . . . , 

tous  les  termes  de  la  série 

(3)  X, , 9x, , 9'x, , 6'x, , . . . 

seront  des  racines  de  l’équation  (1).  Mais  la  série  ( 3 ) ren- 
ferme une  infinité  de  ternies,  tandis  que  l’équation  (1) 
n’a  que  fx  racines;  il  faut  donc  que  ([uelques-uncs  des 
quantités (3)  se  trouvent  répétées  un  nombre  infini  de  fois, 
Supposons  , par  exemple,  que  l’on  ait 

=;  9“  X, , 
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ou 

l’équation 


0“(6"j,-,)  — 9“  JT,  = O, 
9 " JT  — X =r  O 


a la  racine  â'"*',  coiunuine  avec  l’équation  (i);  elle  admet- 
tra donc  toutes  les  racines  de  l’équation  (1),  et  l’on  aura 


ou 

On  tire  de  là 


9"x,  — X,  = o, 
9"X|  = X|. 
9-+*x,  = 9‘x,  ; 


d’où  il  suit  qu’à  partir  du  m'""',  les  lerines  de  la  série  (3  ) 
se  reproduiront  dans  le  même  ordre,  et  que  cette  série  ne 
conlieiidi’a  que  ces  /i  quantités  distinctes 

(4)  s*"!.  0»-'X,. 

Ces  /I  quantités  seront,  en  ellet,  distinctes,  si  n est  le 
nombre  de  fois  qu’il  faut  répéter  sur  x,  l’opération  dési- 
gnée par  6 pour  reproduire  x, . 

Si  l'on  a U = n,  la  série  (4)  contient  toutes  les  racines 
de  l'équation  (1)  ^ ce  cas  est  celui  de  l’équation 


où  n -t- I est  un  nombre  premier  (*),  ainsi  que  nous  l’a- 
vons établi  dans  la  vingt-quatrième  leçon. 

Supposons  «,  et  soit  x,  une  racine  de  l’é<)ualion  (1) 
qui  ne  fasse  pas  partie  de  la  série  (4);  on  fera  voir,  comme 
précédemment,  que  tontes  les  quantités 

(5)  ■!,,  Ojt,,  9’x,,..., 

sont  également  racines  de  ré(|iiation  (1).  Or  je  dis  que, 


(*}  dont  il  s'agit  ici  est  irrciluclible.  On  trouvon  la  dcoions- 

tr:«iion  de  ccUc  importante  propriété  dans  la  Note  IX 
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dans  la  série  (5),  les  n preiiiiers  termes 
(6)  Qx,,  O'x,,...,  O'-'x, 

sont  les  seuls  (|ui  puissent  être  diiréreiits.  Kii  etl'et,  ré(|ua' 
tien 

0“  X — X z=  O 


admet  la  racine  x,  de  l’équation  (i);  donc  elle  admelira 
toutes  les  autres , et  l'on  aura 


d'où 


9*x.=  X,, 

0'+*x,  = ô*x,. 


Par  conséquent,  les  termes  de  la  série  (5)  se  reproduiront 
dans  le  même  ordre,  à partir  du  et,  parmi  ces 

termes,  les  seuls  qui  puissent  être  distincts  sont  renft'rmés 
dans  la  série  (6). 

Je  dis  maintenant  cpie  les  termes  de  la  série  (6)  sont 
ell'ecti veinent  difl'érents  enti-e  eux,  et  distini'ts  des  ijuaii- 
lités  (4)- 
L’égalité 

0*X,  =r  9'x,, 


où  A et  i' sont  inlérieurs  à n,  est  ell'ecliveineut  impossible; 
car,  d’après  le  lerume  établi  au  commencement  de  cette 
leçon,  elle  entraiiifU'ait 

9*x,  = O'x,, 


ce  qui  n’a  pas  lieu,  puisque  les  ipiantités  (4)  sont  dif- 
férentes. 

L'égalité 

0 ‘ .f,  = 0 ‘ X, 


est  de  même  impossible.  Si , en  ellét,  elle  avait  lieu,  il  en 
résulterait 

0'  ‘ O'x,  = 0"  ‘ 9‘.ê,, 


nu 


0"*'‘x,  = 0"x,  = X,, 
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el,  par  roiiséquriit , Xj  ferait  partie  de  la  série  (4)?  ecqul 
est  «’onlre  l’hypothèse. 

Le  nombre  des  racines  de  ré<|uation  (1)  renfermées  dans 
les  séries  (4)  et  (6)  est  an;  011  a donc  nécessairement 
U = an  on  u an . 

Supposons  2/j,  et  désignons  par  Xj  une  racine  de 
l’équation  (i)  qui  ne  fasse  pas  partie  des  groupes  (4) 
et  (6);  en  raisonnant  coniim?  précédennneut , on  formera 
un  troisième  groupe  de  n racines 

•Cj,  Ox.,,  O’x, 0"-'x3, 

toutes  distinctes  et  dUlérentes  des  <|uantités  (4)  et  (G); 
d'où  il  suit  nécessairement  que  l'on  a p = 3«ou  fx'^'in. 

En  continuant  ainsi,  ou  verra  que  les  jx  racines  de 
l’équation  (1)  peuvent  être  partagées  eu  un  certain 
nombre  in  de  groupes  comjrosés  chacun  de  n termes , en 
sorte  que 

fl  = iii/i. 

Les  racines  de  l\V|ualion  (i)  seront  alors 

IX,,  Ox,,  6'x, 6"-‘x, , 

X,.'  Ox,,  O'x,, ...,  0"-’x, , 

X,,  Ox,,  O’x,,...,  0— 'X,, 


\x«,  Ox.,  O’x.,  0"-'x.. 

Considérons  l’équation  de  degré  n qui  a pour  racines 
les  racines  derun  de  ces  grou|)cs,  du  premier  parexemple  , 
i‘i  soit 

(x  — X,)  (x  — Ox,  ) (x  — O’x,).  . .(x  — 0"-'  X,  ) = o, 
on 

(8)  r'^- A',x'-'-(- A',x"-’-(-...+  A',_,  X -t- a;  = O 
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rclte  équation.  Les  cocllicicnts 

A,,...,  A.J 

sont  dus  fonutions  ratioiiiiullcs  ut  symétriques  »lus  (|uaii- 
tités 

■r, , Oxi,  O’x,,..., 

et  nu  dépendent,  uoiuiue  on  va  voir,  que  d’une  seule  é<[ua- 
tioii  du  degré  /;/. 

Soit , en  efl'et , y,  une  foiiulioii  rationnelle  et  syniétricpie 
quelconque  des  quantités 

(9)  J-,,  Ox,,  O’x,,...,  O'-'x,; 

6X1,  6’x,,  etc.,  étant  des  fonutions  rationnelles  de  x,,  y, 
le  sera  aussi,  et  nous  po.semns 

/,  = F (x,), 

F désignant  une  fonulion  rationnelle.  En  outre,  à cause 
de  0"Xi  = x,,  les  quantités  (9)  ne  feront  que  ,se  <-hanger 
les  unes  dans  les  autres  si  l’on  reiuplaue  x,  par  6x, , 
fl’  Xi,...,  fi"''  Xi5  et  coiiime  y,  est  une  fonction  symétrique 
de  ces  quantités,  sa  valeur  sera  invariable  par  ces  chan- 
gements; on  aura  donc 

y,  = F(x,)  = F (9:r,  ) = F (S=.r,  ) z=  . . . = F (O"-'  j:,l. 
Désignons  par 

J i 9 • • • 1 

les  valeurs  que  prend  j',  tpiand  on  y remplace  x,  succes- 
sivement par 

on  aura 

F(x,)  =F(0x,)  = Fl0.^,)=...=  F(0—a-,), 


F(j:„i  = F (0,r„)  =:  F (0’ = . . . = F (0"-'x.,). 
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S<jil  luaiiiteiiaiM 

{y  —y<){y  — yA-  ■ -iy  — y-.)  = 0, 

on 

(10)  }■•+  p,y—'  + p„_,y  -i-  p^  = o 

l’équalioii  qui  a jwur  racines  ; je  dis  que  li-s 

coelEcients /)i, /;, , etc.,  de  cette  é<|uation  peuvent  être 
exprimés  ratioiiucllcineiit  par  les  coefficieiils  de  Téqua- 
tiou  proposée  (i).  On  a , en  elVet,  quel  que  soit  l’entier 

r;  = ^{[F(a:,)r+[F(0x,)]V...-t-[F(0— 

r,''  = ^!fF(x.)]'-t-[F(Ox,)]'‘-f-.  . .-t-[F(9»-x,)]^J, 


ri  = i t [ F (x.)l'-+-  [F  (0.r»)  ]V  . ■ . 4-  [F  ( 0-  x,')  j'  |, 
et , en  ajoutant . 

y\  ■'-r^ ri  = ^2[f(x))". 

Le  signe  ^ du  second  membre  s’étend  à toutes  les  ra- 
cines de  l’équation  proposée;  ce  second  membre  est  donc 
une  fonction  symétri(|uc  et  rationnelle  de  toutes  les  ra- 
cines; d’où  il  résulte  que  les  sommes  de  puissances  sem-  ’ 
blables  des  racines  de  l’équation  (lo)  peuvent  être  expri- 
mées rationnellement  par  les  coefficients  de  l’équation 
proposée.  On  pourra  donc  aussi  exprimer  de  la  même 
manière  les  cocfTicienis  /j,,  p,  ,etc.,  comme  nous  l’avions 
annoncé. 

La  fonction  rationnelle  et  symétrique  y',  des  quanti- 
tés (9),  qui  peut  d'ailleurs  être  choisie  à volonté,  dé]>cnd 
donc  directement  d’une  équation  de  degré  m.  D’ailleurs 
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les  fonctions 

/i  t A, , A, , . . , A„ 

sont  des  fonctions  semblables;  car  elles  peuvent  toutes 
être  considérées  comme  dçs  fonctions  rationnelles  de  la 
seule  racine  x,.  On  pourra  donc  exprimer 

A I » A J , . ■ t A„ 

en  fonction  rationnelle  de^ 

Nous  sommes  ainsi  conduits  à Tuiie  des  applications 
les  plus  importantes  de  la  théorie  des  fonctions  semblables, 
que  nous  avons  développée  dans  une  précédente  leçon  ; 
mais , comme  cette  théorie  est  sujette  à quelques  cas  d’ex- 
ception , il  ne  sera  pas  inutile  d’entrer,  avec  Abel , dans 
le  détail  du  calcul  des  cocfhcients  A',,  A',,  etc. 

Désignons  par  l’un  quelconque  de  ces  coeffi- 

cients; fp  est  une  fonction  rationnelle  qui  ne  doit  pas 
changer  quand  on  remplace  jr,  par  6x,,  6'  x,,...,  C"~'  ar,, 
puisque  <{/ (x,)  est,  comme  , une  fonction  symétrique 
des  quantités  (9)  ; et  il  en  sera  de  même  de  la  fonction 

ou  [F(j:,)]'',|,  (x,). 

On  aura  donc 

r'^(x)  = ij  + ,K0x. 

' " «I  -t-[F(9  — x.)J^i(9«-x.)  )’ 

en  remplaçant  x,  succesivement  par  x,,  x,,...,  x,„, 
on  aura  des  expressions  semblables  pour  ip  (xt) , ■ ■ • t 

j'  pj  (x„)  ; et , si  l’on  pose 
ou  aura 
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le  signe  ^ s’élendanl  à loutcs  les  racines  de  l’ctjiialion  (i). 
On  voit,  par  là,  que  est  une  fonction  symétrique  et 
rationnelle  des  racines  de  l'équation  (i),  qui  pourra,  pai- 
consé-qucnl,  s'exprimer  rationnellement  en  fonction  des 
quantités  connues. 

Cela  posé,  en  prenant  pour  À les  valeurs  o,  i,  2,  .l,..., 
(m — 1),  l’équation  (1 1)  donnera  les  suivantes  : 

-.1- (j,  ) -H  ij- (x,  ) -t- . . . -t-  •)<  ( ) = /. , 

.Vi'Hx,)  • •+>■-'!'(•*'«)  = '1. 

dont  les  seconds  membres  peuvent  être  considérés  comme 
connus. 

Pour  avoir  la  valeur  de  ajoutons  les  équa- 

tions (12)  après  les  avoir  respectivement  multipliées  par 
les  indéterminées 

btf , Ri,  • . R«  — I , I» 
et  faisons,  pour  abréger, 

(i3)  .-+-R,/-t-R,, 

on  aura 

f (rilinx,) -t- <p (ri)'i' (x,)  -t-. . . -h  (f  (r«)'î'(x„) 

= R,  -t-  /,  Ri  -t-  . • . -I-  f«_î  Rn_,  -t-  Im-l  ; 

et,  si  l’on  détermine  les  facteurs  Ro,  R,,  etc.,  par  les  con- 
ditions 

v(rO=".  t(.r,)  = O,. . .,  y(/.)=:o, 
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on  aura 

(»4) 


/,  R*  -h  Ri  4-  . . 4-  tm—i  R«_Ï  4"  tm—t 

?(r.) 


Cherchons  innintenaiit  les  valeurs  (le  Ro , Ri , etc.  D’a- 
près noire  hypothèse,  l’équation 

î(j)  = o 

doit  avoir  pour  racines  Vi,  )'»»■•  - i X-» 5 '"O'*  ce*  racines 
appartiennent  aussi  à l’étjuation  (lo) , qui  adinel  en  outre 
la  racine  y, , on  aura  donc 


Ÿ(r)  = 


r"  ■+■  Piy"'~'  ■+■  jPl  -H  • ■ ■ -+-  Pm 

X — r. 


(■5)  { 


+ p< 

.)•  "“’-f-  p. 

y"-*-+-.  . .-k-  Pm~, 

+ P^Yi 

y-  Pm-,X> 

+y\ 

-t- 

, W1  — 1 

-*-X,  ■ 

(Comparant  les  valeurs  <f  (y  ) données  par  les  équations  ( 1 3) 
et  (i5) , on  trouve 


(.6) 


j R,  -I- ... -t- y" 

I R,  = p„_., . H-y7  '• 


On  tire  aussi  de  l’équation  (i5) 


T ix>)= '"/?  ' + («  — 1)/>,  ■<-  P'.-: , 


\ . 
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i‘t  en  i'aisant , pour  abréger, 

T,  ~ + fl  Pm-l  + f„_,  1 

T|  = f, -f- fl H'  ..H-f«i_i, 

T«_,  = f,  ;>!  + f,  , 

T*»,— I — f«  t 

on  aura  celle  valeur  de  i|<  ( jr,  ) , 

T«_ir"“'  -(- T,_: T,  ^,-1- T, 
^ ^ 

l)/>,  9.pm-7y,-¥pm-^ 

La  formule  précédenle  n’esl  en  défaul  qüc  si  le  déiioini- 
naicur  du  second  membre  «îst  nul.  Or,  je  dis  qu’on  peui 
loujours  faire  en  socle  que  cela  ne  soit  pas.  F,ii  ell'el,  ce 
dénominaleur  esi  égal  au  produil 

(r.  — >0 (r>  — r>)-  (/■  — /-). 

el  pour  qu’il  soil  nul , il  faul  que  l’iiii  des  facleui-s  le  soit , 
(jue  l’on  ail,  par  exemple, 

r.  = rt- 

Cela  po.sé,  prenons  pour  la  fonclion 
^,  = (ot  — X,)  (a  — fjr,)  {x  — 9’x,  ) . . (a  — 0"~'  x,  , 
«étant  indéterminé-,  l’équaliou)',  ou 

(a  — X,  ) (a  — Ot,  ) . . . = (a  — .rj)  (a  ~ 0x<).  . , 

ne  peut  avoir  lieu,  quel  que  soil  a,  .à  moins  d'èlre  iden- 
tique; ce  qui  est  impossible,  puisque  les  quantités  Xi, 
Oxi , etc.,  sont  diÛ’ércnlcs  de.r,,  5x,,  etc.  D’où  il  suitqu'en 
elioisissant  y, , comme  il  vient  d’être  dit , l’équalioH  (i  y) 
donm-ra  pour  <j/  (.r,  ) une  valeur  finie  el  déterminée. 

Les  coellicienls  A‘,  , A', . etc.,  de  ri^tialion  (8)  jH-uvent 
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donc  s'oxpriiuer  l'alioiiiicllcniciit  par  une  inèine  f'cmclion 
Vi  dont  la  valeur  dépend  d’une  équation  du  degré  m;  et 
si  l'on  remplace  jr,  successivement  par  r, , vi 
aura  m é(|uations  du  degré  n,  dont  les  racines  seront  res- 
pectivement 

T,,  Ox,,.  . . , 0—'  ,r, , 

J,,  Ox,,  ....  0"-'  X,, 


X,,  9x. O'-'x.. 

[)’où  il  suit  que  l’équation  proposée  peut  être  décomposée 
en  m équations  chacune  du  degré  // , dont  les  coe'llficients 
sont  respectivement  des  fonctions  rationnelles  d’une 
même  racine  d’une  équation  du  degré  /;/. 

Cette  dernière  équation  n’est  pas  en  général  résoluble 
algébriquement,  quand  son  degré  surpasse  le  quatrième  ; 
mais  l'équation  (8)  et  les  autres  semblables  le  sont  tou- 
jours, en  supposant  connus  les  l■ocfficients  A', , A'  , etc., 
comme  nous  le  démontrerons  dans  la  leçon  suivante. 
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Késoliition  a)(;éhriquc  des  rquntions  dont  toutes  les  racines  peuvent  être 
roproscnU'CS  par  x,  Or,  x, . . . , 0^”'  x,  Ox  étant  une  fonction  ration- 

uellc  de  x et  de  quantités  connues,  telle  que  ô'^^xc^x.  — Cas  où 
quantités  connues  de  _/  et  de  0 sont  réelles.  — Première  inélliode  par- 
ticulière relative  aux  équations  dont  le  dejyré  est  un  nombre  composé.-— 
Deuxième  méthode. 


D’après  la  ihéoric  exposée  dans  la  leçon  précédente,  si 
deux  racines  d’une  équation  irréductible  de  degré  u=  nin 
sont  telles,  que  l’on  puisse  exprimer  rationnellement  l'une 
par  l’autre,  l’équation  se  décompose  en  m équations  du 
degré  n dont  les  racines  peuvent  être  représentées  par 

• X,  9x,  S’x, . . . , 0"“'  X, 

et  dont  les  coellicicnls  sont  des  fonctions  rationnelles 
respectivement  d’une  même  racine  d’une  équation  de 
degré  m. 

Si  l’on  a Mt  = i , et  par  suite  fx=  n,  cc  qui  arrive  né- 
cessairement dans  le  cas  de  /x  premier,  les  racines  de 
l’équation  proposée  sont  représentées  par 

X,  flx,  (Px,...,  6''“'x, 

Ox  désignant  une  fonction  rationnelle  de  x et  de  quan- 
tités connues,  telle  que 

0 X = X. 

Toute  équation  qui  a celle  propiiété  peut  être  résolue 
algébriquement  : la  démonstration  de  cet  important  lliéo- 
rème  va  faire  le  sujet  de  celte  leçon. 
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liêsolution  ulgvhrique  des  équations  dont  toutes  les 
racines  peuvent  étre'représenlecs  par  x,  ôx,  O’x, 

U — 1 

6 X,  O X étant  une  Jonction  rationnelle  de  x et  de 
quantités  connues , telle  que  0'**x  = x. 

Soii 

(1)  /(x)  = o 

uni-  équation  de  degré ft,  dont  les  racines  sont 

X,  9x,  9=x, ....  6'“~'  X, 

9x  désignant  une  fonction  rationnelle  dexet  de  cpantités 
connues,  telle  que  l’on  ait 

(2)  6“x  = x, 
et,  par  conséquent, 

(3)  6'“^*x  = 8*x. 

Désignons  par  a une  racine  quelconque  de  l’é<|uation 

et  posons,  avec  Lagrange  (dix-huilicme  leçon), 

(4)  (x)  = ^x aOx a’fl’x-4- ...-4- '9^“'x^^; 

je  dis  que  la  fonction  [p  (x)  est  exprimable  rationnelle- 
ment par  les  quantités  connues  de ^ (x)  et  de  6 (x). 

En  eifel,  remplaçons  x par  6”  x dans  l'équation  (4), 
on  aura 

|(9"x)  = ^9«x-|-  a9"+'x-)-a’  9"+’x a''~'  9 'xj*", 

et , en  ayant  égard  aux  équations  (a)  et  (3) , 

■'i®'*)  = ^9’"  X -H  a6”*'  x-f-  ...  "x  H-  9x  ...  a^~'  gm—i 

= + a"  9x-t-,..-|-a'‘"'0-’x4-9"x-(-... +-a‘'-"-'9"-’a:)'‘ 

= (a'‘~")'‘  (x4-«9x-t-a>9>x  + ...-|-a''-'9''-'x)^, 

25 
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OU  enfin  , à catise  de  a ^ = i , 

'l'  (9”-*)  = i^)- 

Donnant  à rn  les  valeurs  successives  o,  i,  — 'i 

on  a 

4,  (x)  = 4,  (9.r)  = (6’x)  ( 9'“-‘ j), 

et , par  conséquent , 

4 (.r)  = 4- 4- (9:r) + . . . + 4 ( 6 “-' x)]  ; 

d’où  il  suit  que  (x)  est  une  fonction  rationnelle  et  symé- 
trique de  toutes  les  racines  de  l’équation  (i)  ; elle  pourra 
donc  être  exprimée  rationnellement  par  les  coeflicientsde 
cette  équation. 

Posons  alors 

4/  (x)  = I-, 

on  aura 

X a 6 .r  a’  0’ X -4- . . . -f-  a fl ' X =:  ^e  J 

e étant  une  quantité  connue.  Et  si  l’on  désigne  par 

I , fltl  , ‘X'2  y . * . 

les  fj.  racines  de  l'équation 

x“  = , , 

par 



les  valeurs  correspondantes  de  e,  on  aura 


X -H  Ox  -I-  O'x  -t- -+-  9“  ' r = ^v., 

X a,Ox-|-a^0^x-f- 4-a',  9’”  ’x  — 1*, , 

X -f-  a,  flx  -t-  a^fl*x  -4-  . ....  -f-  fl'  x 


■ + *u_,9'*  4-  *L_,9’  '^4-‘  4-  a!Ü_,'  fl''~'x  =r 
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La  quantité  <*st  immédialeinent  üoiinéo  par  l’équa- 
tion (i);  car  si  l’on  désigne  par  A le  coefficient  de  x 
Jans  cette  équation  , on  a 

En  ajoutant  les  équations  (5),  et  ayant  égard  aux  pro- 
priétés connues  des  racines  or , on  a 


■A  -t-  . .-4- 


et  l’on  aura  généralement  la  valeur  d'une  racine  quel- 
conque 0'"x,  en  ajoutantles  étjuations  (5)  respectivement 
multipliées  par 


J 1 ■ ■ > “u_,  ' 


on  trouve  ainsi 


— A-l-a,  "Ç/e,  , Ç 

(7)  e-x  = — , 

et  l’on  déduira  de  cette  formule  les  valeurs  de  6’ar,..., 
en  donnant  à m les  valeurs  1,2,  3,. . (p — i). 
Dans  l’équation  (6)  et  dans  toutes  celles  qu’on  déduit 
de  l’équation  (7),  on  doit  considérer  chaque  radical 

1 ^ S'il  • • • 1 ^ e«_, , comme  ayant  toujours  la  même 

valeur.  Si  on  laisse  à chaque  radical  toute  sa  généralité, 
l'équation  (7)  ne  diflère  aucunement  de  l’équation  (6), 
et  cette  dernière  renferme  l’expre.ssion  de  toutes  les  ra- 
cines. Il  y a même  ici  une  difficulté,  car  l’équation  (6) 
donne  pour  x une  expression  qui  a valeurs,  tandis 

25. 
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que  l’équation  (i)  n'a  que  p racines.  Mais  nous  avons  déjà 
eu  l’occasion  d’indiquer  comment  on  peut  faire  dispa- 
raître cette  ambiguïté,  en  remarquant  que  quand  on  a fixé 
la  valeur  de  l’un  des  radicaux,  les  autres  sont  par  cela* 
même  déterminés. 

En  clfet,  désignons  par  a une  racine  primitive  de 
l’équation 

a ■“  = I , 

et  posons 

a,  = a,  a,  = a,  = a',...,  a^__  = a“-', 

on  aura 


M / U — I , U_| 

w .r  -f-  aÔx  -f-  a’ 0*0.*  -f*  • . . a'  x y 

Q ( U“')«  ..  U~‘ 

y <’„  = X 4- a"  Ox  H- «*"0’ J -H  . . . + a 0'  x. 


Si  Ton  change  X en  Ô'"x,  yi^i  n'éprouvera  d’autre  chaii- 

geuieni  que  d’être  multiplié  par  ; cela  résulte  îminé- 
~tnaxenienT  q ufi^  ootmtkouooDiout  d<?  cette 

leçon.  Pareillement  sera,  par  le  mémo  changement 


dc.ren  multiplié  par  «"i''""’’,  d’où  il  suit  que  le 

protluil 


.sera  multiplié  par  i , c’est-à-dire  <iu'i|  n’éprou- 

vera aucun  changement.  Si  donc  on  po.se 


on  aura 


= ?(■*■), 


•f(x)  = ç(0x)  = ,f(r,=^}==.  _. 
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el,  par  conséquent, 

ÿ(j:)  = i[<f.(x)-t-^(5ljr)  4-,  . . + ç (s'*"' x)  j- 

i}i(a:)  est  donc  une  fonction  rationnelle  el  symétrique  des 
racines  de  l’c^ualion  (i),  el  on  pourra  l’exprimer  ration- 
nellement par  les  quantités  connues;  en  désignant  par  <7. 
sa  valeur,  on  aura 


ou 


Ou  ^tourra  de  celte  manière  exprimer  cliacuu  des  radi- 
caux y/e,?  etc.,  eu  fonction  rationnelle  de  , el 

l'équation  ((>)  prendra  la  forme 


Cette  expression  de  x a précisément  fx  valeurs,  et  repré- 
sente Lien  les  u racines  de  l’équation  proposée. 

Il  résulte  de  ce  qui  précède  que  si  les  p racines  d'une 
équation  quelconque  peuvent  être  représentées  par 

X,  Ox,  0‘x,  . . , 6'"*  'x, 

6,r  étant  une  Jonction  rationnelle  telle  que  6^  = x,  Vé- 
quation  est  toujours  soluble  par  radicaux,  ainsi  qut;  nous 
l’avions  annoncé. 

Et  en  rapprochant  cet  énoncé  du  théorème  démontre 
dans  la  dernière  leçon,  on  a cet  autre  théorème  : 

Si  deux  racines  d’une  équation  irréductible  de  degré 
premier  sont  telles,  que  l’une  puisse  s’exprimer  ration- 
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nellcmcni  en  Jonction  ilc  l'antre , l'équation  est  soluble 
par  rarlicoiuc. 


Cas  où  les  quantités  connues  de  f et  de  Q sont  réelles. 


Si  tous  les  coefficients  de  y et  de  0 sont  réels,  on  a un 
théorème  remarquable,  que  M.  Gauss  a établi  le  premier 
pour  les  étjuations  dont  dépend  la  division  du  cercle  eu 
parties  égales. 

Mous  avons  posé  précédemment 

(fi  — , a—i  \ft 

et  nous  avons  établi  que  e,  est  nue  fonction  symétri(|ue 
des  racines  de  l’équation  J Jx)  — o\  par  conséquent,  v-,  est 
exprimable  ratiomielleinenl  par  les  coefficients  de  yetdeOj 
et  si  CCS  quantités  sont  toutes  réelles,  v',  ne  contiendra 
d’autres  imaginaires  que  celles  de  la  racine  a..  En  outix;, 
t'^-i  SC  déduit  de  i',  eu  remplaçant  « par  l’expression  con- 
juguée \ d’où  il  résulte  que  e,  et  sont  des  quan- 
tités connues  imaginaires  et  conjuguées.  On  pourra  donc 
poser 

I V.  = P (coso. -t- \/^sin  u), 

I ppL-i  = P (cosm  — sJ — I sinu). 


Mous  avons  aussi  , en  général , 


et,  pour  n — i, 

('“)  v-- vV' • 

est  exprimable  rationnellement  par  les  coefficients 
de  y et  de  0,  elle  ne  peut  donc  renfermer  d'autres  imagi- 
naires que  celle  qui  se  trouve  dans  a.  Mais  il  est  évident 
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*|ue  ne  change  pas  si  l'on  remplace  « par  <|ui  esi 
sa  conjuguée;  donc  est  réelle. 

Des  équations  (9)  et  (10)  011  déduit 


et,  en  désignant  par  a la  valeur  numérique  de 


Cp=s/«. 


La  première  des  é({uations  (9)  donne  alors  cette  valeur 

tà. 

de  \ I',  , 

,U  — . / M -I-  2 / TT  , . »>  + 2 X ir  \ 

V V,  — vit  1 cos h V — I sin 1 1 

\ I*  f*  / 

mi  A désigne  un  nombre  entier,  et  l’expression  des  ra- 
cines X,  donnée  par  l’éfjuatioii  (8),  prend  cette  forme 
très-remarquable  , 


— A -h 


- / M 

a I cos  — 


2 A 1 


-+- V — I sin  ■ 


2 A 


t + (/H-  ? ) i- 


I 2(eü-H2/t 


X = - < I I \ I-  3 (w  -(-  2 X-  k)  . 3 (m  -t-  2 X 7t)  "I  }, 

1 + (/■-*- ffiV  — ' )V"  cos-'  -t- I sin 


4-  : 
f* 


k)  I 2 (w  -I-  2 X «)*] 

— '-HV  — > sin— ^ I 

f*  J 


■(/i+^»V— |^cos^-“  ^ si. 


4 (w  2 X B-) 


où  a,  J\  g,  J\,  g,,  etc.,  sont  des  fonctions  rationnelles 

, 2w  , . 27T 

ne  cos — et  de  sin  — • 

H (X 

L'éi[uation  précédente  fera  connaître  les  u racines  de 
y (.r)  = O,  en  donnant  au  nombre  entier  A les  u valeurs 
O,  1 , 2,  3, . . . , u — I . De  là  résulte  le  théorème  suivant  : 
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Théorème. — Pour  résouilre  V équation  (i),f[x)  = o, 
il  sujjit  : 

i“.  De  diviser  la  circonférence  entière  du  cercle  en  jx 
parties  égales-,  a"  de  diviser  ensuite  un  angle  w qu'on 
peut  construire  en  u parties  égales;  3“  d'extraire  la 
racine  carrée  d’une  seule  quantité  a. 

Remarque.  — Les  coclficieuts  de  _/  cl  de  6 étain  tous 
réels,  si  une  racine  de  f [x)  — o est  réelle,  toutes  les 
autres  le  sont  aussi;  puisque,  si  x désigne  celte  racine 
réelle,  les  autres  racines  sont 

U — • 

6a’,  Ü'x,  , 6 X. 

Par  couséquent,  le.s  racines  de  l’équation  proposée  sont 
toutes  réelles,  ou  toutes  imaginaires. 

Première  méthode  particulière  relative  aux  équations 
dont  le  degré  est  un  nombre  composé. 

La  méthode  qui  vient  d'être  exposée  pour  la  résolution 
algébrique  de  l’éipiation 
{')  ■ • f(-r)  = 0 

est  applicable  à tous  les  cas,  que  u soit  premier  ou  non; 
mais,  quand  p est  un  nombre  composé,  on  peut  simpli- 
fier la  solution  en  opérant  comme  nous  allons  l’indiquer. 

Soit  U = mn.  Les  racines  de  l’équation  (i)  étant  tou- 
jours 

fi-i 

X,  Ox,  6^x, ...  , S .r, 

nous  pourrons  les  partager  en  m groupes  de  la  manière  ' 
suivante  : 


-r, 

6”x; 

0’"x,  . 

9 X, 

0"'-^'x, 

0’”+'x,  . 

. .,  »•••-' .c. 

iy—-'x, 

9‘”'  -’.r, . 

. . , I)  ""-'.r  ; 
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uu , Cil  poü^int , 

-r=:j-,,  Oxz=x,,  fj’x  = x\,..,  = 

et 

0" X = 0|  J , 

de  la  manière  suivante  : 

; j:,,  Q,x,,  a]x,,...,  i’~'x,, 

la-,,  0,  X,,  0|x,,  (l"~'x,, 

(2)  1 

i X.,  9.X.,  6,  x„.  . . , 0,  X.. 

En  appllcjuant  donc  à l'équation  (1)  la  méthode  exjiosée 
dans  la  leçon  pi  éeédeiite , on  pourra  la  décomposer  en  tn 
équations,  chacunedu  degré  n,  qui  auront  respectivement 
pour  racines  les  racines  des  divers  groupes  {2) , et  dont  les 
coefficients  seront  des  fonctions  rationnelles  d'une  même 
racine  d’une  écpiation 

(3)  ,|,(.r)  = o 

de  degré  tri.  Soient 

les  m racines  de  l’équation  (3),  et 

(i)  ?(-r,r.)  = o.  ?(-r.r-)  = o, 

les  m éipiations  qui  ont  respcctiv.  ment  pour  racines  les 
quantités  du  premier  groupe  (2),  du  deuxième,  etc.,  du 
dernier.  Je  dis  que,  pour  résoudre  l’équation  (i),  il  suffit 
de  connaître  une  racine  j de  l'équation  (3),  et  ensuite 
une  racine  .c  de  réijuation 
(5)  ij,(.r,v}=o 

eorrespondanle;  car  on  aura,  de  cette  manière,  une  ra- 
cine (.l')-de  ré<|ualion  (1),  et  les  autres  seront 

9x,  9'x, . . . , o ‘ ' X. 


Digilized  by  Google 


!}<j4  V1^(;T-SEPTIE\IE  LE<;0^. 

L’équatiuli  j)rojK)sée  ( i ) étaul  résoluble  algébrii{ue- 
ment,  l’équation  (!î)  l’est  aussi  ; ear  y désigne  une  fonc- 
tion rationnelle  de  x.  Mais  je  dis  de  plus  que  l’tVjua- 
lioii  (3)  jouit  de  la  même  propriété  que  l’équatiou  (i),  et 
que,  par  conséquent,  un  pourra  lui  appliquer  la  méthode 
de  résolution  précédemment  exposée. 

En  eflet,  les  racines  de  l'équation  (i),  renfermées  dans 
le  premier  des  groupes  (2),  sont 

(6)  X,  9"x, 

et  J'  désigne  une  fonction  rationnelle  et  symétrique  de  ces 
racines,  c’est-à-dire  une  fonction  rationnelle  de  x.  Posons 

j = F(x,  6"x,  6'— '>"x)  = F (x), 

lesm  racines  , y,,...,  j„,  de  l'équation  (3)  seront 

F(x),  F(9x),  F(9’x),...,  F(9— x), 

et  l’on  aura 

F(9x)  = F(9x,  99"  X,  99’"  x,...,  99("~'>x). 

Par  conséquent,  E’(6x)  et  I’  (x)  sout  des  fonctions  ra- 
tionnelles et  symétriques  des  quantités  (6) , et  l’on  pourra 
exprimer  rationnellement  l’une  par  l’autre  à l’aide  de  la 
méthode  des  fonctions  semblables  rappelée  dans  la  der- 
nière leçon. 

Soit  donc 

F (9x)  = ÀF  (x)  = 

i.  r étant  une  lonction  rationnelle  de  x,  on  aura 

F(9’x)  = aF  (9x)  = >>y, 

F(9'x)  = ),  F(0’x)=  *'j. 


F (.9"-'  x)  = i F (0*->  x)  = .r. 
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el  l’on  voit  que  les  m racines  de  l’cquatioii  (3)  {KmiTonl 
êlre?  représentées  par 

r. 

X désignant  une  fonction  rationnelle  telle  que 

L'é(|uation  (3)  une  fois  résolue,  y sera  connue,  et  l’on 
pourra  appliquer  à l'équation  (5)  la  méthode  précétleni- 
mcnt  exposée,  puisque  ses  n racines  peuvent  être  repré- 
sentées par 

X,  0,  X,  0]x,  . . . , e"“'x. 

On  peut  donc  énoncer  le  théorème  suivant  ; 

Si  fx  = irni,  la  résolution  de  l'é/iuation  ( i ) est  ramenée 
à celle  de  deux  équations  des  degrés  in  et  n respective- 
ment. et  qui  ont  la  même  jnxipriété  que  la  proposée. 

Si  n est  lui-même  un  nombre  composé  m,  on  ra- 
mènera, de  la  même  manière,  la  résolution  de  l’érpia- 
tion  (5)  à celle  d’une  équation  en  z 

(i)  r)  = O 

de  degré  m, , et  à celle  d’une  é<[uation  en  j:  de  degré  //, 

(8)  <p,  (x,  y,  z)  = O. 

Dans  l'équation  (7),^  fait  partie  des  quantités  con- 
nues, et  dans  l’équation  (8)  il  en  est  de  môme  de  y et 
de  Z.  Et,  généralement,  on  a ce  théorème  : 

TnÉonÊME.  — Si  m,  m, . . . m„,  la  résolution  rie 
V équation  ( 1 ) est  ramenée  à celle  de  n équations  des  de- 
grés 

/II,,  lit,,. . III,, 

respeciiveincnl,  et  il  suffit  même  de  coiinatlrc  une  racine 
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lie  chacune  rie  ces  cqiialions,  qui  ont  toutes  la  même 
l>ro/iriélé  que  l’équntioH  proposée. 

Corollaire  I. — Si,  en  décomposant  u.  en  facteurs  pre- 
miers, on  a 


la  résolution  de  l’équation  proposée  île  degré  p se  ra- 
mènera à celle  de  pt  équations  du  degré  £, , de  /y,  équa- 
tions du  degré  de  p^  équations  du  degré  £^. 

Corollaire  II. — 'Joute  équation  de  degré  a'',  dont 
les  racines  peuvent  être  représentées  par 

Ox,  O'x,...,  0-'’x  = x,' 

peut  être  résolue  à l’aide  de  p extractions  de  racines^ 
carrées. 

Exemple.  — Supposons  p = 3o,  les  racines  de 
{')  /(x)  = o 

seront 

X,  Ox,  O’x, . . , 0”.r. 

C.oinine  3o  = 2Xi5,  on  pi'endra  pour  y une  fonction 
rationnelle  et  .syinétriijuc  des  ijuinze  racines 

X,  0’  X,  0'  X, ... , 0”  x; 

y dépendra  d’une  équation  du  second  degré 

(2)  r’  -4-  .\j  -i-  li  — O, 

dont  les  coelliciunis  seront  immédiatemeni  exprimables 
par  ceux  de  la  proposée;  on  pourrait  former  ensuite 
réqiialion  du  quinzième  degré  ayant  jxmr  racines  .r, 
O'.r,...,  Û’“.r,  niais  il  est  inutile  de  faire  ce  calcul  ; re- 
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présentons,  comme  précédemment,  par 

r)  = ° 

celle  équalion,  où  csi  une  qunniiié  connue.  Comme 
i3=  3 X 5 , on  prendra  pour  s une  fonclion  ralioiinellc 
el  symétrique  des  cinq  racines 

X,  0"x,  C'*x,  0'*.r,  9=‘x; 

Z dépendra  d'une  équation  du  troisième  degré 

(31  Cs’+  Dz  + E = O. 

dont  les  coeflicienls  seront  des  fondions  rationnelles  de  y 
et  des  autres  quantités  connues;  enfin  on  formera  l’é- 
quation 

(4  ) X'  Fx'  G -t-  H x’  -I-  K X 4-  L = o , 
qui  a pour  racines 

X,  6*x,  6"x,  9"x,  fl*'x, 

et  dont  les  coefficients  seront  des  fonctions  rationnelles 
de  y et  de  z.  La  résolution  de  l’équation  (i)  sera  ainsi  ra- 
menée à trouver  une  racine  de  l’équation  (a),  puis  une 
racine  de  l’écpation  (3),  puis  enfin  une  racine  de  l’équa- 
tion (4). 

Deuxième  méthode. 

Revenons  au  cas  général , et  supposons 

Désignons  par  /<i,  les  quotients  respectifs  de  ^ 

par  m^ , /«, ,...,  on  aura 

fl  =:  m,  /J|  = nij  ' /«, 
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Cela  j)osé,  on  peut,  d'après  ce  <|iii  précède,  ramener  la 
résolution  de  réijuatioii 

/(•c)=  O 

à celle  de  deux  équations,  des  c>>  manières  suivantes  : 

y,  (jr,  _j-i)  = o ayant  pour  racines  a:,  C'"'.r, 
gt",-')",  et  dont  les  coeflicienis  sont  des  fonctions  ra- 

Ilionnelles  d’une  racine  y,  d’une  équation  •.}(,  (y,)  = o de 
degré  m,  ; 

I Ji)  = O ayant  pour  racines  x,  8'“*x,  6”"<x 

g(",-0«,  et  dont  les  coefficients  sont  des  fonctions  ra- 
tionnelles d’une  racine  y,  d’une  équation  ij/,  (y,)  = o de 
degré  m,  ; 


J'Jf  = o ayant  pour  racines  x,  0 “x,  S ^ 

g*  w * " X,  et  dont  les  coefficients  sont  des  fonctions  ra- 
tionnelles d’une  racine  y^  d’une  équation  {Xu)  ~ ° 
degré  /w". 

Supposons  maintenant  que  ni,,  m,,..,,  ni^  soient  premiers 
entre  eux,  les  équations 

u’auronl  que  la  seule  racine  .r  commune^  donc,  d'après 
un  théorème  connu,  ou  pourra  exprimer  x rationnelle- 
ment par  les  coefficients  de  ces  éc|uations,  et,  par  consé- 
quent , en  fonction  ratiounclle  de  y, , j , , . . . , Ces 
dernières  quantités  éuint  connues,  on  aura  une  racine  de 
l'équation  (i),et,  par  suite,  toutes  les  racities. 

I.a  résolution  de  riN|uation  (i)  est  donc  ratnenéc  à 
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trouver  une  racine  de  chacune  des  équations 

’l'. (r.)  = <*.  '!'.(r0  = «.•  •-  '!'«(/«)  = ‘*- 

cjui  sont  respectivement  des  degrés  m, , En 

outre,  ces  équations  ont  la  même  propriété  que  la  pro- 
posée, ainsi  que  nous  l'avons  établi  précédemment;  on 
pourra  donc  leur  appli(|ucr  la  même  méthode.  Si  l’on  veut 
que  ces  éN:]uations  soient  les  moins  élevées  possibles , et  si, 
en  décomposant  ^ en  facteurs  premiers  , on  a 

fX  = i'"'  c'"'.  . .l'’", 

il  faudra  prendre 

= = ‘tr- 

aitant à la  résolution  de  chacune  des  équations 

>(.»•)  = O 

de  degré  £f,  elle  se  ramène  à celle  de  p équations  de 
degré  e,  ainsi  que  nous  l'avons  démontré. 
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R<*solution  alficbriquc  èqtialions  clonl  dêpond  la  division  de  la  circon- 
féronrc  du  corde  en  un  nombre  |>romior  de  parlies  é{;alcs.  — Division  de 
In  circonfèronce  en  dix-sept  parties  qrales.— (>>nstnirtton  j^eomôtriquc. 


Résolution  algébrique  des  équations  dont  dépend  la 
dii’ision  de  la  circonférence  du  cercle  en  un  nombre 
premier  de  parties  égales. 

Le  problème  de  la  division  du  cercle  en  un  nombi-e  ni 
quelroiujue  de  parties  égales  se  ramène  à la  résolution  de 
l’équation  binôme 

(i)  î*  — I = o; 

car,  si  l’on  fait 

% n 

— z=  a, 
ni 

on  obtiendra  les  m racines  de  l’é(|uation  précédente,  en 
donnant  à A les  m valeurs 

O,  I,  2,  3,..., 

dans  la  formule 

: = cos  Xn  -t-  y/—  I sin  la  ; 

«1  connaitra  donc  cos  A«  et  sin  An  lorsque  l'erjuatioii 
binôme  (i)  sera  résolue  algébriquement. 

Si  nt  est  un  nombre  impair  a p i , il  vient,  en  divi- 


Digitized  by  Google 


\ I Nr.T-II  LITI  k M K l.E*,:ox . 

sani  IV*qii.ition  (i)  j)ar  z — i,  ri  riisiiitr 

I 

J + 7= 

' — (li  — i)x'“  ' — (fi  — 2)x“’'* 

( ^ ) I ((*— 3)  ^ ^ 3)(a— 

V 1.2  ’ 1.2 

C’est  (le  cette  ('-(juation  (a)  que  dc-pentl  direeteinent  la 
division  du  cercle  t'ii  2 ^ -t-  i parties  égales.  Sesp  racines 
sont  rcpréseiité’cs  p.ir  la  formule 

2 X r 

X = 2 cos  =2  ros  X n , 

2 U + I 

dans  lae|ucllc  ou  doit  donner  à k les  p valeurs 
I,  2,  3,...,  fi, 

ou  des  valeurs  <jui  ne  difl'èrent  de  celles-là  (]ue  par  di.-s 
multiples  de  2p  -f- 1. 

Nous  avons  vu,  dans  la  treizième  leçon,  que  si  m ou 
2p-f-i  est  un  nombre  rompo.sé,  la  n'solution  de  l'équa- 
tion (i)  .se  ramène  à la  ri'-solution  d'autres  é(|uationsdc  la 
même  forme , et  <|ui  ont  pour  degrés  respectifs  les  notflbres 
premiers  ou  les  puissances  de  nombres  premiers  <|ui  di- 
visent lu.  Dès  lors,  la  même  chose  peut  se  dire  de  l't'-qua- 
tion  (2),  et  on  peut  se  Ixtrner  à considérer  le  cas  où 
;n  = 2 U -l-i  est  un  nombre  premier  ou  une  puissance 
d'un  nombre  premier.  Lorstjue  m est  premier,  nous  ferons 
voir  que  la  division  de  la  circonférenee  en  ni  parties  tigales 
exige  seulement  la  résolution  de  plusieurs  étjuations  qui 
ont  respectivementpour  degrés  les  facteurs  premiers  (‘gaux 
ou  inégaux  dans  lesquels  se  décompose  le  nombre  ru  — i . 
Au  contraire,  lorstpie  m est  une  puissance  d'un  nondire 
premier/',  telle  (jne/»',  la  division  de  la  cireonférence  en 

2(1 
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m pal  lies  égales  exige  d’abord  la  division  en  p parties 
égales,  et,  en  outre,  la  résolution  de  i — i é-quations  de 
degré  p,  qu’on  ne  peut  éviter  en  aucune  façon.  C.liarune 
de  CCS  i — I équations  de  degré  p est  résoluble  algébrique- 
ment; cela  résulte  soit  de  la  formule  de  Moivre,  soit  des 
considérations  développées  dans  la  treizième  leçon. 

Supposons  donc  2 ^ H-  i premier,  et  soit  n une  racine 
primitive  pour  ce  nombre  premier  ; je  dis  que  les  p racines 
de  l’équation  (2)  seront 

(3)  2cosn,  2cmna,  2 cos  n'n , . . . , 2cos«^~‘<7. 

11  est  évident  que  chacune  de  ces  p quantités  satisfait  à 
l’équation  (2);  il  suffit  donc  de  démontrer  qu’elles  sont 
toutes  distiuctes.  Supposons,  s’il  est  possible , que  deux  de 
ces  ({uantités  soient  égales  , et  que  l’on  ait 

2COS/!f«  = 2 cos  ni  II  , 

p et  q étant  c^p;  on  aurait 

iif  n riz  ni  a =r  2 lit , 

A désignant  un  nombre  entier.  Mais  n = — — — , donc 

ni(n  r-îzhi) 

2 (X  -ht 

serait  un  nombre  entier;  et  comme  2 p -t-  i est  premier, 
que  w 2p  -Ht , il  s’ensuit  que  2p  -|-i  diviserait  l’un  des 
deux  nombres  n>’~i  -(-i  oun’’”''  — i;  il  diviserait  donc  leur 
produit 

I»  _ i; 

or  ceci  est  impossible,  car  ap — 217  est  <C  ap,  et  n désigne 
une  racine  primitive  de  ap-t-i.  Donc  les  (|uantités  (3) 
sont  bien  toutes  les  racines  de  l’équation  (q). 
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Si  niainteiiant  ou  (ait 

X =:  2 cos  n , 6 X = 2 cos  na  , 

on  aura 

O’x  = 2 cos O,  O’x  = 2 cos 0'“  'x=z2cmn“ 

Cl  les  racines  de  l’é(]uation  (2)  seront  représentées  par 

X,  9x,  O’x, . . . , 9“  ' x; 

• .... 

on  a , en  outre,  0 car  n étant  une  racine  prnnuivc 

de  2 _(x-+-i,  on  a ^ — i (inod.  2fx-f-i);  enfin  Ox  est 
une  fonction  rationnelle  de  x,  car  cos  «a  est  exprimable 
rallonnellcinent  en  fonction  de  cos  a.  On  voit  donc  que 
récjuation  ( 2 ) est  comprise  dans  la  classe  d’équations  que 
nous  avons  étudiée  dans  la  dernière  leçon , et  l’on  pourra 
la  résoudre  par  la  méthode  que  nous  avons  exjiosée. 

Ici , la  fonclion  rationnelle  9x  a pour  valeur  ( roiVqna- 
loi-zièmc  leçon  ) 

n ( « — 3 ) 

6 X *=  x"  — /jx"~’  H ^ x"~‘ 

I . 2 

_ 4 ) ( " “ ,r -i. 

1.2.3 

En  appliquant  à l'éc[uation  ( 2)  les  théorèmes  de  la  leçon 
précédente,  on  obtient  les  énoncés  suivants  ; 

i“.  Si  j2  = nit  m,. . on  peut  diviser  la  circmtfé- 

rence  entière  du  cercle  en  2 u-|-£  parties  égales  à [aide 
fie  w équations  des  degrés  ni,,  m,,...,  in^  respccHvement . 

Si  les  nombres  m,,  nit,...,  m^^sont  premiers  entre  eux, 

les  coefficients  de  ces  équations  seront  des  nombres 
rationnels. 

2".  Si  U “ ff,  on  pourra  diviser  la  circonférence  du 

2C. 
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cercle  en  a fi4- 1 parties  égales , à l’aide  de  w racines 
carrées.  En  d’autres  termes , si  ap-ht  est  un  nombre 

premier,  et  p—  a^,  on  pourra  diviser  la  circonférence 
du  cercle  en  a/a-l-i  parties  égales,  avec  la  règle  et  le 
compas. 

3“.  Pour  diviser  la  circonférenee  du  cercle  en 
parties  égales,  il  suffit  de  diviser  la  circonférence  entière 
en  ap  parties  égales,  de  diviser  un  arc,  qu’on  peut  con- 
struire ensuite  en  ^p  parties  égales , et  d’extr^  la 
racine  carrée  d’une  seule  quantité. 

Ce  deniicr  théorème  est  ilû  à M.  Gauss.  Ce  géomètre  a 
prouvé,  en  outre,  que  la  quantité  dont  il  faut  extraire  la 
racine  carrée  est  simplement  le  nombre  entier  a p -t-  i . 
Voici  comment  Abel  le  démontre. 

En  désignant  par  p cette  quantité,  p est,  comme  nous 
l’avons  vu  dans  la  leçon  précédente , la  valeur  numéritpie 
du  produit 

.r-|-a9x-t-a’6’x-t-...+a'“  Ox+a'‘  O'x -t-aO'  x). 


où  • 

2 TT  / . 2 ÎT 

a = eus 1-  V'  — ' • 

P V- 

On  a donc 

±p  = 4(cosn  acoswn  -t- a’ cos nVi  cos/î 

(U— • \ 

C0S<i-4-a‘  ros^/a-+-a  cos«’<i-4-...-|-aco5  w a)* 

En  développant  ce  produit,  on  aura  un  résultat  de  la 
formt*  • 

±p  = t.  + . .4-  a"~', 

et  l’on  trouve  facilement 

= 4 (cosn  cos«"a  4-  cos/in cosn*-^' n 4-.  . .4-  cos/i^“'~"fl  cos/i'“  ‘a) 

4-  4 ( cos  n fl  cos  n 4-  cos  /»  ''  n cos  fln  -I- . . . 4-  cos  « n cos  n"-'  n) 
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En  se  scrvaiil  de  la  i'ormiile 

cos»/>a  cosn’+fa=  i cos(/J"+#-a  +«#>„)-(-  i coa  {/i’‘+P  a — nP  a), 

la  valeur  de  prendra  la  forme 

cos(^i"+i)<H-cos(//'"+i)«a+cos(A»"4-i)/j’a-f-.  . . 
-t-cos(/r"-Hi)/i‘“~'  a 

cos(«'“—  i>/4- cos («"—  I )«n  + cos(/i"—  i ) n’a+,  .. 
-)-cos(n" — ')«  ■'*’*'  a 

vu , en  faisant 

{fi"  + i)a  = o',  (n"-~i)a  = a", 

U z=  2 cos  a'  -h  d 2 cos  a'  + 9’  2 cos  o'  H- . . . -f-  G ^ 2 cos  a' 

-t-  2cosa"-(-  9 2 cosfl"+  9’  2cosa"-f-.  . . -f-  9^~'  2 cos  a". 

Cela  posé , supposons  d’abord  que  m ne  soit  pas  nul  ; 

2 cos  a'  et  2 cos  a"  sont  des  racines  de  l’équation  (a), 
donc 

2C0sa'=9°ar  et  2 cos  a"  = 9*  x, 
et  l'on  aura 


fm=  (o°  X -h  'x-hx-hBx...  + e*  '■*) 

(t  \ 

0 .X-+-0  ar-4-...-+-ô  -cH-0a:  -f-, ....  -h  ô xy , 

OU 

U ='2  -h  Ox-i-  B'j;  -i-,  . ; 

c’est-à-dire  que  t„,  est  double  de  la  somme  des  racines  de 
l’équation  ( 2 ) , laquelle  est  égale  à — 1 ; on  a donc 
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Supposons  maintenant  m = o,  on  aura 

= 2 (cos2fl 4-cosa/irt  + cos2«’n4----+cos 2n^  «)  + 2 u. 

Or  2 cos  2 a est  racine  de  l’équation  ( 2)  ; donc , en  faisant 
2 cos  20  = 9°  X, 

on  aura 

+ + + Oj-t-.-.+  o"  x)  + 2[i, 

et,  par  conséquent , 

t,  = 2 fi  — I . 

D’après  cela  , la  valeur  de  ± p sera 

~t~  p~2p  — I — 2(a'4-a’-f-...-+-a'  ). 


D’ailleurs 

donc 


» M ~ ' 

a + a’4-..  -ha  = — 1, 


dZp  = ifjL-h  t. 


Ce  qu’il  fallait  démontrer. 

l,a  théorie  que  nous  venons  d’exposer  conduit  à un 
grand  nombre  de  conséquences  importantes.  Ou  en  verra 
un  exemple  remarquable  dans  la  Note  X. 


Division  de  la  circonférence  en  dix-sept  parties  égales. 

En  faisant  2)2  + 1=17  ou  p = 8,  l’équation  (2)  du 
paragraphe  précéxlcnt  devient 

(l)  x‘-h  X — 7 .r’ — 6x'4-i5  4.' — lox’ — 10  x' — ^x  -h  1=  o, 
et  ses  racines,  comprises  dans  la  forniiile 

*1^  T, 

•r  =:  cos î 

1 7 
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peuvent  être  représentées  par 

(a)  X,  6x,  G’x,  9*x,  O'x,  9‘x,  9‘x,  6’x. 

La  plus  petite  racine  primitive  de  17  est  3 {voir  la 
Table  des  racines  primitives,  page  34o),  et  les  résidus 
par  rapport  à 17  des  puissances 

3«  73  7»  7i  7i  7t 

y w*y  ^3  ^3  '^9 

sont 

I,  3,  9,  10,  i3,  5,  i5,  1 1 ; 

donc,  en  faisant,  pour  abréger, 

2 jr 

n = — , 

‘7 

les  <|uantités  (a)  seront 

acosn,  acos3n,  2 cos  g n , 2 cos  i o n , 

2 cos  1 3 a , 2 cos  5a,  2 cos  1 5 a , 2 cos  lia; 

ou,  à cause  de  cos  (17  — m)  a = cos  a, 

■ 2 cos  a , 2 cos  3a,  2 cos  8a,  2 cos  7 a , 

2 cos  4 O,  2 cos  5a,  2 cos  2a,  2 cos  6 a. 

Pour  appliquer  la  méthode  générale,  il  faut  commencer 
par  calculer  une  fonction  rationnelle  et  symétrique des 
quantités 

2 cos  a , 2 cos  80,  2 cos  4a,  2 cos  2 a . 

Posons  donc 

jr  ■=  2 cos  a -H  2 cos  8a  2 cos  4 a 9-  2 cos  2 a ; 

dépendra  d’une  équation  du  second  degré,  dont  les 
deux  racines  seront 

(3)  . J = 2 cos  a -H  2 cos  8 a-)- 2 cos  4 a -f- 2 cos  2a, 

(4)  J'i=  2 cos  3 a -H  2 cos  7 a 2 cos  5a4-  2COsGa, 
Cette  équation  est  bien  aisée  à former,  car  on  a d’abord, 
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par  1 ciiiialioii  (i), 


LEÇON . 


(5) 


r r.  = — ; 


ensuite,  en  niultipliant  r ]>ar  y,,  transt'orniaiu  les  jnu- 
duils  de  cosinus  en  sommes  à l’aide  des  formules  connues, 
et  ayant  égard  à ré(]uation  identi<|ue 

ros  (17  — m ) « = cos  ma , 

on  trouve 


. /'2COSrt4-  2CJJS  2«  -t-  2 ros  3 fl  -H  2 eus  4 fl  -H  2 rus  5fl  \ 

//'  4- 2 cos6n  + 2 eos 7 fl  + 2 cos8«  j' 

et,  à cause  de  l'étiuation  (1), 

(6)  yy,  = — 4- 

L’équation  en  y sera  donc 

(7)  r’  + r — 4 = 0. 

et  l’on  peut  considérer  comme  connues  ses  deux  racines 
yetri. 

Maintenant  les  ({uantités 

2COSA,  2COs8fl,  2COs4fl,  2C0S2fl, 

sont  racines  d'une  équation  du  (quatrième  degré  dont  les 
coefficients  sont  fonctions  rationnelles  de  y,  et  sur  laijuelle 
nous  allons  raisonner  comme  nous  avons  fait  sur  la  pro- 
posée. Il  faut,  conformément  à la  méiliode  générale, 
chercher  d’abord  une  fonction  rationnelle  et  symétri(|uc 
Z des  quantités 

2 cos  fl,  2 cos  4 fl- 

Posons  donc 

î = 2 cos  « -(-  2 cos  4 " , 


l'équation  en  z sera  du  second  degré,  et  aura  j>our  racines 

(8)  Z — 2 cos  fl  4-  2 cos  4 fl , 

(q)  Z,  =:  2 cos  8fl  4-  2 cos  2fl. 


2 
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On  a d' a html 

(10)  ; = V, 

et  en  multipliant  z par  , i>n  trouve,  après  avoir  rem- 
placé les  produits  de  cosinus  par  des  sommes, 

j 2 cos  a-i-2  cos  2 <J  -)-  2 cos  3 n 2 cos  4 « -+-  2 cos  5 Cl  \ 

' \ H- 2cos6a 2cos7« -I- 2cos8n  / 

ou,  à cause  <|ue  la  somme  des  racines  de  l’éijualion  (i) 
est  — I , 

(11)  :ï,  = — i; 
l’é(|uatiun  en  z sera  donc 

(12)  z’  — J Z — 1 = 0. 

Enfin  il  ne  reste  plus  qu’à  former  l’étiuation  du  second 
degré  dont  les  racines  sont 

2 cos  a , 2 cos  4 K , 

et  dont  les  coefficients  peuvent  s’exprimer  en  fonction  ra- 
tionnelle de  y et  de  z.  Mais  on  peut  simplifier  ici  l'appli- 
cation de  la  méthode  générale. 

Considérons  l’équation  du  quatrième  degré,  dont  les 
racines 

2 cos  3 « , 2 cos  ’]  a , 2cos5«,  2cos6« 

ont  pour  somme  J, , et  opérons  comme  nous  avons  fait  à 
l'égard  de  l’équation  qui  a pour  racines  les  quantités 
dont  la  somme  est  y.  On  formera  une  équation  du  second 
degié  ayant  pour  racines 


(.3) 

U = 2 Cüs  3 rt  2 cos  5 a , 

(■4) 

«1=2  cos  70-1-2  eus  fi  a , 

et,  en  ofiérant 

comme  précédemment,  on  trouvci 

(i5) 

. K -h  «,  = X,  , 

(16; 

nu,  = — 1 ; 
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celte  équation  <ui  u sera  donc 

( 1 7 ) «>  — /,  H — I = O , 

et  les  quantités  u et  sont  connues  ainsi  que  z et  z,. 

Cela  posé,  faisons 

(i8)  X = 2 cos  a, 

(ig)  x,=  2cos4a; 

on  aura  d’abord 

(20)  X + X,  = 2, 
et  ensuite 

XX,  = 4 rns  a cos  4 " = 2 cos  3 o 4-  2 cos  5 a 
on 

(21)  XX,  = u ; 

,r  et  X,  seront  donc  racines  de  l’équation 

(22)  x’  — 2X  4-  « = O. 

La  résolution  de  l'équation  (i)  est  ainsi  ramenée  à celle 
des  équations  ilu  second  degré  (7),  (12),  (17)  et  (22);  le 
problème  est  donc  résolu.  Nous  allons  chercher  mainte- 
nant h déduire  de  l’analyse  précédente  une  construction 
géométrique,  pour  eifcctuer  la  division  de  la  circonfé- 
rence en  dix-sept  parties  égales. 

Construction  géométrique. 

Quand  on  se  propose,  dans  la  géométrie  élémentaire, 
d’inscrire  dans  un  cercle  les  polygones  réguliers  de  trois 
et  de  cin(]  côtés , on  commence  par  inscrire  ceux  de  six 
et  de  dix  côtés.  De  même,  nous  commencerons  ici  par 
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inscrire  le  jwlygoiic  régulier  de  Irctile-quatre  côtés, 
celui  de  dix-sc[)t  côtés  s’en  déduira  iniinédiatement. 

Soit  une  demi -circonférence  {fig-  3),  partagée  en 
dix-sept  parties  égales  aux  points 


a,  b,  c,  ,1,  r,  /,  g,  h. 


y,  X,  /,  m.  II,  O,  !>,  f],  r; 


la  corde  ah  sera  le  côté  du  polygone  régulier  inscrit  de 
trente-quatre  côtés,  et  les  cordes  ad,  af,  ah,  aj,  al,  au , 
ap  seront  les  diagonales  de  ce  polygone  ou,  si  l'on  veut, 
les  côtés  des  polygones  réguliers  étoiles  de  trente-quatre 
côtés,  que  l’on  peut  inscrire  dans  la  circonférence. 

En  prenant  le  rayon  pour  unité  et  faisant,  comme 
précédemment, 

2 TT 

rt  = — , 

n 

on  aura 


nb  = 2 sin 


ml  = 2 sin 


nf  z=i  sin  ^ 


34 

3 TT 

34 

■ 

34 


=:  -H  2 COS  4 a , 
— — 2 COS  5 n , 
= 4-2  cos  3 a , 


iiA  = 2 sin 


•34 


ay  = 2 sin 


îlü 

34 


2 cos  6 a , 


2 cos  2 a , 


, . 1 I TT 

II/  = 2 Sin  — — 2 cos  7 a , 

34 

. i3tt 

aa  = 2 sin  —7-  =4-2  cos  a , 

34 

a/T  = 2 sin  = — 2 cos  8 a. 
34 


Conservons  toutes  les  notations  du  paragraphe  preicédent; 
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les  équations  (3)  et  (4)  nous  donnent 

jr  an  — ap  ab  ->r  aj , 

Y,  — af  — al  — ad  — a/i. 

On  voit  que  j,  est  négatif,  car  af  est  <ial\  par  suite, 
y est  positif,  puisque_^y,  = — i . Faisant  donc  yi  = — y\ 
les  équations  (5)  et  (6)  deviennent 

.r'—X—  I , 

rr'  = 4- 

Les  équations  (8)  et  (9)  nous  donnent 

z=  an  -y  ab , 

Z,  — — ap  -y  aj  -, 

Zi  est  négatif,  car  ap  est  'f>aji  et  z est  positif.  Les  équa- 
tions (10)  et  (1 1)  deviennent,  en  faisant  Zi  = — z' , 

z-z'=zy, 

Zï'=  I. 

Pareillement,  les  équations  (i3)  et  (i4)  donnent 

U z=  af  — ad, 

«I  = — al  — n/i  ; 

U,  est  donc  négatif,  et  u positif.  Faisant  u,  = — on 
aura,  par  les  étjuations  (i5)  et  (16), 

u'-u  = y', 
un'  = 1 ; 

eniin  les  équations  (18)  et  (19)  donnent 

X =z  an , 
a’i  — ab , 

en  sorte  que  x et  X[  sont  positifs,  et  les  é<[uations  {20) 
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et  (21)  conservent  leur  forme 

X X,  = r, 

XX,  = U. 


Le  côté  (le  notre  polygone  de  trcnte-(|uatre  côtés  est  .r, , 
et,  pour  le  construire,  on  voit  qu'il  suflit , 

i".  De  construire  deux  lignes  y et  j"'  telles,  que 

— r = > . .rr'  = 4 ; 


2".  De  construire  cpiatre  lignes  r,  z',  u , u'  telles,  que 


u' 


't=X  •. 


3".  De  construire  deux  lignes  x et  x^  tell(!S,  que 


X -f-  X,  = I,  XX,  = a. 


Construction . i°.  En  un  point  O d'une  ligne  indéfinie 
L\  {fig-  4)»  élevons  une  perpendiculaire  OA  égale  au 

rayon  du  cercle,  c’est-à-dire  à l'unité.  Prenons  OC  = y. 


puis,  du  point  C comme  centre,  avec  CA  pour  rayon,  dé- 
crivons un  cercle  qui  coupe  en  B et  D la  ligne  ÏJV;on 


aura 


car 


()B=-r,  OÜ  = -r'; 
2 ■ 2 ■ 


2OD  — 2ûB;=  4oc=  I cl  20dx20b  = 4oa  =t4. 


2".  Joignons  AB,  et  du  point  B comme  centre,  avec  OB 
pour  rayon,  décrivons  une  circonférence  (jui  coupe  en  M 
et  P la  ligne  AB  prolongée,  on  aura 

OM  = z,  AP=z'; 
car 

AM  — AP  = PM -- ?On  =/  et  AM,AP  = Ao’=i. 
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Joignons  pareillemenl  AD,  cl  du  point  D comme  centre, 
avec  ÜD  pjur  rayon , décrivons  une  circonférence  (jiii 
coupe  en  ]N  et  Q la  ligne  AD  prolongée,  on  aura 

AN  = «,  AQ  = h'; 
car 

AQ  — AN  = NQ=  2OD  =r'  et  AN.AQ=ÂÔ’=i. 

3“.  Rabattons  AO  en  AE  sur  le  prolongement  de  AD, 
décrivons  sur  NE,  comme  diamètre,  un  cercle  qui  coupe 

AM 

Ali  en  F;  du  point  F comme  centre,  avec  AI  = pour 

rayon , décrivons  un  cercle  qui  coupe  AD  en  G ; et , enfin, 
du  point  Ci  comme  centre,  avec  ce  même  rayon  , décri- 
\ons  un  cercle  qui  coupe  AD  en  K et  II,  ou  aura 

X,  = AK,  X = AU  ; 

car 

AK  + AH  = 2 GF  = 2 AI  = AM  = î 
et 

AK . AH  =:  Âf’  = AN . AE  = AN . AO  = «. 

Le  côté  du  polygone  régulier  de  trente-quatre  côtés  inscrit 
dans  le  cercle  dont  le  rayon  est  OA  , est  donc  égal  à AK. 
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VINGT-NEUVIÈME  LEÇON. 

Formule  de  Lagrari[jc  j>our  le  développement  de  certaines  fonctions 
implicites.  — Développement  d'une  racine  deTéqualion  ^ = .r-t-  /«•. — 
Autre  application  do  la  formule  de  Lagrange. 


l'onnule  de  Lagrange  pour  le  développement  de 
certaines  Jonctions  implicites. 

Lagrange  a donné,  dans  les  Mémoires  de  V Académie 
de  Berlin  pour  l’année  1768,  une  formule  rcman|uable, 
par  laquelle  on  pcul  développer  en  série  une  classe  étendue 
de  fonctions  implicites  [*),  Laplace  a donné  ensuite  de 
cette  même  formule  une  démonstration  irès-simplc  , fon- 
dée sur  le  calcul  intégral,  et  que  Lagrange  a introduite 
dans  sa  Théorie  des  fonctions  analytnpics  (^*).  Plus 
tard,  M.  Caueby  en  a publié  une  nouvelle,  qui  a l’avan- 
tage de  faire  eonnailre  le  reste  de  la  série  Nous  pré- 

senterons ici  la  démonstration  très-simple  et  très-directe 
que  M.  Duhamel  a donnée  dans  son  Cours  de  Mécanique 
de  l'École  Polytechnique  ( *'*'**)■ 

Soit  une  fonction  z de  deux  variables  indépendantes  x 


(*}  Yoir  le  Traite  de  la  H/'solution  des  Équations  numériques.  Noie  XI. 
Lagrange  ilctUtil  sa  formule  de  celle  que  nons  faisons  coiinattre  dans  In 
Note  I. 

(’")  VorV  la  3'  édil.  de  cel  ouvrage,  que  j'ai  publiée  en  18^7,  page  r'17. 
(*■'*)  Mémoirrt  de  l'Académie  impériale  des  Sciences  de  l'Institut  de 
France^  tome  VUÏ.  page  i3o. 

, Dedxiême  partie,  page  S7. 
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et  t,  qui  satisfait  à l’équalioii 

(t)  Z = j: -h  l/(z), 

OÙ  ydL*signe  une  fonction  donnée  quelconque.  L’et|ua- 
tion  (i)  admet  généralement  plusieurs  racines  mais 
nous  achèverons  de  déterminer  la  fonction  z (jue  nous 
considérons,  par  la  condilion  qu’elle  se  réduise  à x jxmr 
1 = 0.  Cela  posé,  nous  nous  proposons  de  former  le  dé- 
veloppement de  Z en  série  ordonnée  suivant  les  puissances 
de  t. 

On  a,  par  la  formule  de  .Maclaurin,  en  considérant  z 
comme  fonction  de  la  seule  variable  t , 


j étant  des  valeurs  de  z et  de  ses 

dérivées  pour  / = o , et  R„  désignant  le  reste  de  la  série. 
Kn  faisant  t = o dans  l’équation  (i),  on  a d’abord 

z,  = JTi 

et  il  ne  reste  plus  qu’à  trouver  généralement  la  valeur  tle 
(/"•z 

— pour  t = O. 

DilVérentiant  successivement  réquation  (i)  par  rapport 
à chacune  des  variables  .r  et  t . on  a 


y » '/s  (IZ  , , ^ ^ (!Z 


et,  en  éliminant  /'  (z), 

(3) 


fit  ^ ^ ,I.T 


Cette  é(|iiation  fait  comiaiire  la  valeur  de  •.  ea 
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pour  ^ = O,  on  a 
<lonc 


Uz 

z-z,-=zx  l't  — = I ; 

Hx 


i fi  z\ 

Pour  avoir  la  valour  do  j , didérfn lions  1 équa- 
tion (3)  par  rapport  à /,  et  ensuilc  par  rapport  à ,r;  on 
aura 

s , .th  dz 

dx-dt-^  ^'^Txdt' 


ilr 

fl*  Z 

tljc  fit 
fl^ 


<lz 


♦;ii  éliminant  - — j eulr»'  eus  équations,  et  remplaçant  — 


fit 


par  sa  valeur  tirée  de  (3) , il  vient 

et,  comme  le  second  membre  est  la  dérivée  de  f (z)'  ^ 
par  rapport  à x,  on  aura  eniin 


(4) 


flx 


Faisant  maintenant 


dz 


il  vient 


o , Z ZX.X,  -r=', 
dx 


'd'z  \ _df{xY 
dt‘‘  /,  dx 


On  peut  continuer  de  la  même  maniéré  j)our  l’ormer  les 

*7 
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dérivées  successives  ’ etc.;  mais,  pour  éviter  de 

répéter  sans  cesse  les  mêmes  réductions , nous  commen- 
cerons par  établir  une  formule  générale  qui  simplifiera 
l’exposition  de  la  méthode. 

.Soit  9 (z)  une  fonction  quelconque,  et  difïérentions 


par  rapport  à t , on  aura 


itüll]-..-. 


dt 


,,  ,dzdz  . . d'z 

( z)  — -r r • 

' ''  dt  dx  ‘ ' dx  dt 


OU,  en  mettant  à la  place  de  et  de  leurs  valeui^ 

précédemment  écrites , 

Le  second  membre  est  la  dérivée  de 


dx 


par  rapport  à x;  on  aura  donc  généralement 

(5)  J,  - ' 

Au  moyen  de  cette  formule,  on  pourrait  déduire  l’équa- 
tion (4)  de  (3),  en  supposant  tf  (z)=  f(z). 

Faisons  maintenant  <p  (z)  =/.(z)’,  l’équation  (5)don- 
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fit 


llx 


cl,  par  conséquent,  en  iliirérentiani  l'équation  (4)  par 
rapport  à r,  on  aura 


<l'z 
Tït'  ■ 


rl.r' 


en  (liirémiliant  cette  dernière  par  rapport  à / , et  se  ser- 
vant de  l’équation  (5)  où  l’on  fera  ç(r)=y'(î)’,  on 
aura 


ei  je  dis  que  l’on  a généralement 


Comme  nous  avons  établi  eette  formule  pour  les  valeurs 
I , a,  3 de  /«,  il  suffit  de  démontrer  que  si  elle  a lieu  pour 
une  valeur  quelconque  de  m , elle  a lieu  aussi  pour  cette 
même  valeur  de  m augmenlée  d’une  unité.  Supposons 
donc  que  l’équation  (6)  ait  lieu,  et  faisons  ^ (z)  = f ^zy" 
dans  l’équation  (5),  on  aura 

I . 

(h  Hx  ’ 

dill’érentions  maintenant  l’équalion  (ti)  par  rapport  à /, 

37. 
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il  vient 


équation  qui  se  déduit  de  (6‘)  en  changeant  nt  en  //i  H-  i. 
L’étjuatioii  (6)  est  donc  générale , et,  en  y faisant  / = o, 
il  vient 

/ </" s \ l" 


Le  développement  (a)  de  z sera  donc 


r,  . rf/M’  f"  ,l'--'f[xY 

(7)  ï = •>■-+- (■r) H , (---.H — J ■ 

\ I \.t.  ilx  ax”  ' 


R„. 


Proposons-nous  maintenant  de  former  le  développement 
d’une  dbnelion  quelconque  I’(i:)  de  z en  série  ordonnée 
suivant  les  puissances  croissantes.de  t. 

On  a,  par  la  formule  de  Maclaurin  , 


(8) 


/f/F\  ld'‘V\ 


en  désignant  par  F„,  ’ «te.,  les  valeurs  de  F ot  de 

scs  dérivées  pour  r =0,  et  par  R„  le  restt;  de  la  série.  Le 
premier  terme  Fo  est  égal  à F (x) , car  on  a r = x pour 

t = o;  il  reste  donc  à déterminer  généralement 

On  a d’abord 


^ dl-  /, 


'il 

lit 
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el.  en  difréi'ClUiaiit  par  rapport  à t, 

. dz 

H I h'  f 9 t é t » \ 

'111 

dl‘ 


4ai 


(fx 


dt 


mais  l’écpiation  (5)  donne,  en  taisant  ç (r)  = F'  (s) _/’(f  ), 


dz 

dx 


donc 


dt 


d’F 

Hr 


dx 


''[cC)/(=|-g] 


dx 


On  détluira  pareillement  de  celte  dernière,  en  faisant 
usage  de  l’équation  (5), 


d'F 

dt‘ 


d>[F'(3)/(. 

• dx'‘ 


I 

dx 


et  l’on  ferait  voir,  roinmc  précédemment,  qu’on  a géné- 
ralement 

-(■)/(•)■  s] 


(9) 


d-F 

df" 


d"-'  F' 


faisant  t = n,  z = or,  ~ = i , cette-  formule  donne 

dx 


/d"F\  _ d-'[r(x)/(x) 
dx"“' 


I d”F  \ 

\ tll"' 

Le  développement  (8)  de  F(z)  sera,  par  conséquent, 


(lO)' 


, F (3)  = F (X)  H-  t F'  (x)/(x)  + . 


.2.3. . .H 


d"-'[F'(x)/(.r)"] 


dx"“' 


-t-  R.,. 
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Quant  à la  forme  du  reste,  je  ne  crois  pas  devoir  eu  parler 
ici,  et  je  renverrai  le  lecteur  au  Mémoire  dans  lequel 
M.  Cauchy  a traité  cette  question. 


Développement  d’une  racine  de  l’équation  z = x tz" . 

Eu  faisauty(*)  = dans  l’équation  (y),  ou  a le  dé- 
veloppement suivant  : 


2/n 

z = X ’ 

I . 2 


3 /n  ( 3 /n  — 1 ) 

'^’-t ^ 5 

1.2.3 


nm  (n/n  — i ) . . . f n/n  — //  -(-  2 ) 

^ —d  ^ . 

1.2.0...// 


pour  celle  des  racines  de  l'équation 

3 = X -t- 


(jui  se  réduit  à x pour  t = o. 

Le  terme  général  u„  de  l'etlc  série  a pour  valeur 


nin  [n/n  — i ) . . . { ///n  — n 2 ) 
' 1.2.3...// 


** — ft-M  / n . 


et  l'on  eu  déduit 


//„*,  I (nn/  -(-  ///)  (n/n  -+-  /n  — i).  . .(///n  -(-  i) 

//„  n -4-  1 ( n/n  — n -t-  2 ) . . . ( n/n  — n -t-  ni  ) 

la  limite  de  ce  rapport , pour  n = ao  , est  égale  à 


Il  eu  résulte  que  la  série  précédente  sera  coiivergeutc,  si 
cette  quantité  est  inférieure  .à  l’uuité. 
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^'filtre  a]>plication  <le  la  formule  de  fAif^rangc. 


La  formule  de  Lagrange  csi  souvent  utile  |»our  le  déve- 
loppcnieiii  des  foueiions  explieiles.  Nous  allons  en  donner 
un  exemple.  Supposons  qu’on  veuille  développer  la  fonc- 

lion  suivant  les  puissances  croi.ssanlcs  de  t. 

Eu  appliquant  la  formule  de  Lagrange  à l’équation 

(i)  2 = 5 + </(=). 

où  Z désigne  une  fonction  des  variables  f ciï,  et  f (z) 
une  fonction  quelconque  de  z,  il  vient 


d-l[F'(Ç)/(0"] 


cl , en  dillérentianl  par  rapport  à Ç , 


(*) 


'“■'f/Ç  ^1.2.  ..n  r/î" 


Maintenant  soient 

F'(s)  = j“  et  /(z)=î— I, 

i’ériualion  (i)  donnera 


et,  par  suite,  l'équation  (a)  devient 

(^  — f)"  _ y t-  ■)“ 
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ÏKKNTIÈMR  LEÇON. 

<> 

Solutiuii  d'un  |irohlénic  d'unalyso  iiideterniiné  relatif  à la  reprcsciiUUoii 
Réomélnquc  des  fonctions  elliptiques. 


I.a  ([iicslioii  (juc  je  vais  <lévelo|)per  dans  celle  leçon  est 
extraite  du  .Mémoire  sur  la  représentation  géométrique 
fies  fonctions  elliptiques  et.  iiltrà-ellipliques,  que  j’ai  pu- 
blié dans  les  tomes  X et  XI  du  Journal  de  M.  Liouville, 
et  qui  fait  partie  du  ^tome  XI  du  Jiccueil  tics  Savants 
étrangers. 


Solution  fl’un  prohlémc  d' analyse,  indéterminée  relatif 
à la  représentation  géométrique  des  Jonctions  ellip- 
tiques. 


Le  problème  que  nous  nous  proposons  de  résoudre  est 
le  suivant  ; 

Trouver  toutes  les  solutions  que  peut  ailmettre  T liqua- 
tion indéterminée 


(■) 


itx'  -t-  df  — 


c’  Hz' 


oit  c est  une  constante  réelle,  a*  et  y}  deux  constantes 
imaginaires  conjuguées , en  ne  prenant  pour  .x  et  y que 
des  Jonctions  réelles  et  rationnelles  de  z qui  ne  puissent 
être  infinies  que  pour  ;:  = d:  u et  c = ± a. 

l)ésij;nons , pour  abréj’er,  par  i 1 iinaginaire  \ — l. 
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L «.Kiualioii  (i)  pt’Ul  s'écrire  de  la  manière  sui>anle  ; 

ilx  -I-  ( i/r  tic  — (■  tlx 

(2)  


et  comme  x et  y sont  des  fonctions  réelles  et  rationnelles 
de  Z y les  deux  facteurs  du  premier  membre  de  l’équa- 
tion (2)  sont  des  fonctions  rationnelles  imaginaires  et 
conjuguées,  ayant  pour  module  l’unité.  Donc,  en  dési- 
gnant j)ar  !>  et  ra  deux  |)olynomes  imaginaires  et  conju- 
gués, par  (I)  un  angle  réel  et  par  e la  base  des  logaritbmcs 
népériens,  on  pouria  poser 


tlx  ■+■  i tir 


..,iP 


tic  — idr 


I cilz  \ n j Cfh  \ 

\ Z'  — tP  ) \ Z-  — a’  / 


(3) 


. ; 'Iz 

dx  -+-/<■//  = cc  " — ^ - , 

CT  ( Z’  rt’) 

I dx  — /■  dy  — - ce"'-'"  — :\ 


La  seconde  de  ccs  éi(uations  (3)  se  déduisant  de  la  pre- 
mière par  le  changement  de  i en  — il  est  inutile  de  la 
considérer;  en  intégrant  la  première,  on  a 


(4) 


et  il  ne  reste  plus  (|u'à  déterminer  les  polynômes  jt  et  ta, 
de  manière  f|uc  rintégrale  du  second  membre  soit  algé- 
brique; car,  cela  fait,  on  égalera  x à la  partie  réelle  du 
second  membre,  y au  coeincient  de  i,  et  le  problème  .sera 
résolu 

D’après  l’énoncé  du  problème,  x et  y ne  doivent  être 
infinies  cjue  pour  z — dr  tt , z zzzzt  x;  il  en  est  donc  de 
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même  et  de  — iy\  par  consétjufiil,  le  dénonii- 

nateur  ni  de  la  quantité  sous  le  signe  J ne  peut  contenir 
que  les  facteurs  linéaires 

Z + a , Z — H,  I — a, 

et  il  en  est  de  inèini'  du  polynùine  conjugué d’où  il  suit 
que  P contient  deux  de  ces  (jnalre  facteurs,  et  que  n con- 
tient leurs  conjugués  le  inènie  nombre  de  fois  rcsjiecii- 
vement.  On  peut  faire  quatre  hypothèses  : 


I". 

p=[z—  g)" 

zs  = [z  — a)"  (: 

z ■+■  a)’ 

2''. 

P = [z  — «)”■ 

(=+*)", 

CT  = (z  — a)"  ( 

z -t-  (l)" 

3“. 

P — [z  — <■/)" 

(2-1-  «)"t 

CT  = (z-a)"( 

s -f-  «)" 

4". 

P = (z  — g)"* 

(z  -(-  <7)", 

CT  = (z  — «)"■( 

z ■+■  a)- 

m et 

n désignant  des 

i nombres  entiers  et  positif 

». 

Dans  la  première 

hypolhèst' 

, on  a 

. P dz 

(s û 

t)”‘{z-l-g)" 

rr  3’  — /7* 

' z — n) 

(z  -t-  Il )"■*■' 

y 

dans  la  seconde. 


P <lz  (z  — a (z  -h  x)" 

CT  ï’ — a’  (z  — a)"‘ (z -I- ’ 

ou  , en  changeant  m en  m + i , 

P dz  _ (z  — «)"  (z  -h  g)» 
n z’  — n’  ~ (z  — a)"'+'  (z 


La  troisième  clla  quatrième  hypothèse  donnent  les  mêmes 

valeurs  de  - sauf  que  a et  a sont  changés  l’un  dans 

l’autre,  ce  qui  ne  produit  (pie  le  changeinenl  insiguiliant 
de  I en  — i. 

De  tout  cela,  il  lesultc  ipie  les  fonctions  cherchées  x 
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et  y seront  données  par  l'une  des  deux  étpiatiuns  sui- 
vantes : 


(5) 

(6) 


Ui  Ç (i  ~ »)"'{z  -h  a)- 


L’équation  (6)  est  comprise  dans  l'équation  (5),  si  l'on 
admet  des  valeurs  négatives  pour  ;;i  ; elle  se  déduit,  en 
cfl'el,  de  ré(juation  (5) , en  cliangeaiit  m en  — (m  -(-i)- 
On  obtiendra  la  « ondilion  pour  que  l’intégrale  de  l’équa- 
tion (5)  soit  algébrique,  eonimc  nous  l'avons  indiqué 
dans  la  septième  leçon;  mais  il  convient  auparavant  de 
transformer  celte  intégrale. 

Posons 

( rt  -f.  a )’  _ ^ 
i , — ’’ 


et  prenons,  à la  place  tle  5,  une  autre  variable  t,  telle 


que 

z-(-  a 

?.  a 

— t 

3 -h  « 

, ‘ ï 

-f-  a 

<i'uù 

tlz 

?.  a 

; Z -t-  « 

« H-  a)  («  — a) 

on  aura,  après  quelques  réductions  faciles, 
(;  — 

(z  — a)'"^-'{z  -I- 
_(?.»)»(«  H- a)—" 


Donc,  pour  que  .r  cl  r soient  algébritpies,  il  faut  et  il 


4:^8  THE»T1ÉME  l.EÇOS. 

suffit  que  l iulégrale 
le  suit.  11  faut  doue  qu’eu  déeoniposaut 

t"{t  — i)“ 

(‘  - 

eu  fi-actions  simples  , on  ne  trouve  pas  de  terme  contenant 
en  dénominateur  la  première  puissance  de  t — en 
d’autres  termes,  il  faut  que  la  m"”''  dérivée  de" la  fonc- 
tion t"  (t  — i)’"soit  nulle  pour  la  condition  que 

nous  cherchons  est  donc 


//"{/  — i)"* 


{«) 


— I 


Le  ehaiigement  de  a et  « en  — a et  — a dans  l’inté- 
gialc  (5)  équivaut  au  changement  des  exposants  ni  et  n 
ruii  dans  l’autre;  et  comme  Ç ne  change  pas  quand  on 
change  n et  a en  — a et  — a,  il  s’ensuit  .qu’on  peut,  dans 
la  relation  (8),  changer  ni  et  n l’un  dans  l’autre.  Notre 
équation  de  condition  peut  donc  s’écrire  de  la  manière 
suivante  : 


.\u  surplus,  il  est  aisé  de  s’assurer  que  les  éejuations  (8) 
et  (;j)  sont  équivalentes,  car  on  a l’idcntitc 

r/»  — i'."  _ î”  — i)" 

! . 2 ...  « l/t‘  I . 2 ...  «I  /iX" 

Les  équations  (8)  et  (y)  ne  diüèrent  donc  qu’en  ce  que, 
si  III  et  n sont  inégaux,  l une  a des  racines  milles.  Maisles 
racines  ne  peuvent  nous  convenir,  car  ^ = o donne 

<7  = — a,  et  dans  ce  cas  n'  et  a’  ne  sont  pas  imaginaires 
comme  on  l'a  supposé. 
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Supposons  que  n ne  soit  pas  inféiienr  à ni,  IVqiia- 
liou  (9)  sera  du  degré  m,  e(  ses  m racines  seront  réelles  et 
c omprises  entre  o et  i.  Ce  tliéorènie  se  démontre  iniiné- 
diateuient,  en  applicpiant  tn  fois  de  stiile  le  llii'orèine  de 
Rolle  à l’équation 

= O, 


qui  a 1/1  racines  nulles  et  n racines  égales  à i . 

En  désignant  par  ^ une  racine  (juelconquc  de  l’éqtia- 
tion  (9) , un  aura 


(10) 


("  + «)* 
/{  <1  X 


on  pourra  se  donner,  à volonté,  le  incMltile  p des  imagi- 
naires «et  a,  et  si  l’on  pose 


aa  = p’, 


les  équations  (10)  et  (i  i)  détermineront  n et  st,  cpii  seront 
bien,  en  ell'et,  imaginaires  et  conjuguées,  à cause  de 
?<«• 

Considérons  maintenant  l’équation  (6);  comme  elle  se 
déduit  de  l'écpiation  (5)  en  cliangc>ant  ni  en  — on 
peut  admettre  que  la  condition  nécessaire  pour  cpie  l’in- 
tégrale qu'elle  contient  soit  algébrique,  se  déduit  de  l’équa- 
tion (9)  parce  même  changement.  Cette  condition  sera 
donc 


(I2) 


!■/“ 


(J  - i_r 


Et,  en  faisant  usage  du  théorème  de  Rolle,  on  voit  que 
cette  équation  a toutes  ses  racines  réelles  et  plus  grandes 
que  i;  en  sorte  que  si  l’on  pose 

4»2  ’ 
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les  quaiUilés  a et  a ne  poiiiToiii  pas  être  imaginaires  el 
eonjugiiées. 

On  voit  enfin  (pie  réquation  (i)  ne  peut  admettre  de 
solutions  réelles  et  rationnelles  que  celles  qui  sont  données 
par  l’équation  (5),  où  m el  n représentent  des  nombres 
entiers  indéterminés,  et  encoro  faut-il,  pour  qu’elle  en 
admette  l■(Teetivement,  que  la  «piantité 

, _ fn  -H  a)’ 

4 (7  a 

soit  une  racine  de  l'équation  (8). 

Je  ne  parlerai  point  ici  des  applications  que  j’ai  faites 
des  résultats  qui  précèdent,  el  je  renverrai  le  lecteur  aux 
divers  Mémoires  que  j’ai  |iubliés  sur  cette  question. 


H N. 
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DFi  Rsciîtr.s  d’urf.  équstion. 


Formule  de  Lagrange. 

Lagrange  a fait  connaître  dans  les  Mémoires  de  F Académie  de 
Berlin  pour  1^68,  et  plus  tard  dans  le  Tmité  de  la  résolution 
des  éf/uations  numérii/ue.f,  Note  XI,  une  formule  remarquable 
qui  donne  immédiatement  l’expression  de  la  somme  des  puis- 
sances semblables,  d’un  degré  négatif  quelconque,  des  racines 
d’une  é(|uation.  La  même  formule  peut  donner  aussi  la  somme 
des  puissances  semblables  d’un  degré  positif  ; il  suffira,  en  effet, 
pour  avoir  la  valeur  de  cette  somme  , de  transformer  l’équation 
proposée  en  mettant  au  lieu  de  l’inconnue  son  inverse,  et  d’ap 
pliquer  ensuite  la  formule  à cette  transformée.  Nous  allons  éta  - 
blir  ici  la  formule  de  Lagrange;  nous  supposerons  avec  l’il- 
lustre auteur  que  l’on  ait  mis  l’équation  dont  il  s’agit  sous  la 
forme 

(i)  ' H — .r -l-/(x)  = O, 

U désignant  une  constante  et  f {x)  étant  un  polvnôme  tel,  que 

/[x]  = A.  A,  a:  -f-  A,  x’  -f-  A,  -h  . . 

dont  nous  repré-senterons  la  dérivée  par  /' (x),  conformément 
à l’usage. 

On  sait  (voir  i)remière  leçon)  que  si  n , h,  c,,  . l sont  les 
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racines  de  l’equalion  (i),  la  somme 


I I 

+ -r:z 


sera  le  eoeflicient  de  .r"  dans  le  développement  de  la  fonction 

■-/'(■O 

Il  — X -i-/{  .1 } 


suivant  les  puissances  croissantes  de  x.  Soit  la  fonction  pins 
générale 

? (^)  ^ 

n — X-  ’ 

où  ç(x)  désigne  un  polynôme  ayant  pour  valeur 

Ÿ ^x)  — Bü  + B,  X + Bj  x^  -t-  Bj  X*  -t-  • • . , 

et  clierclions  le  coefficient  de  x"  dans  le  développement  de  cette 
fonction.  Si  l’on  commence  par  développer  suivant  les  puis- 
sances croissantes  de  y(x),  il  vient 


, . ? {fl  _ _ «P  w _ ? 

' U X f \x)  U X («  Xj  ' («  x)' 

Considérons  d’abord  le  premier  terme  du  second  membre, 


U — X H 


et  si  l'on  multiplie  de  part  et  d’autre  par  le  polynôme  ^{x), 
on  trouve  que  le  coefficient  de  x"  dans  le  dévelop|>ement  de 

T (-^)  1 

— — — a pour  valeur 

Il  — X 

B.  B,  B.,  , B, 

— — i -f- . , . H J 

„ « + I „ n H " — ' H 

OU 

B.,  -t-  B,  n -4-  B,  h’  H-  ...  H-  B„  h” 
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fn  soric  f|uo  rc  coefficient  pourra  être  reprcsonlc  par 

?(»)  \ 

pourvu  qu’on  ne  retienne  que  les  termes  qui  contiennent  « en 
dénominateur. 

Considérons  maintenant  un  terme  quelconque  du  seconil 
membre  de  l'équation  (a),  celui  qui  contient  la  puissance  i de 
/(x)et  qui  a pour  valeur 

' ' («— x)'-’-' 

D’après  ce  qui  a été  dit  plus  haut,  le  coefficient  de  x"  dans 
1^  développement  de 

n — X 

esi  pf'al  à 

? (»)[/(«)]'  ^ 

II"*' 

pourvu  qu’on  ne  retienne  que  les  termes  i|ui  contiennent  « eu 
dénominateur.  On  a donc,  avec  celte  restriction, 

?(^)[/(01- ^ y 

« — X ^ II"*'  ’ 

le  siyne  ^ s’étendant  à toutes  les  valeui-s  entières  milles  ou 

positives  de  Et , comme  la  différentiation  relative  à ii  ne  peut 
introduire  de  puissances  négatives  de  u dans  les  termes  qui 
n’en  contiennent  pas , on  aura , en  prenant  les  dérivées  d’ordre  i 
des  deux  membres  de  l’égalité  priicédente, 

?(»)[/(“)]■ 

- J»  * 

fhi‘ 


iv  nfli/ifll:. 

' ' f n ' 


Digitized  by  Google 


434  *• 

d'o»  il  suit  que  le  coefficient  de  x”  dans  le  développement  de 

?(^)[/(^)]‘ 

^ *’  (u—x)‘*' 

sera  représenté  par  l’expression 

I n""^' 

1.2../  du' 


où  il  ne  faiil  retenir  que  les  termes  qui  contiennent  //  en  deme 
minateiir. 

D’après  cela,  si  l’on  représente  par 

P,  -I-  P,  X + P,  4-  P,  , 

le  développement  de  la  fonction 

U — X 4-/(x)’ 

on  aura 

^ T (»)/(»)  ?("U/(»)P 

^(//)  //"■*•'  I //“+■ 

* " // "^'  "^  du  ”^1.2  du'  + . . . f 


pourvu,  nous  le  répétons,  qu’on  ne  retienne  que  les  termes 
qui  contienner.t  u en  dénominateur. 

Supposons  que  la  fonction  y (x)  soit  de  la  forme 


et  faisons,  pour  abréger. 


't'(//): 


, + (") 


la  valeur  de  P„  sera 

du  du 


j_ (//)[/(//)]’ 

1 .2  du' 


I 2 du' 
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Or  on  a,  en  faisant  “ ■'  = ^'(k), 

(l'V  (u)f  (h  ) 

,7„ = 


on  a aussi 


I («)[/(„)]-  , 

. . 2.Ï. / - ,iu  = rr::(7irr) ( « ) 

et , en  (lifférentiant  i—  i fois, 

' 'L 'LCi'H/W  ],;  _ _ t <i  («H/(«)  1 -'/'  («) 

'/n*  I.2.'r(/— i)  ■ ■ ,/«•-■  ■ 


an  moyen  de  ces  formules  de  réduction  la  valeur  de  P.  devient 

P,  = 'r(«)4-M"(«)/(«) 

■ J'  i_ 


I . 2 rltl 


1.2.3  fin’ 


Supppsons  maintenant  que  la  fonetion  ji{x)  se  réduise 
l'unité;  on  a 


d'ailleurs  P.  se  réduit  à 


I I I 

1 1_  _j 


On  a doue,  en  mettant  partout  n au  lieu  de  /j  -f- 1 et  en  désignant 

2». 
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où  l’on  ne  doit  retenir  que  les  termes  qui  contiennent  ii  en  dé- 
nominateur. 

Lagrange  a tiré  de  la  formule  préfcdenle  des  conséquences 
importantes;  il  en  a déilnil  en  particulier  la  formide  remar- 
quable <|uc  nous  avons  établie  dans  la  vingt-neuvième  leçon. 
Nous  renvoyons  pour  ces  dévelojipemcnts  au  Traité  ih‘  In  réso- 
lution des  étfuatinns  numérhjUfS. 

Formule  de  IFaring. 

Appliquons  ce  qui  précède  il  la  recherche  de  la  somme  des 
puissances  semblables  d’un  degré  entier  et  positif  n des  racines 
de  l’éqnation 

( I ) j:"  -(-/?,  J-'"-'  -f-  X " -h.  . .-F  />m-,  ^ + p^=  O. 

Nous  désignerons  par  o , 0,  r,.  . / les  racines  de  cette  équa- 

tion, et  nous  poserons 

= «”  -t-  è"  c"  -f- 

Si  l’on  change  .r  en  ->  l’i'quation  proposi'c  devient 


(a) . 


— x’-q-  — X’ = O, 
J><  i>,  ' 

Il  — xq-/(x)  = O, 


en  mettant  « au  lieu  de  — — -,  ilans  le  premier  terme,  et  eu 
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f\.x)  = —l'^x'  + '—x‘ 
\p>  p> 


Or  les  racines  ilc  l’équation  (a)  sont  les  inverses  de  celles  de 
l’équation  (i)  ; ou  aura  donc , d’après  le  théorème  de  lagrange, 


(3)< 


„ '' ,77T,  [/(")]’ 

I . 2 {tu 


1.2.3 


(tu  ' 


formule  dont  le  terme  général  est 


</-' 


(4) 


r,  [/(«)]' 


2 3 ...  « 


{lu'-' 


et  où  il  faut  retenir  seulement  les  termes  qui  contiennent  « en 
dénominateur.  Cherchons  à quoi  se  réduit  l’e.\pression  (4  ). 

Conformément  il  l’usage  adopté  par  plusieurs  géomètres , nous 
conviendrons  que  le  symbole  r (p  4-  i)  représentera  le  produit 
des  fi  premiers  nombres  entiers  dans  le  cas  de  p entier  positif, 
cl  que  le  même  symbole  se  réduira  à l’unile  dans  le  cas  de 
P = O ; ainsi  l’on  aura 

r (p  4-  i)  = I . 2. 3.  . .p  et  r(i)=i. 


Cela  posé , on  a 


/(«)  = — 

\P>  P< 


P> 


)■ 


et,  en  élevant  il  la  puissance  i. 


■(‘A, 4-t).-- .-Hi, 


le  signe  sommatoire  ^ s’étend  ii  tontes  les  valeurs  entières 
positives  ou  nullcs  des  espos;inls  assujettis  seule- 
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(5)  — J- 

Si  l’on  multiplie  cette  valeur  de  [/{u)]'  I>ar 


et 


qu’on  détermine  le  nombre  par  la  condition 
(6)  i,  4- 2).,  4- 3ij.  . .-4- = /J, 


il  viendra 


H [/(«)]■ 


i * 2 . . f U 

_ V-'  V - 

■“l’(Xj4-i)...  r(X„4-i) 


-(X.-ei), 


et  comme  nous  n’avons  à tenir  compte,  dans  le  second  mem- 
bre, que  des  termes  qui  contiennent  ii  en  dénominateur,  on  voit 
que  le  nombre  X,  ne  devra  recevoir  aucune  valeur  négative.  Si 
l’on  prend  les  dérivées  d'ordre  i — i,  par  rapport  à u,  des  deux 
membres  de  l’égalité  précédente,  il  vient,  en  ayant  égard  à la 
condition  (5), 


(7) 


[/(«)]■ 


du‘~' 


« r (X,  4- X,  4*-..  X„) 
r iX,4-iJ... r(X„4-i) 

’ 1 


m 


m 


I 


Le  second  membre  de  cette  équation  ( 7 ) exprime  la  somme 
des  termes  du  premier  membre  qui  contiennent  « en  dénomi- 
nateur ; ces  termes  sont  les  seuls  qu'il  faille  retenir  ; le  signe  ^ 

s’étend  à toutes  les  valeurs  entières  nullcs  ou  positives  des 
exposants  X, , X, , . . X„  susceptibles  de  vérifier  les  équations  de 
condition  (5)  et  (6).  En  faisant  successivement 

I = 2 , 3 , 4 > • • - T 


l’équation  (7  ) fera  connaître  la  partie  à (onserver  dans  les  dif 
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férenls  tenues  «lu  scc«>n«l  membre  de  l’equalion  (3),  à partir 
(lu  troisième.  Mais  je  dis,  de  plus,  que  le  second  membre  de 
l’équation  (7)  exprimera  pour  1 = 1,  la  partie  à conserver  dans 
le  deuxième  terme  de  la  valeur  de  s, , et  que  pour  1 = 0,  ce 

même  s«x;ond  membre  se  réduira  au  iiremier  terme  — de  la 

«» 

valeur  de  s„.  En  effet , pour  i =1,  les  exposants  X,, . . . , X, 
sont  nuis,  à l’exception  de  l’un  d’eux,  qui  est  égal  il  1;  si 
c’est  Xp  qui  est  égal  à 1,  X,  est  égal  k n — e d’après  la  condi- 
tion (fi);  le  second  membre  de  l’équation  (7  ) se  réduit  aloi-s  à 


le  signe  s’étend  aux  valeurs  de  0 depuis  0=2  jusqu’à 


P = m si  »i  est  moindre  que  n , et  jusqu’à  0 = 11  si  m est  plus 
grand  que  11.  On  voit  que  l’expi-ession  preiedente  rcpri'sente  la 

somme  des  termes  de  — " 'l'"  contiennent  u en 


dénominateur. 

Enfin,  pour/  = o,  les  exposants  X, , X, , ..,X„  sont  tous 
nuis,  et  X,  se  ri-duit  à n à cause  de  la  relation  (6);  et,  à cause 
de  « r (n  ) = r(« i),  on  voit  que  le  second  membre  de 


l’équation  (7)  se  réduit  au  terme  unique  — qui  est  le  premier 


terme  du  second  membre  de  l’équation  ( 3). 

Le  second  membre  de  l’équation  (7  ) ne  renferme  pas  expli- 
citement l’indice  1 ; donc,  d’après  ce  qui  précède,  ce  second 
membre  exprimera  la  partie  à conserver  dans  les  différents 
termes  qui  conqiosent  le  second  membre  de  l’équation  (3), 
pourvu  que  l’on  fasse  abstraction  de  la  condition  (5)  et  qu’on 
n'ait  égard  «pi’à  la  condition  (6).  Ainsi  l’on  a 


r(x,-f-i)...  r (x„ -(-t)  y/.-*--  --*--'. 
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OU,  on  riTiietlant au  lieu  Je  u, 

I>> 


(8)  .,=21 


r {>,-+- 1) r(X, 1 )..  .r (x„ -t- 1)  ' ’ 


•K 


le  signe  ^s’elendant,  nous  le  répétons,  à toutes  les  valeurs 

entières  nulles  et  positives  des  exposants  , . . . , X„  suscep- 
tibles de  vérifier  la  condition 


X,  — 2 X J “4“  3 X,  -t“ ...  “4“  /tt  X « — n . 

La  formule  (8)  fait  ainsi  connaître  immédiatement,  en  fonc- 
tion des  coefficients,  la  somme  des  puissances  des  racines 
d’une  équation  ; elle  a été  donnée  par  Waring  , dans  ses  AJecli- 
tationcs  algcbraicæ  {*  ).  Waring  ne  fait  pas  connaître  la  mé- 
thode qui  l'a  conduit  à sa  formule , il  se  borne  à en  vérifier 
l’exactitude  à posteriori. 

Application  de  ta  formule  de  /l'^aring  à l’équation  du  second 
degré. 

Écrivons  l’équation  du  second  degré  sous  la  forme 
— p.T  + q z=  O. 

Pour  avoir  la  somme  des  puissances  n“’“"  des  racines,  il 
faudra  faire,  dans  la  fprmule{8)  de  Waring, 

* Pt  = — p,  Pm  = p,z=  q-, 

si  l'on  pose,  en  outre,  X,  = p , on  aura  X,  = /i  — 2p.  On 
trouve  alors  cette  valeur  de  .t„. 


ç _ V (—')  " f(«  — p) 

^ r (n  — - 2p -4-i)  r {p 
le  signe  ^ s’étendant  aux  valeurs  de  p 
O,  I,  2,..., 


7 ’ 


(•)  terltii,  p.  i. 
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jus(|ti'iiu  plus  grand  entier  contenu  dans  - En  remplaçant  les  r 
par  leurs  valeurs,  il  vient 

/;  ( //  — 3 ) 

f,  = /j"  — n/3"  7 H — 7’  — ... 

+ (_,)■“  "("-P— <)(”-f^-2)...(/t-2p+l)  c ^ _ 

I . 2 ...  P 

On  déduit  immédiatement  de  cette  formule  la  valeur  du  poly- 
nôme V,  que  nous  avons  ettidié  dans  la  <|uatorzième  leçon.  En 
effet,  V„  est  une  fonction  entière  de  z définie  par  les  deux 
équations 

..  I '■ 

V„  = a:"-| , .r-4--=z. 

x"  X 


Il  s'ensuit  que  V,  est  lu  somme  des  puissances  des  racines 

de  l’équation 

{t  — x)  ^ t ^ = 0,  ou  e’  — ir  -t-  1 = o , 


par  conséquent  la  valeur  de  V„  se  déduira  de  celle  de  écrite  plus 
haut,  en  faisant  p = z et  7 =:  i;  il  vient  ainsi 


V,= 


1 . 2 


. (_ , )•“  " («  —f*  — ')■..(«—  a»  +■)  ^n—X, 

I .2. . . P 


formule  qui  coïncide  avec  celle  que  nous  avons  donnée  dans  la 
quatorzième  leçon  et  que  nous  avons  déduite  d’une  analyse 
toute  différente. 
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?;OTE  II. 

su»  l’rXPRESSION  d’une  fonction  SÏMKTIIIQUE  d'oRDHE  QUtL- 
CÜNQOF.  DES  RACINES  d’uNE  ÉQUATION  , EN  FONCTION  DES 
SOMMES  DE  PU1SSANCF.S  SEMBLABLES  DES  RACINES. 


Fonitiile  <le  ff'aring. 

\V.Triii{;  a donné,  dans  ses  Mcditnliones  algebreitccE  , une 
formule  qui  fait  connaître  rexpression  d’une  fonction  symé- 
trique d’ordre  quclcon<iue  des  racines  d’une  équation , en 
fonction  des  sommes  de  puissances  semidabics  des  racines. 
Nous  allons  établir  ici  cette  formule  remarquable. 

Soient 

les  m racines  d’une  équation  de  degré  m , et 
des  entiers  positifs  ou  négatifs. 

Nous  conserverons  la  nutation  dont  nous  avons  fait  usage 
dans  la  première  leçon  , en  sorte  que  représentera  la  soiiiiik' 
des  puissances  de  degré  a,  de  toutes  les  racines,  et  que  le  symbole 


désignera  la  fonction  symétrique  d’ordre  / , dont  tous  les  termes 

SC  déduisent  de  a:*'  a:^'  . . x,  ‘ , en  faisant  toutes  les  permu- 
tations possibles  des  racines.  Nous  supposerons  d’abord  que  les 
exposants  a soient  inégaux,  et  alors  on  aura 


‘)  Eihllf  Ifillii,  P s 
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Cctli'  formule  ]>erniel  de  calculer  les  fonctions  symétriques 
d'ordre  / <|uand  on  sait  former  celles  de  l’ordre/ — i ; on  en 
déduit  : 

— a,  ‘*’a,  ^a,  ^a,-l-  «,)  "*■  * i 

=Sa.S,.S..S„. 

S SS,  +•  s_  s„  s_  , _ + s s S_  , _ \ 

S.  S,  S„  , „ -I-  s , S,  s,  , , 4-  s,  s,  s,  , „ ) 

*1  *1  ',  *4  «1  *4  «I  -♦-«,/ 

/ ^a,  ^a,+ a,-H  «4  ^a,  ^a,-f- a, -t- a.\ 

^a.  ®a,-(- a,-T- a,  ■*"  ^a,  ^a, -I- a,4- a,/ 


4 ^*|"*"*4  ^«l"+"«4 


. S ^ 

a,-+-a,  -^a,-+-a, 


■*4  *l  + “l 


2.3s 


a,-t-a,"(-a,-t-a,  ’ 


On  peut  écrire  ces  formules  d’une  manière  plus  abrégée  et  dé- 
couvrir la  lui  de  leur  formation  en  faisant  usage  de  la  notation 
suivante  ; partageons  les  < indices 

, a, , . . . , a, 

en  divers  groupes.  Soient  >,  le  nombre  des  groupes  qui  con- 
tiennent un  seul  indice,  1,  le  nombre  des  groupes  qui  contien- 
nent deux  indices , . . . , X,  le  nombre  des  groupes  qui  contiennent 
i indices;  on  aura 

X,  -f-  2 Xj  “t-  3 Xj  -f- , . . -H  / X;  = < ; 

on  voit  (pie  X,-  doit  être  égal  à zéro  ou  à l'unité,  et  si  X,  = i, 
tous  les  autres  X sont  nuis.  Cela  posé,  ajoutons  entre  eux  les 
indices  a de  clnupie  groupe  et  désignons  par 
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les  sommes  oblcniies;  enlin  considérons  le  produit 


faisons  toutes  les  permutations  des  indices  a,,  a,,...,  ipii 
font  acquérir  à ce  produit  toutes  les  valeurs  distinctes  dont  il 
est  susceptible , ajoutons  tous  les  résultats  et  désij^nons  par 


la  somme  obtenue  qui  sera  une  fonction  symétrique  des  in- 
dices X. 

D’après  cette  notation,  les  formules  écrites  plus  haut  de- 
viennent 


2<'-rî*=T(3.,  o)  — T;0,  l), 

= T(3,o,  o)—  T(t,i,o)-|-  2T(o,  o,  i), 

2x^x?<.rï*xf‘  = T(4,  o,  o,  o)  — T(a,  1,0,0) 

I -t- 2T(i,o,  I,  o)  — 2.3T(o,  0,0,1), 

2-rT’ xï*x'f>.r“.  = T (5,  o,  o,  o,  o)  — T(3,  I , o,  o,  o), 
-H  7.T(2,  o,  I , o,  o)-|-T  (i , 2,  o,  o,  o) 
— 2.3Ï(i,  0,0,1,  o)  — 2T(o,  1,1, 0,0) 
+ 2.3.4  T(o,o, 0,0,  i), 


et  il  est  aisé  de  vérifler  qu’on  a généralement 

X*.  xî>...  xf. 
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le  signe  \'  ilii  seeoml  iiiemhre  s étendant  à tontes  les  valeurs 


de  i, , , qui  satisfont  à la  condition 

-i-  -t-  3 Aj  -f- . . . + I )/  = I , 


et  le  svniliole  I’  (jj.)  désignant , comme  dans  la  Note  I , le  pro- 
duit des  (A  — I premiers  nombres  entiers. 

y\n  moyen  des  formules  ( 9)  on  vérifie  l’exartitude  de  la  for- 
mule (3)  pour  / = 2 , 3,  4 I 5;  donc  , pour  établir  la  généralité 
de  eelle-ei , il  suffit  de  prouver  que  si  elle  a lieu  pour  / = /■, 
elle  a lieu  aussi  pour  r z=  -j-  i . Admettons  ilonc  ipie  l'on  ait 


(4) 


le  signe  2 du  second  membre  s’étendant  it  toutes  les  valeurs 
des  entiers  X , pour  lesquelles  on  a 

À|  -I-  2 ) J 3 Aj  -f- ^ Xi  — /■ . 

Il  est  éviilent  que  l’expression  de 


X 


t+i 


sera  formée  de  termes  tels  que 

1 ( X , X} , . . . , Xi  I Xi^.,  ) j 

où  l’on  aura 

X,  -f-  2X1-+-  3 Xj  -t-  . . . -I-  X*  -t-  ( ^ -I-  t ) Xi^.;  “ /■  4-  I i 

nous  allons  rlierelier  à déterminer  les  eoeffie'ents  «pii  multi- 
plient ces  différents  termes. 

.Siip[)osons  d’abord  que  X,  ne  soit  pas  nul , ce  qui  exige  que 
le  soit  ; on  aura 

A,  — I ) -I-  2 Xj  -t-  3 X , -f-  . ■ . "4*  ^ X.ji  X . 
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Cfla  pose , le  terme  en 

T (^1 , Xa  5 * • • a ^ )a 

ipie  nous  considérons , proviendra  en  partie  [ formule  ( i ) ] de  la 

multiplication  de  par  ^ comme  les 

termes  de  ce  produit  ne  peuvent  évidemment  se  réduire  avec 
ceux  qui  proviennent  du  changement  de  or,  en  a,  -t-  , ou  de 

«a  en  a-  -+■  aj*, , ou , etc. , il  est  clair  que  le  coefficient  de 

T (i,  a a • • ■ a ^*a 

dans  ^ x”'  ■ • • sera  égal  au  coefficient  de 

T(V  - I,  Xaa.  ■ •,>•*) 

dans  ^ c’est-à-dire  égal  à 

- r(3)'-...  r(X^; 

ce  résultat  est  conforme  à celui  qu’on  déduit  de  la  formule  (3) 
quand  on  y fait  ; = /•-)-  i . 

Considérons  maintenant  le  terme  en 

T (o,  àa  a-”a  a ^g+if  • a^t  > 

dans  .r“' .. . xf*  Ce  terme  provient  tout  entier 

[formule  (i)]dcs  résultats  que  l’on  obtient  en  cliangcant,  dans 
— V x“'  x’’  . . x"‘a  a,  en  a.  + ou  a,  en  ot,-(-  oUa  etc. 

Les  termes  de  l’expression  (4  ) de  — ^x®'  x**  . . . xJ'  qui  con- 
courent ainsi  à former  le  terme  que  nous  considérons  sont  évi- 
demment (le  la  forme 

T (Oa  àa  , . . - a -f-  I a la-  • - a à*)  , 

OÙ  g peut  avoir  toutes  les  valeurs  telles,  que  ne  soit  pas  nul , 
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et  le  coefficient  corre.«i|H)mlant  sera,  <ra|irès  la  roniuilc(4), 

- ■‘*r(2)‘''r(3)'‘.  + . ..r(xy‘- 

Or,  eliaciin  îles  termes  de 


r(o,  1,  , I , . . . , ).ji j 

contient,  d'aprèssa  définition  même , un  on  |dusienrs  faelenrs  de 
la  forine 

S 

«,  -H  «I  •+•  • ••  » 

où  le  nombre  des  indices  a est  égal  à^;  si,  dans  les  facteurs  de 
ce  genre , on  remplace  successivement  a,  |iar  a,  -h  ai+, , |uiis  a, 
par  oc,-t-  , puis,  etc.  , et  tpi’on  réunisse  ensuite  tous  les  rtv 
sidtats,  cliaque  ternie  sera  répété  ^ fois  dans  la  somme,  il  s’ensuit 
que  le  terme  en 

T (ü , ^2 , . . -f-  1 , ^-^.1  !,•••,  ^r) 


donnera , dans  ^.r”’ a:*’ ...  a;”*  , une  partie  des  termes 

contenus  dans  l'expression 

T (o,  i,. , 1^,  X,.,.,,...  ^1,  O',, 
et  (pie  ceux-ci  auront  pour  coefficient 


g(~i 


I 


ù cause  deg' r(^)  = f (§■-(-  i).  Or  les  termes  <pii  peuvent  naître 
des  diverses  v.aleurs  dont  g'  est  susceptible,  ne  peuvent  se  ré- 
duire entre  eux  ; donc  le  coefficient  de 


r ^ O , X, , X3 , . . . , X( , O ) 


dans  2 jf'  x“'  . . . est  nécessairement 


(->) 


*r(2)'T(3)^‘. . . r(i!  >■’*. 
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Ce  resuluit  est  conforme  à celui  i|n’on  déduit  de  la  formule  (3) 
en  V faisant  / = /(  -t-  i . 

Considérons  enfin  le  terme  en 

T(o,  O,  O,  . . o,  i) 

dans  x^'  . . . x**  • Il  se  forme  au  moyen  du  seul 

terme 

(—  0‘''(^)T(o,  O,  O,  O,  i) 

de — ^xf'  x”>...XjC  II  faut  effectivement,  pour  cela, 

ajoutersuccessivementai^.,  à chacun  des  indices  qui  entrent  dans 
ce  terme,  et  réunir  tous  les  k résultats  qui  sont  évidemment  éyaiix 
entre  eux.  On  voit  alors,  à cause  de  / r (/■)  = r (X  4-  i),  que 
le  terme  considéré  a pour  valeur 

(—  i)‘  f(X  -H  i)T(o,  O,  O,  . .,  O,  1), 

ce  qui  achève  de  démontrer  l’cxaclilude  de  la  formule  (3). 

Il  est  aise  de  trouver  le  nombre  iS  des  termes  contenus  dans 
la  fonction  que  nous  avons  désignée  par 

T (a,  , À, . . . , A,-  ). 

Kffectivetnent  chacun  de  ces  termes  correspond  à une  certaine 
distribution  des  indices 

a,,  a,,.  . a, 

en  X, -H  . . . 4- A,  groiqies  , et  Àj  désigné  généralement  le 
nombre  des  groupes  qui  renferment  X indices.  Écrivons,  sur  une 
même  ligjic,  tous  les  indices  a de  manière  que  ceux  qui  aj)particn- 
nent  à un  même  grou|>c  se  trouvent  places  à côte  les  uns  des 
autres,  en  coinmcnçanl  par  les  groupes  d’une  seule  lettre,  met- 
tant ensuite  les  groupes  de  deux  lettres,  et  ainsi  de  suite.  On 
pourra  former,  de  cette  manière , N permutations  ou  arrange- 
ments des  I indices  <pti  correspondront  resj)eclivcment  atix 
termes  de  T.  Si  maintenant  on  fait  dans  cbacun  de  ces  arran- 
gements tontes  les  permutations  possibles  des  indices  ipii  com- 
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posent  cliaquc  groupe,  sans  altérer  l’ordre  des  groiij>es  et  sans 
faire  passer  aucun  indice  d’un  groupe  à un  autre,  le  nombre  total 
des  arrangements  qu’on  obtiendra  sera  égal  à 

Nr(2)'T(3)'’...  r(/)'-T(/+ 

Enfin,  si  dans  chacun  des  arrangements  ainsi  formes,  on  per- 
mute entre  eux , de  toutes  les  manières  possibles,  d’abord  les  X, 
groupes  qui  contiennent  chacun  un  indice,  puis  les  X,  groupes 
qui  contiennent  deux  indices,  puis,  etc.,  sans  altérer  l’ordre  des 
indices  qui  composent  un  même  groupe,  le  nombre  de  tous  les 
arrangements  ainsi  obtenus  sera 

Nr{2)"’  r(3)'v..  i r{x,  + i)i'{x,-i-i)...r(x.-f-i). 

Or  il  est  évident  qu'en  opérant  ainsi  on  a formé  toutes  les 
r(i  + i]  permutations  des  i indices  sans  en  omettre  ou  en  ré- 
péter aucun.  Le  nombre  précédent  est  donc  égal  à r{i  -t- 1), 
et,  par  suite,  on  a 

*^  ('  + ‘) 

r(2)  ‘ r (3)  ’...r{<  -I- 1)  ‘ r(X, -f- 1) r (x,-t- 1). . . r (X,  -j- 1) 

La  formule  (3)  suppose  que  les  i indices 
a,,  a,,.  . a, 

soient  inégaux.  Supposons  maintenant  que  parmi  ces  indices,  il  y 
en  ait  p,  égaux  h a, , p,  égaux  à a,, . . .,  enfin  égaux  haf,  il 
est  évident  que  le  second  membre  de  la  formule  (3)  devra  être 
divisé  par 

1'  (pi  + ■)  I'  (;*j  + ■)  ■ • • (k*  ')> 

ainsi  que  nous  l’avons  dit  dans  la  première  leçon. 

Supposons;  en  particulier,  que  les  / indices  soient  égaux  à un 
même  nombre  « , on  devra  diviser  le  second  membre  de  l’é- 
quation (3)  par  f (i  H-  i)  ; d'ailleurs,  chacun  des  N ternies  de 

T(X,,X,,..  ,X.) 


se  réduit  à 


45o  note  II. 

donc  celte  fonction  a pour  valeur 


r(f  + 0 

OU 

r('  + i)  


K Saa-S.:> 


J. 

S s ...s.  ; 

at  IV.  tv 


la  formule  (3)  donne  alors 

2)(x.x, 

-y- 


(5) 


le  signe  ^ du  second  membre  s’étendant,  comme  prccédem- 

raent , aux  valeurs  nulles  ou  positives  des  entiers 
susceptibles  de  vérifier  la  condition 

-t-  2^3  -t-  . . • + I — f • 

Détermination  des  coefficients  d'une  équation  en  fonction  des 
sommes  de  puissances  semblables  des  racines, 

La  formule  (5)  donne  immédiatement  l'expression  des  coefti- 
rients  d’une  équation  en  fonction  des  sommes  de  puissances 
semblables  des  racines. 

Soit  l'équation 

X"  + p,  X"—'  -+-  Pi  ■c'”"’  Pm~i  -r  -f-  />«  = O , 

et  représentons,  comme  précédemment,  par 

•^1  > J • • • » 

SCS  m racines.  On  a 

/>,  = (— i)'  ^.ir,  X,.  . . X,-; 
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par  suite,  la  formule  (5)  tienne,  en  y faisant  a = i, 

_ y (~iÿ'  + h 


43 1 


s!' 


le  signe  ^ s’étendant  toujours  aux  valeurs  nulles  et  positives 
des  exposants  X qui  vcrifient  la  condition 

X|  2 Xj  -j- . . • t X,-  3T  I. 

En  faisant  < = i , a,  3,  4 > etc. , on  trouve 


-4-7»:-  — s;s,  + is,  s, 

2.3.4  ^ 


Il  est  aisé  de  vérifier  ces  résultats  au  moyen  des  formules  de 
Newton. 
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SUR  IJi  nÉTEHMINATlON  DU  DERIflEH  TERME  DE  u’iÏQUATtOR  AUX 
CABRÉS  DES  DIFFÉRENCES. 


Le  produit  des  carrés  des  différences  des  racines  d'une  équa- 
tion prises  deux  k deux  , ou , ce  qui  revient  au  même , le  dernier 
terme  de  l'équation  aux  carrés  des  différences , est  une  fonction 
entière  des  coefficients  de  l'équation  proposée,  qui  possède 
plusieurs  propriétés  remarquables  et  qu'on  a occasion  de  con- 
sidérer dans  diverses  questions  d’analyse  supérieure.  Nous  avons 
fait  connaître,  dans  la  deuxième  leçon  , le  procédé  de  M.  Cau- 
chy , par  lequel  on  peut  calculer  la  fonction  dont  il  s’agit , 
pour  une  équation  du  degré  m , lorsqu'on  connaît  la  valeur 
de  cette  même  fonction  pour  une  équation  de  degré  ///  — i. 
Je  me  propose,  dans  cette  Note  , d'indiquer  un  procédé  nou- 
veau et  d'une  grande  simplicité  pour  résoudre  la  même  ques- 
tion. 

Soit  l’équation  de  degré  m , 

(i)  =0, 

et  désignons  par  V,  le  dernier  terme  de  l’équation  aux  carrés 
des  différences  des  racines.  Il  résulte  de  la  théorie  des  fonc- 
tions symétriques,  que  V,  est  une  fonction  entière  des  coel- 
ficients  et  que  chacun  des  termes  de  cette 

fonction  renfermera  m (ni — t)  dimensions,  si  l’on  considère 
chaque  coefficient  /)  comme  ayant  autant  de  dimensions  que 
son  indice  contient  d’unités.  D’après  cela,  la  valeur  de  V, 
ordonnée  par  rapport  aux  puissances  dé-croissantes  de  />« 
aura  la  forme 

(?)  V„=Ai//^  -h  A,/>^  + P ^ A„_, 4-  A,, 

A, , A, , . . . , A. étant  des  fonctions  entières  de p,  .,/>«-■ 

dont  la  première  est  une  simple  constante. 
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Désignons  par  V„_,  le  dernier  terme  de  réipiution  au.\ 
carrés  de  différences  des  racines  de  l’éipialiuii 

(3)  + = O. 

Lorsque  est  nul,  la  fonction  V„  se  réduit  à A«;  d’un  autre 
côté,  l'équation  (i)  se  déduit  alors  de  l'équation  (3)  en  imil- 
tipliant  celle-ci  par  x,  c’est-à-dire  en  y introduisant  une  ra- 
cine nulle.  Il  s’ensuit  évidemment  que  l'on  a 


Cela  posé,  il  est  évident  que  la  fonction  V„  ne  eliangcra 
pas,  si  l’on  augmente  chaque  racine  de  l’équation  (i)  d’une 
même  quantité  /i;  or,  par  ce  changement,  les  coefficients 
l‘i,  Pt prennent  des  accroissements 

^Ptt^Plf  t ^Pm-tt^Pm 

ijui  s'évanouissent  avec  h , et  dont  les  termes  qui  contiennent  h 
à la  première  puissance,  sont  respectivement 

mh,  (m~\)pjt,  {m  — 2)/),/i,...,  pm-th- 

L’accroissement  correspondant  AV„  de  V„,  savoir: 


SV„=~^p, 

dp, 


dp, 


S/i, 


. . -H  -J—  A/a 
dpm 


est  nul,  quel  que  soit  /i,  et,  par  conséquent,  le  coefficient 
de  la  première  puissance  de  /i  est  identiipiement  nul  ; on  a 
donc 


,/V„  dV„  ,l\\ 

r — h ( '«  — l)p,  H I «I  — 2)  /'j  -7— 

dp,  "dp,  ' dp. 


d^ 

'Ipm 


On  peut  obtenir,  d’une  autre  manière,  cette  équation  qui 
va  nous  conduire  à la  valeur  de  V„.  Si , en  effet , on  fait 
disparaître  le  second  terme  de  l'équation  (i)  et  qu’on  exprime, 
par  le  moyen  des  différentielles  partielles , que  \„  est  une 
fonction  des  coefficients  de  l'équation  transformée , ou  re- 
trouvera l'équation  ipic  nous  venons  de  former.  Nous  écri- 


fi  y, 

fiK 
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rons,  pour  abréger,  celle  équalion  (le  la  manière  suivante: 

(/V, 


O, 


en  feignant  que  p, , jj, , . . . , p„  soient  des  fonctions  d'une  va- 
riable qui  aient  respectivement  pour  dérivées 


flpm- 


fipm 

a/»— >>  =p.~, 


dp,  dp, 

- = m,~  = [m-i)p 

En  différentiant  l’équation  (2)  par  rapport  à la  variable  fic- 
tive Ç,  se  rappelant  que  A,  est  une  constante  dont  la  dérivée 
est  nulle,  il  vient 

= — ')  A. />"—+(«!  — 2)  A, -4-  2 A»_,  /J.-H  A._,J 


//Aj 


<'/Aj  »,_3 


dAn—i  î . (f  A«_, 


-p„  + 


dt, 


dA. 


d\. 


Or,  est  identiquement  nul;  on  a donc,  en  égalant  à 
zéro  les  coefficients  des  puissances  de  p„. 


Pm-,  A„_,  -h  ~ — O , 


ftK. 

d< 


. dA,_, 

A„_,  H — 


3/>,_i  A. 


fi  ^m  — 7 


I ov  . d K, 


(w  — 2)y^,_,  A,H- 


dï 

dA, 

~dï 

dA, 


o. 


(OT— A, -4-—  =0. 

a Ç 

Or,  si  l'on  connaît  V„_,,  la  valeur  de  A«  s’en  déduit  immé- 
diatement, comme  on  l’a  vu  plus  liant,  et  les  équations  preeé- 
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(lentes  donneront  ensuite  successivement  Aa_,,  A._i,  etc.  En 
sorte  que  la  valeur  de  V«  se  déduit  de  celle  de  V„_|  par  de  sim- 
ples différentiations. 

Exemple.  — On  a 

— 4/'>; 


supposons  qu’on  veuille  avoir  V,.  On  posera 
Vj  = A,  A,  /(j-f-  Aj, 


et  si  l'on  fait 


<lp,  _ , _ 


on  aura 


/^.  A, -t-  -^  = 0,  2/j.A,  4-  -^  = O. 

On  a d'abord  cette  valeur  de  Aj,  savoir, 

a,  = a>;  {/^î  — 4/'i)  = p\p\  — ^pU 


on  en  déduit 

et,  par  suite, 
on  trouve  enfin 

et,  par  suite , 
On  a donc 


fl  A, 


18/^,  p]-i- ^p] P „ 


A,=  i8p,/h  — 4/-'!; 


I y 


A.  = — 27. 


V,  = — 27 /'î  {iSp,Pf—  ^p])pf  -i-p',  p\  — 4/’î- 

Supposons  encore  qu’on  veuille  avoir  'V,.  On  posera 


V,  = A,  /(J  -H  A,  !j\  4-  A,  />,  4-  A, , 


puis 

1! 

/ '^Pf  -î 

4,  ^ç=3/^, 

(/ç 

= 

cl 

>/ A, 

/<,  A, 4- 

= 0, 

. , (/A, 

2/>,A.4-^  = 

■ f. 

3/'j  A,  -1 — ~ 
«C 
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On  a d’abord 

A4  = -27/^j-t-  >8/J,  4/>;  />!-+- p\  p\—^p\  p\, 

d’où 


-^=  — i^ip,p\-h &P]  pl+Sop,p]p\—i8p\  p,pl 

+ ^P\  P\P>—'^P\P^, 
e( , |>ar  suite, 

Aj=  i44/j,/jî  — — 8oy>,/j;/^,-(-  iQp]p,p, 

— 4/^î  /'i  — '6/^î, 

«roù 

fl  K 

384/^,  pI+ 256p]p,—  28Sp\  p,p,  4-  54 />;/>„ 


et,  par  suite, 

A,  = — tgay»,  />,  — i28yt;  + x44/^; 

d’où 


et,  par  suite. 


rfA,  _ 
r/Ç  ~ 


768 />o. 


A,  = 256, 


ce  qui  achève  de  déterminer  la  valeur  de  V,. 

Dans  le  cas  particulier  du  quatricrac  degré,  on  peut  mettre 
sous  une  forme  commode  pour  le  calcul  arithmétique  l'expres- 
sion du  produit  des  carrés  des  différences  des  racines.  Prenons 
l'équation  proposée  sous  la  forme 

nx'  4 i-f'  -f-  6 fx’  -f-  4 tir  -1-  e = o , 

et  soient 

I = ac  — 4 "t"  3 r’, 

J — ace  4-  2 bctl  — nrf’  — cb’  — 4. 

On  aura , en  désignant  les  quatre  racines  par  a , p , 7,  <î , 

o‘X  (a  — P)’(“— V)’(='  — «)’(P  — V)’(P  — «)’('/  — 5)’ 

= i6(P  — 27  J’). 

C’est  M.  Cnylcy  qui , le  premier,  a trouve  cette  formule. 
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NOTE  IV. 


SUR  LA  UfcCOMPOSITIOT*  DES  FRACTIONS  RATIONNELLES  EN  FRACTIONS 
SIMPLES. 


Désignons  par  F (x)  une  fonction  rationnelle  quelconque, 
par 


c I , 


les  racines  de  1 équation 


F(x)-"’ 

cl  par 

«I,,  III  ^ 

les  degrés  de  mulliplicité  respectifs  de  ces  racines. 
Soit  aussi , pour  abréger, 


f{x)  = {x—x,)"‘  F (x). 


<}{x)  désignant  une  fonction  qui  a une  valeur  finie  différente 
de  zéro  pour  x=  x,. 

Si  l’on  imagine  que  la  fonction  rationnelle  F (x)  soit  décom- 
posée en  fractions  simples,  la  somme  des  fractions  relatives  à la 
racine  x,  sera 


(x  — .r,)’  i.(x  — X,)' 


ni  — I— I 
? ■ 


.2...(m,— I — i)(x— x,)'+' 


m — i J \ 

T ‘ 

1.2...  (m,—  i)(x  — X,] 


ainsi  qu’on  l’a  vu  dans  la  sixième  leçon.  Par  suite,  cette  soniinc 
s'obtiendra  en  faisant  Ç = o dans  l’expression 


1.2... 


?(a:i  + !;) 

(x  — X,  — Ç)" 

fl  y. 

{ni,  — i — l)(x  — X, 


^ ?'  ( 

I (x  — X,  — Ç)”i-‘ 

_ (j»  + O 

-l-'-'-t-  , 2 _ X,  — O 
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Or  + 4),  ^"(xi-f-Ç),  etc.,  peuvent  être  considérées 
connue  les  dérivées  de  y (x, Ç)  par  rapport  à la  variable  Ç, 
et  alors  il  est  aisé  de  voir  que  l’expression  précéilente  se  réduit  à 


^.{x,  + Ç) 


r (p)  désigne,  comme  dans  les  Notes  precedentes,  le  produit  des 
P — I premiers  nombres  si  p est  plus  grand  que  i et  doit  se 
réduire  à l’unité  pour  p = i . 

Comme  on  a 

ç(x,  H-  !;)  = !;"  F (x.-t-ç), 


la  somme  des  fractions  simples  relatives  à la  racine  x,  sera  égale 
à la  valeur  que  prend,  pour  Ç = o,  l’expression  suivante  : 


r-F(x,-+-!;) 


r ( ni,  ) 


si  donc  la  fonction  rationnelle  F (x)  ne  contient  pas  de  partie 
entière,  on  aura 


I X — X,  — g 

>iC~' 


Dans  cette  formule,  il  faut  faire  Ç=o,  après  les  différentiations; 
le  signe  soromatoirc  ^ s’étend  à toutes  les  racines  x,,  x„. . 

x,^.  11  est  presque  superOii  d’ajouter  que  si  le  <lcgré  de  multi- 
plicité d’une  racine,  dex,  par  exemple,  se  réduit  à i,  la  dérivée 


F (x,-i-^) 


X — X,  — Ç . , , ÇFl'x,  -+-  Ç) 

SC  réduit  a 


, X — X,  — : 

On  obtient,  d'après  cela  , celte  expression  Irè-s-sinqilc  «le  l'in- 
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x)  ilx,  savoir: 


F(x)  dx  = y -L— 

Si  lu  fonction  F(x)  contient  une  partie  entière  E (x),  on  a 


r(,j=E(,)-H2r^,' 


J.-.  {~'F(J, + t) 

X X, Z 


<lz" 


il  est  aisé  de  trouver  la  valeur  de  E (x).  Désignons  par  n l’excès 
du  degré  du  numérateur  de  F(x)  sur  celui  du  dénominateur; 

n sera  le  degré  de  E (x).  Cela  posé,  si  l’on  change  x en  - dans 

l’équation  .précédente  et  qu’on  multiplie  ensuite,  de  part  et 
d’autre , par  z",  on  aura 

F(x,  -f-ç) 


I — (x  I + Ç ) Z 


dZ 


Il  s’ensuit  que  si  l’on  développe  z"  F en  série  ordonnée, 
suivant  les  puissances  croissantes  de  z,  la  somme  des  termes 
dont  le  degré  ne  surpasse  pas  n sera  z"  E • Or,  Z désignant 
toujours  un  inrinimenl  petit,  on  a,  parla  formule  de  Maclaurin , 

/V  {7) 


donc  on  a 


dZ 


+ h 


a-  ''"«"«-'(J) 


r . 2 . . , « 


dZ" 
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ft,  par  suite, 
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r/Ç"F 


(0 


E(a:)  = x»i;”F 


X 

1 . 2 


r/Ç* 


rfç- 


On  peut  trouver  une  autre  expression  plus  simple  du  poly- 
nôme E (x).  En  effet,  le  coefficient  de  Ç""‘  dans  le  dcveloppe- 

incnt  de  ?•  F » suivant  les  puissances  croissantes  de  Ç,  est 


égal  au  coefficient  de  Ç’  dans  le  développement  de 
int  I 

j)  , 


d’ailleurs,  ces  coefficients  sont  les  valeurs  que  prennent,  pour 
Ç = O , les  deux  quantités 


r/"->  Ç"  F 


r (/»  -M)  rfç-  ’ 


r {«  — » -t- 1)  rfÇ""' 
donc  on  a , pour  Ç = o , 

, F (i) 

i’(«  — i-Hi)  rfç"-'  r(«-+-i)  f/ç«  ’ 

et  il  faut  rcmar(|uer  que  le  premier  membre  doit  être  réiluit 
à Ç"  F ^ dans  le  cas  de  i = «. 

D’après  cela,  la  valeur  de  E (x)  devient 

^ d-Ç"F  (i -4-ïxH-Ï'x=-H...4-Ç«x-“) 

I' («  H- i)  “Trç«  ~'  ’ 

enfin,  comme  on  a évidemment,  pour  Ç =:  o,  et  pour  , > «, 


(i-  Ç“+'  F 
7/Y» 
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on  peut  aHssi  «Ti'iro 


5 F ’ 


Ï*F 


(f) 


l'{«-Hl)  </Ç 


' — Cx 


On  .1  donc  la  fonnnle  suivante  qui  donne  la  valeur  d’une  fonc- 
tion rationnelle  quelconque  K (x)  décomposée  en  une  partie 
entière  et  en  fractions  simples,  savoir: 


Ï"F 


(0 


' ' r (n  + I 


f/". 


-,  r-  F(x,  -t-i;) 

X — X,  — Ç 


I -T  — 

2d  r-7;ir)  ~dt^' 


(n  + I)  c/Ç"  ' ^ r (m.)  rfç- 

la  quantité  Ç devant  être  égalée  à zéro  après  les  différentiations. 
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NOTE  V. 

sua  u:<E  APPLICATION  de  la  MÉTnODF.  DP.  TSCHIENAUS. 


M.  Jerrard,  géomètre  anglais,  a démontré,  dans  cos  derniers 
temps,  qu’on  peut  faire  disparaître  d'une  équation  quelconque  le 
deuxième,  le  troisième  et  le  quatrième  terme  par  la  ré-solution 
d’une  seule  équation  du  troisième  degré.  Nous  allons  démontrer 
ici  ce  remarquable  théorème. 

Nous  commencerons  par  établir  le  lemme  suivant  : 
ünc /onction  homogène  et  entière  du  second  degré  de  n quan- 
tités est  la  somme  des  carrés  de  n fonctions  linéaires. 

Soit  V une  fonction  homogène  et  entière  du  second  degré  des 
n quantités 

en  l’ordonnant  par  rapport  à n,_,,  on  aura 
. V = Pa^_,  -t-  Qo,-i  + R; 

P est  une  constante,  Q une  fonction  homogène  cl  linéaire  des 
H — I quantités  a,,  n,,..,,a,_,,  enfin  R est  une  fonction  homo- 
gène et  du  second  degré  de  ces  mêmes  quantités.  On  peut  écrire 
aussi 


ce  qui  montre  que  V est  égal  au  carré  d’une  fonction  linéaire  des 
n quantités  Oui  n«_i,  augmentée  d’une  fonction  entière  et 

homogène  du  second  degré  des  n — i quantités  a,,  o, , . , n,_, 
En  opérant  sur  cette  dernière,  comme  on  a fait  sur  V,  on  l.i 
décomposera  en  deux  parties  dontl’une  sera  le  carré  d’une  fonc- 
tion linéaire  de  n — i quantité-s  et  dont  l'autre  sera  une  fonc- 
tion entière  et  homogène  du  second  degi-é  de  n — 2 quantitiéi 
seulement.  El,  en  continuant  ainsi,  on  mettra  V sous  la  forme 
suivante  : 
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Vi,  V,,  V),. . . , V,  Otant  des  fonctions  linéaires  qui  renferment 
respectivement  n,  n — i,  « — 2,...,  i quantités;  ce  qui  dé- 
montre la  proposition  énoncée. 

Passons  maintenant  a la  démonstration  du  théorème  que  nous 
avons  en  vue.  Soit  l’équation 

xT-Jrp,  Jf"-'  + ...-i-  y,„_,  X = O , 

et  posons 

y ■=  a,  a,  X + x‘‘  + a,j^  + x'. 

Soit  aussi 

r"  -H  q,  -I-  + 7>  7.-1  / -1-  7,  = o 

l’équation  en/.  D’après  ce  qu’on  a vu  dans  la  huitième  leçon  , 
la  somme  des  puissances  p'”"'  des  racines  de  l'équation  en 
_>•  est  une  fonction  liomogène  et  entière  du  degré  p des  cinq 
quantités  a,,a,,a,,a3,np,  par  suite,  les  coefficients >/,,  7,,..., 7» 
sont  aussi  des  fonctions  entières  et  homogènes  des  mêmes  quan- 
tités, et  les  degrés  de  ces  fonctions  7 sont  ])récisément  égaux  à 
leurs  indices.  Cela  posé , pour  faire  disparaître  le  second , le  troi- 
sième et  le  quatrième  terme  de  l’équation  en  /,  il  faut  faire 

7i  = O.  qi  — O,  7,  = o. 

Iji  première  de  ces  équations  est  linéaire;  tirons-en  la  valeur 
de  (7,  en  fonction  de  a,,  a,,  a,,  a,  pour  la  porter  dans  les  <lcux 
autres,  et  supposons  que  celles-ci  deviennent 

'7',  = O.  7',  = o- 

Les  premiers  memhrcs  de  ces  équations  sont  des  fonctions  ho- 
mogènes des  degrés  2 et  3 respectivement  des  quatre  quantités 
a,,  a,,  a,,  a,.  Or,  d’après  le  Icmme  qui  a été  démontré  en 
commençant,  l’équation  7',  = o peut  se  mettre  sous  la  forme 

H-  /<’  X*  = o, 

/,  g,  h,  k étant  des  fonctions  linéaires,  et  celte  équation  sera 
satisfaite  en  posant . 

/’-+-g’  = ü,  /i>-f-X»=:o, 
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OU 

f = s '<!—  ‘ - /'  = / v^—  I . 

Ces  deux  dernières  équations  sont  linéaires;  si  l’on  en  tire  les 
valeurs  de  o,  et  a,  pour  les  porter  dans  l’équation  q\=o,  celle-ci 
deviendra 

7*  = o. 

et  son  premier  memijre  7"  sera  une  fonction  homogène  et  du 
troisième  degré  des  deux  quantités  n,  eto,.  L’une  de  ces  quan- 
tités peut  être  prise  arbitr.iirement,'  et  l’autre  dépend,  comme  on 
voit,  d’une  équation  du  troisième  degré.  Les  quantités  o,  et  n, 
étant  déterminées,  les  valeurs  de  <7,,  n, , a,le  seront  aussi  immé- 
diatement. L’équation  en  y se  réduit  alors  à 

r “ + 7*  r -1-  7"  = O • 

Par  la  même  transformation  on  peut  faire  disparaître  le 
deuxième,  le  troisième  et  le  cinquième  terme  d’une  équation 
quelconque;  seulement,  la  détermination  des  arbitraires  <t„  a,, 
fj,,  a,,  n,  exige  la  résolution  d’une  équation  du  quatrième  de- 
gré au  lieu  de  celle  d’une  équation  du  troisième  degré. 

Enfin,  si  à la  transformation  de  Tschirnaüs  on  joint  la  transfor- 
mation qui  consiste  .’t  remplacer  l’inconnue  par  son  inverse,  on 
voit  que,  par  le  moyen  d’une  seule  écpiation  du  troisième  ou  du 
quatrième  degré,  il  est  possible  de  faire  disparaître  d’une  équa- 
tion quelconque  les  trois  termes  qui  précèdent  le  dernier  ou  bien 
les  deux  qui  précèdent  le  dernier  avec  celui  qui  précède  le 
dernier  de  quatre  rangs.  Et,  dans  le  cas  particulier  de  l’équation 
du  cinquième  degré,  il  est  clair  qu’on  peut  faire  disparaître  ainsi 
trois  termes  quelconques  entre  le  premier  et  le  dernier.  Ainsi,  par 
la  transformation  dont  il  s’agit , l'équation  du  cimpiiènie  degré 
peut  toujours  être  ramenée  à l’une  quelconque  des  «piatre  formes 
X-  -h  pj:  -h  y = O, 

-h  px^  -4-7=0, 
x'-h  px'  -4-  7 =0, 
x'  -4-  px'  -4-7=0. 
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NOTE  VI.  ■ 

sim  l’icMMIKATION  I.’iIVE  1NC0SS<!K  F.NTRK  deux  Kgl  ATIOXS. 


Nous  avons  fait  connaître,  dans  la  truisième  leçon,  la  mé- 
thode,fondée  sur  la  théorie  des  fonctions  symétriques,  pour 
former  l’équation  finale  qui  résulte  de  l'élimination  d'une  in- 
connue entre  deux  équations;  nous  avons  démontré  ensuite 
que  le  degré  de  l’équation  finale  relative  à deux  équations 
générales  des  degrés  m et  n respectivement  est  précisément 
égal  à mn,  et  que,  dans  aurun  cas,  ce  tiegré  ne  peut  surpasser 
le  produit  des  degrés  des  équations'  proposées.  Nous  sommes 
revenu  sur  cette  question  dans  la  neuvième  leçon  ; mais,  ü l’é- 
gard des  équations  particulières,  nous  nous  sommes  borné  en- 
core , comme  nous  l’avions  fait  précédemment , à assigner  la 
limite  que  ne  peut  dépasser  le  degré  de  l'équation  finale.  Nous 
allons  indiquer  dans  cette  Note,  d'après  M.  Minding,  un  moven 
simple  de  déterminer  avec  précision  le  degré  de  l'équation  finale 
relative  à deux  équations  quelconques  données  (*). 

développement  iV  une  fonction  nlgt’hrfqnc  implicite  en  série  or- 
ilonnér  suivant  les  puissances  ilécroissantcs  de  sa  variable. 

Soit  • 

^1}  • ' M(ar,r)  = o 

une  équation  entre  les  deux  variables  j:  et_y.  Les  racines  v sont 
des  fonctions  de  X , et  si  l’équation  est  complète,  chaque  racine, 

(*)  Ünc  traduction  (lu  IVIciuuirc  rtc  >1.  Minding  a vie  puhUê<*  dans  lo 
torac  \ I du  Joui  nnl  de  Mathcmolitfurs  f/urt's  et  rtppfft^udcf,  I..a  méthode  cni- 
ployi'c  par  rc  j^comolrc  repose  sur  des  considérations  analogues  à celles 
f)iicnoiis  abolis  duveloppccs  dans  Ei  neuvième  lev'on. 

3o 
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ainsi  (|u’on  l’a  vu  dans  la  neuvième  leçon,  peut  être  dévelop- 
pée dans  une  série  de  la  forme 

a”  ■ a* 

r = ajr  -4-  a'  H 1-  — + 

.r  a-’ 

En  sorte  que , dans  le  cas  général , les  racines^'  d'une  équation 
à deux  variables  j et  ^ sont  du  premier  degré  par  rapport  à 
a:  ( * ).  Mais  il  n’en  est  pas  toujours  ainsi , lorsque  l’équation  que 
l’on  considère  manque  de  quelques  termes.  Nous  allons  indi- 
quer un  procédé  pour  trouver  généralement  les  degrés  des  ra- 
cines/ de  l’équation  (1),  et  pour  former  les  développements  de 
CCS  racines  en  séries  ordonnées  suivant  les  puissances  décrois- 
santes de  X. 

En  ordonnant  l’équation  (i)  par  rapport  aux  puissances  dé- 
croissantes de/ , nous  l’écrirons  de  la  manière  suivante  : 

(2)  A/  -)-A,/  ' H-...-)- A*/  *-4-...*4- A,/  '-t-A,^,.=  o, 
et  nous  désignerons  par 

f».  4*1)  (*■)•••>  (**)•  • • ) (*.) 

les  degrés  des  coeflicients  . • -_ 

A , Al , A, , . . . , A/ , . . . , A, , , 

qui  sont  des  fonctions  entières  de  x. 

Cela  posé,  désignons  par  r un  exposant  indéterminé,  par  n ■ 
une  nouvelle  variable,  et  faisons 

X = n.r'-, 

l’équation  (2)  devient 

(3)  Ax  U -f-  A,x  ‘ ..-4-  AiX  ..-f-  A.+,  = 0, 


(')  On  dit  qu’une  fonction  x de  jc  est  du  dpfjrc  r lorsque  le  quotirni 
~ n’est  ni  nul  ni  infini  pour  ))=:  sc  . 
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ou,  en  divisant  par  A.r"% 


U 


dans  cette  équation , les  degrés  relatifs  à x des  coefficients  des 
termes  qui  suivent  le  premier  sont  res|>ectivement 


Désignons  par  p,  le  plus  grand  des  nombres 

p,  — ;»*  — (*  p.  — f*  — f* 

. î 

m — m,  m — nu  m — m,  m 


U4  — U 

et  supposons  que  — =—  soit  le  dernier  de  ceux  qui  sont  égaux 

à p,.  Si  l’on  fait  r=  p,,  quelques-uns  des  nombres  (5)  seront  nuis, 
mais  tous  les  autres,  et  en  particulier  ceux  qui  suivent  le  ^ 
seront  négatifs;  en  sorte  que,  pour  a:  = x , l’équation  (4)  pren- 
dra la  forme 

H -f-.  . . Bjh  * O,  ou  «v(«)=0. 

ies  coefficients  B ayant  des  valeurs  finies  et  le  dernier  d’entre 
eux  Bt  étant  different  de  zéro.  Cette  équation  (6)  a m*  racines 
milles,  et  m — nu  racines  finies  et  différentes  de  zéro.  Il  s’ensuit 
que,  parmi  1^  racines  y de  l’équation  (2),  il  y en  a dont 
les  degrés  sont  inférieurs  h p,,  et  m — tiij,  dont  les  degrés  sont 
égaux  p|.  En  outre,  les  premiers  termes  des  séries  qui  repré- 
sentent ces  dernières  racines  sont  égaux  aux  diverses  valeurs 

de  ax^‘  quand  on  prend  successivement  pour  a , chacune  des 
racines  <le  l’équation 

/(a)  = o. 

Cherchons  maintenant  les  i»remiers  termes  des  séries  qui  re- 

3o. 
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présentent  les  /«i  ravines  j de  degré  inférieur  h f,.  En  divisant 

m.r 

réquation  (3)  par  A*  x ‘ , clic  devient  ^ 


(7) 


A» 

Ai 


H 


A* 


les  coefficients  des  termes  qui  précèdent  « ‘ont  pour  degrés 

— {m—nn)(  — A,---,  — (/«i_,  - «»*  ) ( ^ ^ - A , 

' ' \w  — nu  / — nu  f 

et  ceux  des  termes  qui  suivent  u ‘ ont  pour  degrés 

1^  / 

(mt—  m+i)  I r 5 • • ■ ) 

Désignons  par  p,  le  plus  grand  des  nombres 


(9) 


— (**  ^ 
m*  — m,_n 


fil  — P* 

1 

rru  — mt' 


— P* 
■“  ■— — 1 


et  supposons  que  — — soit  le  dernier  de  ceux  qui  sont  égaux 

i)  p,.  Il  est  aisé  de  voir  que  p,  est  plus  petit  que  p,.  Em  effet,  on 
a , par  hypothèse , 

.f^=p.  et  '^'i<p,: 
m — m,  m — mv 


et  l’on  en  déduit 


^ ou  p><p.- 

mk  — nu‘ 

Si  l’on  fait  r = p,,  les  nombres  (g)  sont  nuis  ou  négatifs,  et  en 
particulier  tous  ceux  qui  suivent  le(*' — *)'“"sont  négatifs.  On 
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voit  aussi  que  tous  les  nombres  (8)  sont  négatifs;  car  si  g est 
X , on  a , par  hypothèse  , 


d’où 


/«  — nig 


ou 


avec 


pt — » 

III  — OT* 


H — (*t  _ 

III  g — lin 


ou  >p, 


et 


— N 

iiig  — irti 


— p,>o. 


D’après  cela , si  l'on  y fait  /■  = p,  et  a:  =r  ao  , l’èquation  ( 7 ) 
prendra  la  forme 


(10)  Bc  « *‘  = O , ou  II  ‘•'/t  (il)  = O, 

les  coefficients  B ayant  des  valeurs  finies  et  le  dernier  Be  étant 
different  de  zéro.  Cette  équation  (10)  a n/ji  racines  milles  et 
lin  — nui  racines  finies  et  différentes  de  zéro.  Il  s'ensuit  que , 
parmi  les  racines  / l’équation  (2},  il  y en  a mti  dont  les  de- 
grés sont  inférieurs  ù p, , et  m;t  — /«e  dont  les  degrés  sont  égaux  à 
p,.  En  outre,  les  premiers  termes  des  séries  qui  représentent  ces 

dernières  racines  seront  égaux  aux  valeurs  de  quand  on 

prend  successivement  pour  a chacune  des  racines  de  l’équation 

/,(»)  = O. 

En  continuant  de  la  même  manière,  on  déterminera  les  pre- 
miers termes  des  sériés  qui  représentent  les /ne  racines  de  degré 
inférieur  à p,.  Ce  que  nous  avons  dit  suffit  évidemment  pour 
établir  le  théorème  suivant  ; 

Étant  dnnnéc  Vèifuatinn 


A >'  -t-  A,/  ‘ > -f-  A , / ^-f-  A - — O , 

onlonnéc  par  rapport  aux  puissanres  tU'-croissantes  de  y,  et  dans 
laquelle  les  coefficients 

A , A| , Aj . . . • , A 

sont  des  /onctions  entières  de  x ayant  respectivement  pour  degrés 
.“l>  ISiy  ■ 
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Si  û,  désigne  le  plus  grand  des  nombres 

iSi  — f*  — U — P 

m — /«,  m — m-i  rn 

Lt|  — U 

1/  que  — soit  le  dernier  de  ceux  dont  la  valeur  est  p, , 

m — lin  ^ 

l’équation  proposée  aura  m — mj  racines  de  degré  f>, , et  si  k est 

i -i-  I , les  nu  autres  racines  seront  de  degré  inférieur  à 0,.  Si, 

en  second  lieu , p,  désigne  le  plus  grand  des  nombres 

f»t+i  (**  f*l+> f»l  (*i  + t 

) — » • • • 1 . 

ntk  — ms — nn^,  nik 

Uijf  

et  que  — — soit  le  dernier  de  ceux  dont  la  valeur  est  pj, 

Wk  OTl'  ' 

l'équation  proposée  aura  ntk — nit/  racines  de  degré  p, , et  si  i' 
est  <^i  -i-  i,  les  nisi  autres  racines  seront  de  degré  inférieur  à p,. 
Si,  en  troisième  lieu,  p,  désigne  le  plus  grand  des  nombres 

ist'+i  — ft|.  jJ-k'+k  — pu  p,+i  — pu 

, , , , 

mu  — mu+i  mu  — mus-i  • mu 

et^ue  — soit  le  ilernicr  de  ceux  dont  la  valeur  est  p, , 

mu  — mw  ‘ 

l’équation  proposée  aura  mu  — niw  racines  île  degré  p, , et  si  k ’ 

est  + I , les  mw  autres  racines  seront  de  degré  inférieur 

à pj.  dit  ainsi  de  suite 

Quand  un  aura  trouve  les  premiers  tenues  des  sériés  qui 
représentent  les  diverses  racines  / de  l’eiiuation  proposée  , on 
obtiendra  aisément  et  de  la  même  manière  autant  de  termes 
<|u’on  voudra  de  ees  séries.  Considérons,  par  exemple,  une 

racine  dont  le  premier  terme  soit  aa-^,  on  posera 

9 . 

r = a X ; 

si  la  proposée  n’a  qu'une  seule  racine  dont  le  premier  terme 

soit  ax^,  la  transformée  en  : n’aura  <pi’une  seule  racine  de 
de(;ri'  inferieur  à c,  et  si  la  juoposée  a plusieurs  racines 
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ayant  pour  premier  terme,  la  transformée  aura  un  pareil 
nombre  de  racines  de  degré  inferieur  à p.  On  trouvera  les  pre- 
miers termes  de  ces  racines  de  réfjuation  en  z , comme  on  a 
trouvé  les  premiers  termes  des  racines  de  l’equation  en  y ; on 
connaîtra  ainsi  les  deux  premiers  termes  des  racines  de  l’équa- 
tion en  y qui  ont  ax^  pour  premier  terme.  Et,  en  suivant  la 
même  marche , on  calculera  autant  de  termes  que  l'on  voudra 
des  racines  de  l'équation  en  y. 

Kxf.mpi.r.  — Proposons-nous  de  trouver  les  degrés  des  ra- 
cines y de  l’équation 

(x,8)r‘-f-(x,  (>)y«  4-(x,9)y’-(-  fx,4)y’-f-  (x,  3)y  -t-  (x,4)  = o ; 

nous  désignons,  avec  Bezout,  par  la  notation  (x,  pi)  un  poly- 
nôme en  X du  degré  p. 

ü'aprés  le  théorème  que  nous  avons  établi  plus  haut , il  faut 
d'abord  former  les  nombres 


dont  le  maximum  est  - ; le  dernier  nombre  égal  à ce  maximum 
occupant  le  deuxième  rang  , ré(|uatiuii  proposée  a deux  racines 
de  degré Pour  avoir  les  degrés  des  autres  racines,  il  faut 
former  les  nombres 


dont  le  maximum  est  — 3’  nombre  égal  à ce  maximum 

occupant  le  troisième  rang,  l’équation  proposée  a trois  racines 
5 

du  dego? — 
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formation  tU-  l'éijualion  finale  ijiii  résulte  de  l'élimination  d’anr  • 
inconnue  entre  deujc  éi/uati'ons  tjuelcnnqaes  h deux  inconnues . 
— Détermination  du  degré  de  l'équation  finale. 

Soient  les  deux  équations 

(1)  M(x,r)  = Aj  4- A,/  ‘ ‘ 4-A,+,  = o, 

(2)  N (j-,/)  = +B,.r"'Hr.  . .H-  B/  jr  ■'  + 8^4.,  =0, 

• • 

que  nous  supposons  ordonnées  par  rapport  aux  puissances 
décroissantes  de  j,  et  dans  lesquelles  les  coefficients  A , A, , . . . , 
B,  B,, . . . sont  des  fonctions  entières  de  x.  Il  s'agit  de  former 
l’équation  finale  qui  résulte  de  l'éliniination  de  y. 

Désignons  par  y,,  y,, . . les  racines  de  l'équation  (i) 

résolue  par  rajiport  à par  e,  , ni , . , n. . les  racines  de  l’c- 

qualion  (2),  et  posons 

P = M ' ar  1 n,  ) .'1  ( J , r,,^ . . . M (-c,  n„  ) , 

Q = N (r,  r.)  N(x,/,). . . N(x,  7„). 

On  a 

M(f . r)  = — j.)  {j  —X-)- • -(r  — 

N (-^I  r)  = Bfj  — n,)  (y  — r„).  . .{y  — r„)  ; 

d où 

M X,  r„j  =■  A 'n,  — y,]  l's,  — ^0  - • • (“t'  — J» }. 
iM  [x  1 >)j)  = A (r,;  ~ y ,)  [r„  — y .[n,  — 

Al  1 n« ) A X*)  ( *'"i  .X 3) • • • X ’**}• 

’ P 

Il  suit  de  là  que  — est  égal  au  produit  des  diflércnces  qu’on 

olilieiit  en  relraiicliant  cliacune  des  racines  yt , y, . , y„  de 
cliaciine  des  racines  r,,,  r„, . . . , n.,.  On  trouverait  de  iiiéme 

que  — est  égal  au  produit  des  différences  qu’on  obtient  en 

rclranclianl  cliaque  racine  n de  cliaque  racine  7 , et  comme  le 
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ou 

(3)  B’P  = (-!)"■  A- Q. 

Or,  P est  une  fonction  entière  et  symétri<iue  des  racines  de 
l'équation  (2),  et  ses  coefficients  sont  des  fonctions  entières  des 
coefficients  de  l'équation  (i);  donc  B'"  Pest  une  fonction  ration- 
nelle des  coefficients  des  équations  proposées  et  qui  même  est 
entière  par  rapport  aux  coefficients  de  ré<|uation  (i).  Pour  la 
meme  raison,  A"  Q est  une  fonction  rationnelle  des  coefficients 
des  équations  proposées  et  qui  est  entière  par  rapport  aux  coef- 
ficients de  l’équation  (2).  Donc,  ù cause  de  l'équation  (3),  B"  P 
est  une  fonction  entière  des  coefficients  des  équations  (1)  et  (2), 
et,  par  suite,  elle  est  une  fonction  entière  de  x.  Nous  la  dési- 
gnerons par  F (a:),  et  nous  allons  montrer  que 

(4)  F(x)=o 

est  l’équation  finale  ipii  resuite  de  l'élimination  de  y entre  les 
équations  proposées.  F.n  effet,  soit  a une  valeur  de  x,  répon- 
dant à la  question;  c’est-à-dire  telle,  «pie  les  équations 

M(«,_r)  = o,  N («,_;>■)  = O, 

aient  an  moins  une  racine  commune  ; on  a nécessairement,  pour 
X = (I,  P ==  O et  Q = O , et , |iar  suite,  F (x)  = o.  Récipro- 
«(uenicnt , soit  a une  racine  de  F (x-)  = o ; à cause  de 

B”  P = ( — I A"  Q = F (x) , 

on  a nécessairement  P = o et  Q = o pour  x = «/,  et,  par  suite, 
les  équations 

ont  au  moins  une  racine  commune.  Ceci  suppose  toutefois  que 
A et  B ne  soient  pas  nuis  en  même  Icnqis,  pour  x =z  a\  mais 
il  est  évident  «pie  les  équ.'.ti«ms  proposi-es  a«lmettent  alors  la 
solution  commune  x=  rt,/ = 23  . Au  siirplns,  on  peut  c.xcliire 
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ce  cas  partinilic  i'  en  chungeant  infiniment  peu  les  coelfieicnts  des 
polynùnies  .4  et  B sans  changer  leurs  degrés;  d’où  il  suit  que 
I équation  (4)  n’aura  jamais  de  racine  étrangère.  Et  cette  consi- 
dération permet  aussi  de  voir  que  si  A et  B ont  un  facteur  com- 
mun, le  polynôme  F (a:)  sera  divisible  pur  ce  facteur. 

Lorsque  les  polynômes  A , A,,...,  B,  B,,...,  sont  chacun 
le  plus  général  possible  de  son  degré,  les  équations  (i)  et  (a) 
n’ont  pas  de  solutions  muliiples  et  ne  peuvent  acquérir  cpi'une 
seule  racine  commune  r pour  chaque  racine  de  l'équation  finale. 
Mais  le  contraire  peut  arriver  si  les  coefficients  des  polynômes 
A,  A,,...,  B,  B,,...,  ont  des  valeurs  déterminées.  Dans  ce  cas, 
chaque  racine  de  l'équation  finale  a le  degré  de  multiplicité  con- 
venable; il  suffit,  pour  s’en  convaincre,  de  changer  infiniment 
peu  les  coefficients  des  polynômes  A,  A,,...,  B,  B,,...,  et  de  sup- 
poser ensuite  ces  changements  nuis. 

Passons  maintenant  à la  tléterminalion  du  degré  de  ré(|uation 
finale.  Pour  cela,  on  cherchera  les  degrés  p, , pj p„  des  racines 
«i,  >!<,•  •>  rin  ‘le  ré<|uation  (a),  et  l’on  en  conclura  aisément  les 
degrés  X,,  des  fonctions  M (a;,  n,),  .M(a.-,  M(x,u.). 

Ces  degrés  ).  peuvent  être  fractionnaires,  mais  ne  sont  jamais 
négatifs , parce  que  le  polynôme  A,+,  est  au  moins  du  degré  zéro. 
Enfin,  si  l’on  désigne  par  v le  degré  du  polynôme  B,  il  est  évi- 
dent (|ue  le  degré  de  B"'  P ou  F (x  ) sera 

/Il  V -f-  X,  -t-  ^3  -f-  . . . -f-  À„. 

Il  peut  arriver,  dans  quelques  cas  particuliers,  qu’il  ne  suffise 
p.is  de  déterminer  les  degrés  p,,  p,,...,  p,  puur  connaître!,, 

et  qu’il  soit  nécessaire  de  calculer  entièrement  un  ou  plusieurs 
ternies  tics  séries  i]ui  representent  les  racinesn,,  n,,...,  r,„.  Mais 
il  est  évident  (|ue  ces  cas  particuliers  ne  peuvent  seprésenterque  si 
la  série  dans  laquelle  se  développe  l’une  des  racines  n,,  ri,,...,  u,, 
coincide,  dans  quelques-uns  de  ses  premiers  termes,  avec  la  série 
dans  laquelle  se  dcvelo|)pe  l'une  des  racines  J,, 

Soient,  pour  e.xeniple,  les  deux  étpiations 

(.r,  3.)  v'  -I-  (x,  2),r’-l-  ( x,  4).’’  ■+  (•»■>  5)  y H-  (■'■,  5)  =:  o, 
(x,  S)j  ‘-t-  (x,  (i)y  ’-F  (x,  (x,  4) /’•+■  (x,  3)y  -F  (x,  4)  = o, 
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où(x,  it)  dcsiyiie,  roiiime  plus  liaiil , un  |»()!yiiùui<- i|udcou<|ue 
du  degré  fi. 

Les  degres  fi , p,,  pji  p. , p»  des  racines  de  la  seconde  é(|ualion 
ont  ici  pour  valeurs 


un  en  déduit 

A = i = — \ = A = 'l  — 5 

' ’ 2 J • i 

D’ailleurs,  v = 8 et  ;;i  = 4>  donc  le  degre  de  re(|uation  finale 
est  ici 

4.8  -t-  Il  -H  i5  = 58; 

la  limite  assignée  par  le  tliéorénic  de  Be/.out  est  6.  1 3 ou  ^8. 

Lorsqu’on  a deux  équations  entre  deux  inconnues  x et  /, 
il  peut  arriver  que  l'équation  finale  résultant  de  l’élimination 
de_r  ne  soit  pas  du  même  degré  que  l'équation  résultant  de 
l'élimination  de  x.  Il  est  aisé  <rex|>liquer  la  raison  de  ce  fait  ; 
l'équation  finale  en  x donne  seulement  les  valeurs  finies  de  x 
propri-s  à satisfaire  aux  deux  équations  projiosées;  si  donc  l’é- 
quation finale  en  _r  est  d’un  degré  [dus  élevé  que  celle  en  x,  il  y 
a nécessairement  quelques  racines  de  l’équation  en  y qui  cor- 
res|>ondent  à de.s  valeurs  infinies  de  x.  Nous  avons  suffisamment 
indiqué  plus  haut  le  moyen  de  découvrir  ces  valeui's. 


NOTE  VII. 

SUR  UNK  CLASSK  ll'ttjl ATIONS  yUI  POSSÉDP.NT  UNE  PRUPKIÉTÉ 
RF.MABQL’ABLK. 


Dans  un  Mùinoire  publie  au  tome  IX  du  Journal  de  M.  Liou~ 
ville,  M.  Lobalto  a fait  connaître  la  forme  générale  des  équa- 
tions du  troisième  degré  dèpourvurs  du  second  terme  ijui  possè- 
dent une  propriété  remarquable  observée  depuis  longtemps  (*). 
Cette  propriété  des  équations  dont  je  parle  consiste  en  ce  que, 
si  l’on  développe  leurs  racines  en  fraction  continue , d’après  la 
méthode  de  Lagrange,  les  trois  fractions  continues  que  l'on  ob- 
tient sont  terminées  par  les  mêmes  quotients. 

J’ai  reproduit,  dans  la  seizième  leçon,  l’analyse  de  M.  Lo- 
batto,  en  y apportant  toutefois  quelijnes  modilications , et  j’ai 
indiqué  aussi  comment  on  pourrait  former  les  équations  com- 
plètes du  troisième  degré  qui  ont  cette  même  propriété. 

Je  me  propose,  dans  celte  Note,  de  résoudre  le  problème  plus 
général  dont  voici  l’énoncé  (**)  : 

Quelles  sont  tes  équations  irréductibles  jouissant  de  la  propriété 
que,  si  l’on  développe  leurs  racines  réelles  en  fraction  continue  par 
la  méthode  de  Lagrange , deiuc  ou  plusieurs  de  ces  fractions  con- 
tinues soient  terminées  par  les  mêmes  quotients  ? 

On  verra  que  les  équations  irréductibles  dont  il  s'agit  ont  un 
degré  de  la  forme  2 n ou  de  la  forme  3 n.  On  peut  partager  leurs 
racines  en  n groupes  composc-s  cbacun  de  deux  ou  trois  racines, 
suivant  que  le  degré  est  2 n ou  3 « ; si  les  racines  d’un  même 


(•)  M.  Vincent,  dans  son  remarquable  Mémoire  Sur  la  1 ésulutîon  dn 
rtiuations  numéritjurs,  l’a  observée  sur  rétjualion  a* — 7 a-t-  7 = o (tome  l**r 
du  Juurnal  de  M.  I-ioiiville),  et  il  ajoute:  « Celle  propriété  mériterait 
peut-être  un  evamen  spécial.» 

('•)  Celte  Note  est  la  reproduction  il’nn  Mémoire  que  j'ai  publié  dans 
te  tome  \\  du  Journal  de  M.  I.ioiiville. 
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groupi'  sont  ri-elk'S,  les  Iraelions  conlinues  qui  les  rep resentent 
sont  terminées  par  les  mêmes  quotients. 

Je  donnerai,  en  même  temps,  la  forme  generale  des  équations 
qui  possèdent  celte  singulière  propriété. 


Condition  pour  que  tes  fractions  continues  qui  représentent  deux 
irrationnelles  soient  terminées  par  les  mêmes  quotients. 

Si  deux  irrationnelk's  x et  x'  sont  telles,  que  les  fractions 
continues  dans  lesquelles  elles  se  dévelop|)cnt  aient  un  même 
quotient  complet  y,  on  aura,  par  les  propriétés  des  fractions 
continues , 

__  7/  _ ty  + r 

X = — , X — , 

qy-<rp  s y -h  r 


(0 


Pt  1 1 p' t etc. , étant  des  entiers  qui  satisfont  aux  deux  condi- 
tions 

(a)  qp'  — pq'=±l,  sr'  — rs'—±f, 

en  outre,  on  peut  supposer  p' , q',  r’,  s'  positifs,  q et  p seront 
de  même  signe  que  x,  rel  s de  même  signe  que  x'.  Des  équa- 
tions (i)  on  tire 

ax  t) 

* = ■; T/  ’ 

a X -i-  b 

en  posant 

a = rq'  — sp' , h ~ sp  — rq , 
a' xz  r' q'  — s' p' , h' = s' p — r'iy, 

équations  dont  on  déduit 

nb'  — bn'  z=  ( qp'  — pq')  (.tr'  — rs'  ) r=  ± i . 

Done , pour  que  deux  irrationnelles  positives  ou  négatives  x et 
x'  puissent  se  développer  en  des  fractions  continues  terminées  par 
tes  mêmes  quotients , il  faut  qu’elles  soient  liées  l’une  h l’autre 
par  une  équation  de  la  forme 


(3) 


^ ax  -k-  b 
a'  X b’ 
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où  n,  b,  , !>'  ili-signcnt  des  entiers pnsiti/s  on  négatifs  sntis- 
faisantyi  la  c.  nditinn 

( 4 ) — 1'^'  ~ i • • 


Je  dis  inainlenant  que  cette  condition  est  suffisante.  Pour  le 
démontrer,  reuiarquons  d'abord  qu’on  peut  sup|>oscr  x et  x'  po- 
sitives, rar  si  l’une  d’elles  ou  toutes  deux  sont  négatives,  on 
peut  les  remplacer  par  leurs  valeurs  absolues  en  changeant  les 
signes  do  quelques-uns  des  coefficients  n,  b,  a',  b',  change- 
ment qui  n'altérera  pas  la  condition  (4)- 

Cela  étant,  on  peut  évidemment  supposer  a positif,  car  on 
ramènerait  le  cas  contraire  à celui-là  en  changeant  les  signes 
des  quatre  coefficients  n,  b , a’,  b'  -,  (piant  à ù , il  j>eut  être  po- 
sitif ou  négatif.  Si  b est  positif,  a'  et  b'  sont  de  même  signe  à 
cause  deTequalion  (4),  et  ils  sont  tous  deux  jiositifs  à cause  de 
l'équation  (3),  parce  qu'on  suppose  x et  x'  positives.  Si  b est 
négatif,  n'  et  b'  sont  de  signes  contraires  .à  cause  de  l’équation  (4); 
d’où  il  suit  qu’en  mettant  en  évidence  les  signes  des  nombres  a, 
b , a',  h' , l'équation  (3)  a l’iinc  des  trois  formes  suivantes  : 


a' .T  -H  b' 
ax  — b 
— a' X -é-  b’' 
nx  • — b 


a'x  — b'  ' 


et,  dans  tous  les  cas,  on  a 


nb'  — bn'  = ± I . 


Dans  le  premier  ras,  on  démontre  aisément  que  x et  .r  se 
développent  en  îles  fractions  continues  terminées  par  les  mêmes 
quotients  (ro/>  la  seizième  leçon).  Le  second  cas  se  ramène  au 
premier;  rar,  en  exprimant  xen  fonction  de  x',  on  trouve 

b'  x'  -h  b 

X = — — ■ 

Il  X n 

Pour  deiiionlrer  que  la  même  chose  a lieu  dans  le  troisième 
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cas,  rodiiisons  x en  fraction  continue.  Soient  et  77  deux  re. 

S >' 

duites  consécutives  aussi  éloignées  qu'on  voudra,  et  z le  quotient 
complet  qui  correspond  à la  réduite  — , i on  aura 


/i'  z + g' 


et , par  conséquent , 


, {nh  — bh')  i + (ng  — bg'}  __  cz  + d 

^ (a' h — b' h'^  Z {a' g — b'^)  cz-^d'' 

on  a d’ailleurs 

cd'  — de  = [nb'  — bn')  igh'  — ^ 1 ; 

le  troisième  cas  se  trouve  donc  ramené  au  premier,  si  les 
entiers  c , f/,  c',  rf' sont  positifs,  ou  du  moins  sont  tous  quatre 
de  même  signe.  Or,  c et  d sont  de  même  signe;  en  effet,  ils 
ont  respectivement  le  même  signe  <pie  les  différences 


les<(uellcs  différences  sont  de  même  signe,  i)uisque  les  frac- 
fl  e . , 

lions  —,  et  —,  diffèrent  l’une  de  l’autre  d’aussi  peu  ou’on 
h'  g' 

veut.  Pour  une  raison  semblable , c'  et  d'  sont  de  même 
signe,  et  parce  que  y et  z sont  positives,  on  voit  que  les 
nombres  c,  d,  c',  d’ sont  de  même  signe;  donc  x'  et  z,  par 
suite  x'  et  x se  développeront  en  des  fractions  continues 
terminées  par  les  mêmes  quotients. 


Sur  les  fonctions  linéaires  de  la  forme 

* 

Soit  pose 


a'  X -X  b' 


' ' ~ n'x-+-  b' 

Il , b , II',  b'  étant  des  quantités  .quelcompies  données;  po- 
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8’x  = 00j,  O'x  = 80’x,  . . . , 0"x  = OO*"' x; 

il  est  très-aiso  d’avoir  l’expression  generale  de  0*x.  Posons, 
en  effet , 

, A-  «--F  4- 

(3.)  0"  X = -, —.7-  ; 

''  ' a „ X -f-O  « 

on  pourra  écrire,  d’après  la  formation  des  fonctions  O’x, 
O’x , etc.. 


f ^1,  = 

Pour  tirer  de  ces  équations  les  valeurs  de  <7„ , , é»  > /»'„  en 

fonction  des  ipiantités  connues  a,  a',  b,  b',  désignons  par  s 
une  quantité  telle,  que  l’on  ait 


' ^ ' I (I  + tl  Z 

on  déduira  des  équations  (3', 

+ «m  I = (o  -+-  n'i)  (fl»-,  4-  , 

4-  A',„z  = («  4-  fl's)  (i,_,  4-  i); 

d’où  l’on  tire  aisément 

I o„  4- o'„  I = («  4- o'i  )'", 

\ b„-h  b'„  Z =:z{fi  + ti' z)". 

En  outre,  comme  l’équation  (4)  ‘l"  second  degrc,  en  ap- 

pelant Z et  ses  deux  racines,  on  aura  encore 

I 4- fl’,„  z'.=  (n  4- n' z')", 

I b^  b'^  z'  — z'  {n  + o’  z'  )". 


Des  équations  (5)  et  ijj  on  peut  maintenant  tirer  les  va- 
leurs de  n„;  b„\ 
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Kb  faisant , jxiiir  abn-ger, 

(7)  t z=  yj  (a  + b' )‘  — 4{"^’ — ba'), 

et 

/ l»„  = (n  H-  i'  -+-  1 1"  -f.  (a  + é'  _ t)-. 


(8) 


_ (rt  + i'  -H  t)”  — {a  + b'  — t)" 


on  trouve  aisoment 


P.-H(rt  — A')Q. 


. ,Q- 

a = « 1 

2" 


(9) 


/ / ^ “ 

& -5 

2" 

i'  — (a  b') 


équations  dont  on  déduit 

*'  O — 


(10) 

en  sorte  que,  si 
nn  aura  aussi 


««  o'„,  = («*'  — 6a')  " ; 

»b'  — ba'  =d-t, 
a-  b'  — 6,  a'  =r  ± I . 


On  connaît  donc  les  coefficients  de  la  fonction  9"  x en  fonc- 
tion des  quantités  connues  a,  b,  a',  b'.  \ la  vérité,  notre  analyse 
semble  en  défaut  si  f est  nulle,  car  alors,  z et  z'  étant  égales,  les 
équations  (6)  ne  diffèrent  pas  des  équations  (5)  ; mais,  comme  les 
équations  (8)  et  (9)  ont  lieu  quelque  petite  que  soit  t,  elles  se- 
ront vraies  encore  pour  t = o : on  a , dans  ce  cas, 

P,  = 2 ( a -P  b')"', 

Q,  = 2 ai  (a  -t-  6')"-', 

3i 
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et,  par  suite, 
a.  - 


NOTE  vri. 

(fl  ■+■  b'Y  -h  m(a  — b')(a  -h  b')— 


2" 


ma'  (a  -t-  é')"  ' 


a = 


(•■) 


, mb(a-hb’Y- 

2,IW— I ^ 

(„  + 6') — /Jf  ( a — b')  (a  4-  b'.Yl^ _ 
b'm  1“' 

Ici,  les  quantités n,  h,  a',  b'  doivent  vérifier  l’équation 

(,a)  („  + A')' = 4(fi// — éa'). 

et  l’on  peut  écrire  la  valeur  de  9"  x comme  il  suit  : 


/ i-  « + b 

(fl  — A -1 

V ™ 

^ X -+-  2 A 

2a'  X — [a  — A' 

m ) 

frx=  - 
a 

On  voit  que,  pour  m = ao  , 9,  ar  converge  vers  la  quantité 

(a  — , 

7,a'  X — [a  — b'  j 

„ — b'  —2b 

qni  n’est  autre  chose  <pie  l'une  des  constantes  , 

lesquelles  sont  égales  a cause  de  la  relation  ( i a ). 

Proi>osons-nous  maintenant  de  trouver  la  condition  nécessaire 
et  suffisante  pour  que  l’on  ait  identiquement 
fi3)  9^.r  = .r, 

c’est-à-dire 

(.4)  ^ = 

On  voit  immédiatement  <pi’on  doit  exclure  le  ras  parliculier  où 
l'on  aurait 

(n  b’Y  = .\(nh  — hn  ), 

car  les  cquatious  (i  i)  indiquent  <|ue,  pour  satisfaire  aux  équa- 
tions (i4).  >'  fa"‘<'’»'>  que  l’on  eût 

fl  h O I 
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ab'  — ba'  o , 

et  alors  la  fonction  Ox  ne  dépendrait  pas  de  x.  Cela  étant,  les 
équations  (9]  montrent  que , pour  satisfaire  aux  (■qiiati2)n8(i4}i 
il  est  nécessaire  et  suffisant  que  l'on  ait 

Q;.=  O. 


(o  + i'-(- /)“  = («+  b’-tf. 

7.  'kit 


On  tire  de  là 

n -f-  i'-(-  / = fo  -4-  — f) 


CO  S • 


/ . 7klt\ 

V — I sin  — I 

F / 


et 


.5) 


f = (o  + i')tang  — vCT7, 


on  désignant  par  X un  nombre  entier  qu'on  doit  supposer  pie- 
roieravec  p pour  qu'il  faille  effectivement  exécuter  p fois  sur  x 
l'opération  désignée  par  9 avant  de  reproduire  x. 

En  comparant  cette  valeur  de  1 avec  celle  qu'on  tire  de  l'équa- 
tion (‘J  ),  on  a 

(16)  (a b'y — ^(ob' — éa')  cos’ — = <1. 

Trilc  est  la  condition  nécessaire  et  suffisante  pour  que  l’on  ait 
identiquement 

X x=  X. 

Si  l’on  sup|>ose  que  a,  b,  a',  h'  soient  n’-elles , l’équation  (16) 
montre  tpie  la  quantité  ab'  — ba'  doit  être  positive.  Et  comme 
un  peut,  sans  changer  la  fonction  bx,  multiplier  les  constantes 
«,  b,  a',  b'  par  un  facteur  quelcon<|ue,  on  voit  que,  sans  faire 
aucune  particularisation,  on  peut  siipposer 

(17)  ab'  — ha'  ~ 1 ; 
alors  l’éqiialion  (iti)  donne 

(18)  a -t-  //  = 2 cos  — • 

ÎNous  ne  mettons  pas  le  signe  devant  le  second  membre, 
parce  qu'<in  peut , si  on  le  juge  :i  propos,  changer  les  signes  des 
quatre  quantités  a,  b,  a',  b' 

3i. 
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Des  équations  (17)  et  (18)  on  tire 

b’—  — — 2 cos  ^ 1 


( '9) 


a‘  — 2 a cos h I 


b = — 


• 


et  la  fonction  9x  a pour  valeur 


(20) 


/ur 

a’  — 2 a cos h I 

(» 


a X — ^a  — 2 cos  — j 


Les  quantités  a et  a'  demeurent  indéterminées;  quant  à c'est 
un  nombre  entier  quelconque  premier  avec  ji.  Si  l’on  continue 
de  poser 

-i-  bm 

— —, , 


on  trouvera  aisément 


( 2') 


. ai  Xit  . im  — I ) >7T 

a sin sin  — 

f* f*_ 

. \t: 

Sin  — 

V- 

m \r. 
sin  


Sin  — 


*-  = - 


Xir  ai  AIT 

a’  — 2 a cos  — + 1 Sin  

f* 


I.JT 


h'_ 


( ai  4-  I ) XiT  ai  Att 

sin  i a sin 

f*  ______  fi_ 

. Xs 
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Des  équations  (19)  et  (ai)  on  déduit 


(22) 


/ m\K\ 

b — I <1-  — 2 cos 1 5 

" V / 

, m \r. 

al^  — 2 <1*  cos H I 

= — , 
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X jt  ( w — I ) X)t 

o«  sin (-  sin  ' — 

f* 


SID 


m Xjr 


m Xr 


(23) 


. m X»t  .An 

ni  — 2 fl,  cos h I sin  — 

, (*  (* 

^ — — — — — » 

fl"  . m Xtt 

SID  

f» 


i’  = 


( fli  I ) Xir  X JT 

sin  ' fl.  sin  — 

f*  . 

. m Xn 
■sin 


Ces  formules  pernietlent  de  résoudre  la  question  suivants  : 

««■*■  + i» 

Etant  donnée  une  fonction  linéaire  —, j-,  j trouver  une 

a„x->rb, 

ax  .... 

fonction  linéaire  Ox  = -, ,,  telle,  que  l on  ait  ulentique- 

n X -t-  n 

ment 

n-x:  -h  b „ .U 

8"x  = r,  et  O'^x  = X. 

fl,,  X -t-  O, 

On  voit  que  le  problème  n’est  possible  que  si  les  quantités 
données  n, , i„,  a'„,  satisfont  aux.  équations  ( 22). 
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Des  éijuatiuiis  irréductibles  dnnt  deux  racines  x et  x'  sont  lires 
par  la  relation  linéaire  x'  = — — i a’»  !>'  sont 
des  constantes  données. 


Soit 

(l)  y^[x)  = o 


une  équation  irréductible , et  supposons  qu’entre  deux  racines 
X et  x'  un  ait  la  relation 


(2) 


ax  -k-  b 
a'  X + b' 


=rOx, 


où  a,  b,  a',  b'  sont  des  constantes  données.  On  sait  {vingt- 
sixième  leçon)  que  toutes  les  quantiti-s  comprises  dans  la  série 
indéfinie 

X,  6 X,  6’ X,  ô'x, . . . , 

doivent  être  racines  de  l’équation  (i),  ce  qui  exige  que  l'une  des 
fonctions  Ox,  0=x,  etc.,  soit  égale  à x.  Supposons 


(3)  b'‘x=x. 

Cette  équation  aura  lieu  i lentiquement,  si  l’on  suppose  que  a, 
b,  a\  b’  soient  commensiirables,  on  , du  moins,  que  ce  soient 
des  fonctions  rationnelles  des  quantités  que  l’on  considère  comme 
connues,  et  dont  dépendent  rationnellement  les  coefficients  de 
l'équation  proposée.  Par  conséquent,  d’après  ce  qu’on  a vu  pré- 
cédemment, un  peut  écrire 


(4) 


i r 

«'  — 2 a eus h I 


eu  désignant  toujours  par  i un  nombre  entier  premier  avec  u. 

Cela  posé,  on  sait  (vingt-sixième  leçon  ) que  le  degré  de  l’équa- 
lion  (i)  doit  être  un  multi|de  iifi  de  a,  et  que  ses  nu  racines 
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peuvenl  être-  représentées  comme  il  suit  : 


9x; 

O’x 

O^'-'x, 

j 

9x, , 

6'  X, , . . . , 

0“~'x,, 

(5)  ( 

*:■ 

9x,, 

«"-'x,, 

■ 

1 

Soit 

9j,-i 

, 0’ x,_, , . . . , 

(6) 

X -t-  9x  + 0' 

'x 

X z=y. 

J dépendra  d’une  équation 

(7)  = 

de  degré  /i,  et  dont  les  coefficients  seront  des  fonctions  ration- 
nelles des  quantités  connues  de  l’équation  (i)  et  de  la  fonction  0. 
L'équation  (7)  peut  n’ètre  pas  résoluble  algébriquement , mais 
les  quantités 

.r,  Oj:, 

dépendent  d'une  é<|uation  de  degré  p dont  les  coefficients  sont 
des  fonctions  rationnelles  de  y , et  qui  est,  comme  on  sait, 
toujours  résoluble  algébriquement.  Dans  le  cas  qui  nous  occupe, 
où  la  fonction  9 est  linéaire,  cette  dernière  équation  n’est  autre 
(|ue  l’équation  (6) , et  l’on  voit,  en  résumé,  que  l’équation  pro- 
l>o<ée  (1)  doit  résulter  de  l’élimination  de  y entre  les  deux 
équations  (6)  et  (7),  dont  la  seconde  peut  être  considérée 
comme  ayant  pour  premier  membre  un  |X)lynùme  irréductible 
quelcon(|ue  de  degré  n. 

En  d’autres  termes , les  équations  que  nous  étudions  peuvent 
être  considérées  comme  obtenues  en  multipliant  un  certain 
nombre  n d’équations  de  la  forme  ' 

X -t- 9x 9’a: -t- . . . -I- O"*  'x — yz=o, 
x-|-9x-f-9'x-(-’...-(-9''*  'x  — y,  = O, 

•r  4- 9x -(- 9’x  9 X — y,z=o, 


x-(-9x-t-9’x-(-...+9^  'x — y,_,z=o, 
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OÙ  /,  /,,  /,, . . . , /„_,  désignent  les  n racines  d'une  équation 
irréductible  dont  les  coelficients  sont  des  quantités  entièrement 
arbitraires. 

Des  équations  irréductibles  à enefficients  numériques  et  dont 
deux  ou  plusieurs  racines  se  développent  en  des  fractions 
continues  terminées  par  les  mêmes  quotients. 

Cherchons  maintenant  dans  quel  cas  les  fractions  continues, 
dans  lesquelles  se  développent  deux  racines  réelles  x'  et  x d’une 
équation  irréductible,  sont  terminées  parles  mêmes  quotients. 

Il  faut  et  il  surfit  pour  cela,  comme  on  l’a  vu  plus  haut,  que 
l'on  ait 

h 

O - 


a'  X b 

a,  b,  a’,  b'  étant  des  entiers  positifs  ou  négatifs  lies  par  la 
relation 

ab'  — ba'  = zt  i ; 

en  outre,  pour  que  X et  0 X puissent  représenter  deux  racines 
d’une  équation  irréductible,  il  faut  qu’on  puisse  assigner  un 
nombre  entier  p,  tel  qu’on  ait  identiquement 

6^  X = X, 

ce  qui  exige,  comme  nous  l’avons  vu,  qu’on  ait 


b’  z=  — ^ n — a cos  — ^ » 

a'  — a « cos h I 


\ étant  un  nombre  entier  premier  avec  u.  Or,  puisque  a , b, 

a',  b'  sont  (les  nombres  entiers , a cos  — doit  être  un  nombre 

K 

entier,  ce  qui  ne  peut  arriver  que  si  p est  égal  à a ou  ù 3 On 
voit  par  là  que  la  propriété  que  nous  étiulions  ne  |>eut  se  ren- 
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contrer  (|ue  chez  les  équations  irréductibles  dont  le  degré  a la 
forme  a « ou  la  forme  3 /».  Nous  examinerons  suceessi veinent  ces 
deux  classes  d’équations. 

Si  l’on  suppose  = a et  > =r  i.(X  doit  être  premier  avec  p), 
on  â 

«’  -f-  I 
nx — 


a désigne  un  nombre  entier  quelconque,  et  a'  un  diviseur  de 
a’  -P  I.  Si  l’on  prend  pour  F {y)  un  polynôme  irréductible 
quelconque  de  degré  n , et  qu’on  élimine  y entre  les  deux 
équations 

X -y  (jx  = y,  F (y)  = O, 
ou 


yx  -h 


O, 


on  aura  la  forme  générale  des  équations  de  degré  a n jouissant 
de  cette  propriété,  que  les  a n racines  se  partageront  en  />  groupes 
tels  que,  dans  chaque  groupe  de  deux  racines  réelles,  les  frac- 
tions continues  qui  représentent  ces  racines  seront  terminées 
par  les  mêmes  quotients. 

Ce  résultat  peut  être  énoncé  d’une  autre  manière  : 

Soit  a un  nombre  entier  quelconque , n'  un  diviseur  quel- 
conque de  n’  -f-  1 , y une  quantité  réelle  quelconque  comincn- 
surahlc  ou  incommensurable  ; les  deux  racines  de  l'équation 


•r’  — yx  4- 


se  développeront  en  des  fractions  continues  terminées  par  les 
mdmes  quotients. 

On  déduit  de  là  une  conséquence  assez  remarquable,  lorsque 
/ est  eommensurable.  On  sait  que  , dans  ce  cas,  les  deux  ra- 
cines de  l'équation  précédente  se  développent  en  des  fractions 
eojitinues  périodiques  et  que  fes  périodes  de  res  deux  fraction.s 
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continiu's  sont  l'oimrt'S  des  mêmes  termes  écrits  en  ordre 
inverse.  D’où  il  suit  que  si  la  période  de  la  fraction  continue 
qui  représente  l’une  des  racines  est,  par  exemple, 

ï , S , 7,  . . . , M , 


on  pourra,  si  l’on  vêtit,  prendre  pour  période  la  suite  inverse 
w,.  7 ê,  a. 

Supposons  maintenant  p = 3 ; on  aura,  eh  faisant  X = 2 (le 
cas  de  X = i est  identique  ù celui  de  X = 2,  on  passe  de  l’un  n 
l’autre  en  changeant  les  signes  île  n et  a'). 


9 jr 


rt'  X — ( a + I ) 

, . , ■ o’  -f-  o -t- 

(o  -t-  l)x -, 


9’x  = 

9’  x = X ; 


a X — a 


a est  un  nombre  entier  quelconque  , et  a'  un  diviseur  de 
/!’+/?  + I.  Quelle  que  soit  l’irrationnelle  x,  les  fractions 
continues  dans  lesquelles  se  dévelop|>cnt 

X,  Ox,  9’x, 


se  termineront  pas  les  mêmes  quotients.  Si  donc  F {j)  désigne 
un  polynôme  irréductible  qiiclconcpic  de  degré  n , et  qu'on 
élimine  ,r  entre  les  équations 


X -I- Ox -(- 9'x  = > , F(/)  = o, 

/ J ,, 

( I n (n  -t-  I ) _>•  ( 2 « T-  1 ) («’  -I-  a 4-  I )1 


F (.r]--  O, 


^ ')1 

-J  = o, 


on  obtiendia  l’expression  générale  «les  éipiations  de  degiv  3« 
ipii  jouisst'nt  de  la  propriété,  que  les  3«  ivacincs  se  partageront 
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en  « {■roii|>cs  tels  que,  dans  chaque  (;n)iipc  de  trois  racines 
rceties,  les  fractions  continues  qui  représentent  ces  racines  se- 
ront terminées  par  les  mêmes  quotients. 

On  voit,  en  particulier,  que  le.s  équations  du  troisième  degrc 
qui  ont  cette  propriété  sont  comprises  dans  la  forme  généralesui- 


- I a’  a” 

[fi(a+t)r  (-xa  + i)  (a' + a 

n'~‘  ' " 


■>]=. 


ofi  a désigné  un  entier  quelconque,  a'  un  diviseur  quelconque 
de  o’  4-  rt  I,  et  / une  quantité  quelconque,  commensurahle 
ou  incommensurable.  En  faisant  / = o,  on  obtient  la  solution 
du  cas  particulier  ipie  M.  I.obatto  a examiné. 

Les  équations  du  troisième  degre  qui  proviennent  de  la  divi- 
sion du  cercle  en  sept  ou  neuf  parties  égales , celle  du  quatrième 
degré  qui  provient  de  la  division  en  quinze  parties  égales,  jouis- 
sent de  la  propriété  reman|uable  qu’on  vient  d'étudier. 

La  division  du  cercle  en  sept  parties  égales  conduit  à l'equa- 


x'  4-  x’  ~ a a:  — i = o, 

et  si  l’on  représente  par  x la  racine  positive , pâl- 
ies deux  racines  négatives,  on  a 


X,  et  — X, 


X,  = 1 X,  = I 4 — ; 

I 4-  X X 

la  racine  .e  est  comprise  entre  i et  a , on  aura  par  conséquent 
des  résultats  de  cette  forme  : 


X = I -H 


S4-  ... 


X,  = I 4- 


e-L... 
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La  division  du  cercir  en  neuf  parties  égales  conduit  à l'équation 
— 3x  -I-  1=0 

Si  l'on  désigne  par  — x la  racine  négative,  laquelle  est  com- 
prise entre  — i et  — 2 , par  x,  et  x,  les  deux  racines  positives , 
on  a 

1 I 

X,  = 1 X,  = I H — 1 

I -I-  X X 

ce  qui  conduit  aux  ménu-s  résultats  que  le  ras  précédent. 

Enfin,  l'équation  du  quatriéiiie  degré  dont  dépend  la  division 
<lu  cercle  en  quinze  parties  égales,  est 

X*  — x^  — 4'*'’  t = o. 

Si  X et  X,  désignent  les  deux  racines  positives  , — x'  et  ' — x', 
les  deux  négatives,  on  a 


x'  + 2 I 

x'  -t-  1 

I -f-  x' 

x ’ 4-  2 

+ 

I 

x'  4-  1 

I 4-  X , 

Des  deux  quantités  x' et  x',  l'une  est  comprise  entre  o et  1, 
l’autre  entre  1 et  2 ; on  aura  donc  des  résultats  de  cette  forme  : 


S -t-  ... 


I -1-  • 


x,  = I -t- 


X,  = I -+- 


2 -H 


“ -f-FT- 


L'équation  que  nous  considérons  résulte  de  l’élimination  de  v 
entre 


X -h 


= J'"  — y — > = O. 
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suit  I.F.  ROMBRF.  DBS  VALBVIIS  QDF.  PF.IIT  rilF.RDIlF.  LISE  FONCTKtR 
QUAND  OH  T PIIIMUTF  I.F.S  I.FTTRFS  Qu'ki.LF  BF.HFEKIIE. 


Je  IDC  propose,  dans  cette  Note,  de  donner  iin  extrait  des 
deux  Mémoires  que  j’ai  publiés  dans  le  tome  XV  du  Journal  de 
M.  Lioiiville  et  qui  contiennent  l'ensemble  de  mes  recherches 
sur  le  nombre  des  valeurs  que  peut  prendre  une  fonction  quand 
on  y permute  les  lettres  qu’elle  renferme  Je  me  bornerai  iei  à 
démontrer  rigoureusement  et  sans  recourir  à aucun  postulatiim, 
les  deux  théorèmes  suivants  : 

I".  Une  fonction  de  n lettres  i/iii  a moins  tic  n valeurs  n’en  a 
que  deujr  au  plus,  si  n est  ^ 4 > 

a“.  Une  fonction  de  n lettres  qui  n prceisément  n valeurs  est 
symétrique  par  rapport  an  — i lettres , sauf  le  seul  cas  de 
n =6. 

Les  seules  propositions  connues  sur  lesquelles  nous  aurons  h 
nous  appuyer  sont  les  deux  suivantes  : 

i“.  Si  V est  une  fonction  de  n Icitns  n,b,c,  . , b , l qui 
prend  U valeurs  distinctes  V, , V,, . . , quand  on  y permute 

les  lettres  n , b,  etc. , toute  fonction  symétrique  de  V, , V, , . . . , 
est  également  une  fonction  symétrique  des  lettres  a ,b  ,c, b,  t. 

a”.  Si  une  fonction  et  un  nombre  n de  lettres  supérieur  a 3 
n’a  que  deux  valeurs  parles  permutations  de  n — i lettres,  elle 
a 11  ou  lin  valeurs  par  les  permutations  de  toutes  les  lettres. 

Ces  piopositions  ont  été  démontrées,  l'une  dans  la  troisième 
lei'on,  l’autre  dans  la  vingtième. 

Lt>NF  1.  — Soient 

V.,  V,,...,  v„ 

(1  fonctions  de  n lettres  a,  b,  e , d, , . , , b , l : si  les  coefficients  de 
l’équation 

(i)  (x  — V,)(a  — V,).  . .{a- — V„)  — O, 
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ordonnée  par  rapport  aux  puissances  de  x,  sont  des  fonctions 
symétriques  des  n lettres  a , b , c , d , / , /,  la  fonctions,  ne 
pourra  acquérir  par  les  permutations  de  ces  n lettres  que  des 
valeurs  faisant  partie  de  In  série 

V,,  V.,...,  V^. 

En  effet,  faisons  subir  aux  lettres  n,  b,  c,  d,...,  X,  / une 
permutation  quelconque,  l’équation  ( i ) ne  changera  |ias,  puis- 
que ses  eoefficients  sont  des  fonctions  symétriques  ; donc  ses  ra- 
cines ne  changeront  pas  non  plus. 

Ainsi,  en  faisant  une  permutation  quelconque,  les  fonctions 

V V V 

’ 1 > s ^ 

sont  invariables,  ou  se  changent  les  unes  dans  les  autres.  O 
qu'il  fallait  démontrer. 

Lshme  II.  — Si  une  fonction  de  n lettres  o p -H  v valeurs , et 
qu’elle  ne  prenne  que  p valeurs  distinctes  par  les  permutations 
de  m lettres , il  y aura  aussi  ni  lettres  parmi  les  n que  contient  la 
fonction  , dont  les  permutations  lui  feront  acquérir  un  nombre 
de  valeurs  distinctes  égal  ou  inférieur  à v. 

Soit 

V z=  q(a^  b,  r,  d,.  . b,  l) 

une  fonction  de  n lettres  ayant  p -f-  » valeurs , et  supposons  ipie 
par  les  permutations  des  m lettres 

g y /j,...,  X,  /, 

la  fonction  V ne  prenne  que  les  p valeurs 

V..  V,,...,  v„. 


Soient  aussi 


V'  V 

I ' /J  a ’ ■ • • ’ U -* 


les  v autres  valeurs  dont  V est  siisreptible. 
I.es  eoeffieienls  de  l’ixpiation 

(,r_  V,) 
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sonlilM  fonctions  symétriques  des  n lettres  a,  b,  c,  il,  b , t; 
pareillement  les  coefficients  de  l'équation 

(x  — V,)(.r  — V,).  . .(jT  — V ) = o 

sont  des  fonctions  symétriques  des  m lettres  g,  h,..  , k,  l-, 
donc  l'équation  qu'on  obtient  en  divisant  les  deux  précédentes, 
savoir, 

. H - 0 - 'V +0 

a aussi  pour  coefficients  des  fonctions  sy  métriques  de  X-,  l. 

Par  conséquent,  «l’après  le  leniine  1,  les  valeurs  que  la 
fonction  peut  prendre,  par  les  ])erimitations  des  let- 

tres^, b,.-.,  X,  /,  font  partie  des  v suivantes, 

V V V • 

/i-l-i’  U -es’  /I  -hv  > 

tlonc,  parmi  les  n lettres  qui  entrent  dans  la  fonction  V,  il  y 
en  a m dont  les  permutations  font  acquérir  à cette  fonction  un 
nombre  de  valeurs  distinctes  égal  ou  inférieur  à v. 

CoBOLLAiKE.  — Si  une  fonction  île  n Intreit  a ft  valeun  tlis- 
tinctes  , dont  p — i seulement  peuvent  être  obtenues  par  les  per- 
mutations de  m lettres  , la  fonction  est  syniêtriii  uc  par  rapport  à 
m lettres. 

LxmmeIII.  — Si  une  fonction  non  symetrinuc  de  n lettres,  n étant 
'f?-  4,  est  sjrmetriijue  par  rapport  an  — 2 lettres,  le  nombre 

des  valeurs  distinctes  de  la  fonction  est  n,  — ^ — ou  n(/i  — i). 

Soit 

\’z=if(a,b,e,d,...,k,l) 

nne  fonction  de  n lettres,  symétrique  par  rapport  aux  n — z 
lettres 

c , d , . . . , X,  /. 

1".  Si  cette  fonction  ne  change  pas  de  valeurs  par  la  transpo- 
silion  de  l’une  des  lettres  a et  b,  b par  exemple , avec  l’une  tlet» 
n — ■.»,  autres,  elle  sera  symétrique  p.ir  rapport  aux  n — > 
lettres 


b , e , il , . . . , k , t 
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et  roinnie , par  liypotlièsc , elle  n'est  pas  symétrique  par  rapport 
aux  n lettres,  elle  aura  précisément  n valeurs. 

2".  Supposons  que  la  fonction  V change  par  la  trans|>osition 
lie  l’nne  quelconque  îles  deux  lettres  a et  b avec  l’une  des  n — 2 
autres,  et  qu’elle  ne  soit  pas  symétrique  par  rapport  aux  deux 
lettres  a et  b. 

On  formera  évidemment  tontes  les  valeurs  dont  la  fonction  V 
est  susceptible,  en  faisant  les  n (n  — 1)  arrangements  deux  à 
deux  des  n lettres 

fl,  b,  c,  tl,. b,  I, 

et  permutant  dans  la  valeur  de  V les  deux  lettres  a et  b successi- 
vement avec  les  deux  lettres  de  chacun  de  ces  arrangements. 
Or  je  dis  que  toutes  les  valeurs  de  V formées  ainsi  sont  diffé- 
rentes. 

Kn  effet,  les  deux  valeurs  de  V qui  correspondent  à deux  ar- 
rangements formés  des  mémeslettres,  a,  b et  h , a par  exemjde, 
ne  peuvent  être  égales,  puisque  l’égalité 

9 b,  c,  fi,  » , , b , ™ ^ ^b,  a,  c,  fi,  . , , b , i ^ 

exige  que  la  fonction  V soit  symétrique  par  rapport  à a et  b,  ce 
qui  est  contre  l’hypothèse. 

Pareillement , les  deux  valeurs  de  V qui  correspondent  à 
deux  arrangements  ayant  une  lettre  commune  , tels  que  a,  b et 
a,  r,  ou  fi,  b et  c,  a sont  différentes.  En  d'autres  termes,  on  ne 
peut  avoir 

Ÿ fti,  b,  c,  fl, . ..  , b , ~ 0(0,  c,  b,  fi ,,,,  , b , /I, 

ni 

^{f*)b, c, fl,. b, i)~y[c, fl, b,  (i,,..,  b , /j. 

L’impossibilité  de  ces  égalités  résulte  de  ce  que  le  premier  mem- 
bre de  chacune  d’elles  est  symétrique  par  rapport  aux  deux 
lettres  f et  li,  tandis  que  le  second  ne  l’est  pas  par  hypothèse. 

Enfin  les  deux  valeurs  de  V qui  correspondent  à deux  arran- 
gements a,  b et  c,  fl  qui  n'ont  aucune  lettre  commune,  sont 
aussi  differentes;  on  ne  peut  avoir 

^[fi,h,c,ft,  , l,  t)r=  -^[c,  tl,n,  h,..  , b , l]. 
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parro  que  le  preinirr  nit  nihie  est  svhiclii<|ue  par  rapport  à 
r el  rf,  tandis  que  le  soeimd  ne  l’est  pas. 

On  voit  donc  que  le  nombre  des  valeurs  distinctes  de  V est 

fl  («  — i). 

3°.  Siqipnsons,  enfin,  que  la  fonction  V chanjte  par  la  trans- 
position de  l’une  quelconque  des  lettres  « et  A avec  l’une  des 
n — 1 autres,  mais  qu’elle  soit  svméti  ique  par  rapport  aux  deux 
lettres  a el  A. 

Dans  ce  cas,  on  formera  toutes  les  valeurs  de  V en  faisant  les 

— ^ ^ romlùnaisons  deux  à deux  des  n lettres 

5. 

fl.  A,  r,  <1 / , /, 


et  permutant  dans  la  valeur  de  V les  deux  lettres  n et  A succes- 
sivement avec  les  deux  lettres  de  chacune  de  ces  combinaisons. 
Or  je  dis  que  toutes  les  valeurs  de  V ainsi  formées  seront  diffé- 
renlis  si  n est  supérieur  à 4- 

Eu  effet , deux  valeurs  de  V cpii  correspondent  à deux  combi- 
naisons fl,  A et  n,  c,  qui  ont  une  lettre  commune,  sont  différentes; 
on  ne  peut  avoir 


y (fl,  A , c,  , X , /)  = y (fl,  r,  h , fl,  , /). 

parce  que  le  premier  membre  est  symétrique  par  rapport  à « et 
A,  et  que  le  second  ne  l’est  pas  par  hypothèse. 

Pareillement,  deux  valeurs  de  \ qui  correspondent  à <leux 
« ombinaisons  fl , A et  r , rl,  qui  n'ont  aucune  lettre  commune, 
sont  aussi  différentes;  en  d’autres  termes,  on  ne  peut  avoir 

y (fl.  A,  C,  rf,  . . , X,  /)=  y (c,  r/,  fl  , b,...  , X , /), 

parce  que  le  premier  membre  est  symétrique  par  rapport  aux 
n — 2 lettres  c,  d , . . . , X,  /,  et  que  le  second  ne  l’est  pas  par 
hypothèse  si  n est  ^ 4- 

On  voit  donc  que  le  nombre  des  valeurs  distinctes  de  V est 

"(»  — ') 
a 

Rkmarquf..  — La  démonstration  de  ce  dernier  cas  suppose 

32 
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essenliellement /<  > 4 i " = 4>  •>'>  n**  pP"*  pl>'* 

dire  que  l’égalilé 

ÿ(«.  *.  <•.  'l)  = ? {<’>  ">  *) 

soit  impossible.  Cette  égalité  peut,  au  contraire,  avoir  lieu; 
cela  arrive  en  particulier  pour  la  fonction 

ab  + erf, 

et  pour  une  infinité  d'autres. 

CoBOLLSiRE.  — Si  une  fonction  de  n lettres , symétrique  par 
rapport  à n — 2 lettres,  a n valeurs , elle  est  symétrique  par 
rapport  à n — i lettres . 

Lemme  IV.  — Si  une  fonction  de  n lettres,  n étant  > 4 > " 
dciu:  valeurs  seulement  par  les  permutations  de  n — 2 lettres, 
le  nombre  des  valeurs  que  cette  fonction  peut  prendre  par  les 
permutations  sle  toutes  les  lettres  est  égal  h 2,  ou  supérieur  à n. 
Soit 

V = ?(n,  b,c,d,  . . . , A,  l) 

line  fonction  de  n lettres,  n étant  > 4 , qui  n’a  que  deux  va- 
leurs par  les  permutations  des  n — 2 lettres 

c , d , . . . , A , /. 

D’après  la  proposition  démontrée  dans  la  vingtième  leçon  et  rap 
pelée  plus  haut , comme  on  suppose  n — 1 > 3 , la  fonction  V 
aura  2 ou  2 (n  — t ) valeurs  par  les  permutations  des  « — i 
lettres 

b , e , d , . , , , A , l. 

Si  le  dernier  cas  a lieu , le  nombre  total  des  valeurs  de  V est 
supérieur  à n.  Si,  au  contraire,  la  fonction  V n’a  que  deux 
valeurs  par  les  permutations  des  n — i lettres 

b , c , d, ...  A , / , 

elle  en  aura  2 ou  t' n par  les  permutations  de  toutes  les  lettres. 
La  proposition  est  donc  démontrée. 

T.emme  V.  — Si  urne  fonction  de  n lettres , non  symétrique , 
a un  nombre  impair  de  valeurs  distinctes,  il  est  impossible 
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»/u  'eUe  prenne  tomes  les  Viileiirs  dont  elle  fst  susceptible , par  les 
seules  permutations  de  n — 2 lettres. 

Soif 

y =f  {a  , ù,  r,  d,  . . ,1,1) 

une  fonction  de  n Icltrcs  ayant  un  nomlire  impair  p de  valeurs 
distinctes,  et  supposons  (prollc  piiissi'  prendre  ses  p valeurs  par 
les  seules  perinniations  des  n — a lettres 

r,  d,.  .,  k , l. 

Représentons  ces  p valeurs  par 

(1)  y,  («,  h,...),  f,(a,  b,..  b,. 

Il  est  d’abord  évident  ipic  la  fonction  V ne  peut  c'tre  symé- 
trique par  rapport  aux  lettres  « et  6 ; car  toutes  les  valeurs 
qu’elle  peut  prendre  élant  symétriques  par  rapfiort  à a et  b, 
le  seraient  également  par  rapport  à deux  lettres  choisies  à vo- 
lonté, qu’on  peut  iniraduire , par  une  substitution , A la  place 
de  a et  de  b.  La  fonction  V serait  donc  symétrique , ce  qui  est 
contre  l’hypothèse. 

Cela  posé,  faisons  dans  les  fonctions  (■)  la  transposition 
(fl,  b),  elles  deviennent 

(2)  <p,  (i,fl,.  ..),  (i,  fl, ..  .). 

Les  fonctions  (i)  élant  distinctes  par  hypolhèse,  les  fonc- 
tions (2)  le  sont  aussi,  et  comme  la  st'rie  (i)  comprend  toutes 
les  valeurs  de  V,  les  fonctions  (2)  ne  différeront  pas  des 
fonctions  (i);  d'ailleurs  les  termes  <pii  occupent  le  même 
rang  dans  ces  suites  ne  peuvent  être  égaux , puisque  la  fonc- 
tion V n’est  pas  syir.étri<|ue  par  rapport  h n et  b.  .Supposons 
donc  que  l’on  ait 

?,  (o,  A,.  . .)  =s  (6,  fl,  . . .); 

en  changeant  a et  b l’une  avec  l’autre,  il  vient 

y,  (b,  fl,  . . .)  = o^(fl.  A,  . . .); 

(VoM  il  suiï  c]uo  les  ternios  «le  la  saiU*  (i)  pouvant  vtrv  groii|»cs 

3?.. 


deux  à deux,  de  manière  que  les  deux  termes  d’un  même 
groupe  se  changent  l’un  dans  l’autre,  par  la  transposition  {a , b). 
Or,  cela  est  impossible,  puisrpie  fx  est  un  nombre  impair.  l,a 
proposition  est  donc  démontrée. 

Lkmmk  VI.  — Si  ii/ie  fonction  dr  n lettres 

\ =<f  [n,  h,  f,  il,..  . , h,  l) 

prend  tontes  ses  valeurs  par  les  seules  permutations  des  n — o. 
lettres 

c,  d,.  . X , / , 

le  nombre  de  ces  valeurs  est  double  du  nombre  des  valeurs  i/ue 
prend  la  fonction 

X = [.x  — ÿ(«,  é,  c,  d,...,  X,  /)][x  — y(é,  a,  c,d,...,  X>/)], 

par  les  permutations  des  n — 2 lettres  c , d,...,  b , l. 

On  voit , comme  dans  la  proposition  précédente , «lue  la  fonc- 
tion V ne  peut  être  symétrique  par  rapport  aux  lettres  n et  h, 
et  que  les  valeurs  de  V peuvent  être  groupées  deux  à ileux,  de 
manière  que  les  termes  d’un  même  groupe  se  changent  l’un  dans 
l’autre  par  la  transposition  («  , b).  Il  résulte  de  là  que  les  valeurs 
lie  V peuvent  être  partagées  en  deux  séries  de  la  m.-inière  sui- 
vante ; 

?i  («»  *)>  («,  b), 

<p,  (*,  fl),  y, (A,  n),...,  y {b,  a). 

Ola  posi-,  la  fonction  X ne  |>eut  acquérir  que  les  p valeurs  sui- 
vantes, par  les  permutations  des  « — alettresc,  d,...,  X , /, 

[a^  — y,(fl.  A)]  [x— *,(A,a)], 

[x-ç,{fl,  A)][x  — y,  (A, fl)). 


t-' — — 1'^(  *.  «)]  ; 

car  toute  permutation  des  lettres  c,  d,„.,4t  -,  Xtjui  laisse  y,  (a,  A) 
invariable,  ou  qui  la  change  en  y,  [h,n),  laisse  invariable  y,  (A,  a) 
ou  la  change  en  y,  (a.  A);  et  de  même  toute  penniitation  des 
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IfUres  c,  ri,...,  h , I qui  ^•lutni,'L■  f,  («,  h)  en  f,(n,  b)  ou 
eu  t/,  [b  , a)  cliange  aussi  n/,  {b  , a)  vn  r^  ,(b  , a)  rm  enrf  ,[a , b). 

De  plus,  les  f*  valeurs  de  X,  écrites  plus  haut,  sont  dilTé- 
rentcs , car  s’il  n’y  en  avait  que  fi'  de  distinctes , fi'  étant  p , 
en  inullipliani  ces  u'  valeurs  et  égalant  à /.éro  le  prodtiit,  on  au- 
rait une  équation  dont  le  premier  membre  serait  une  fonction  sy- 
métrique des  H — 2 lettres  c , ri , , A ,1 , et  dont  les  a (*'  racines 

seraient  les  seules  valeurs  distinctes  de  la  fonction  V (Icmmel), 
ce  qui  est  impossible,  puist|u’on  a supposé  ce  nombre  de  valeurs 
égal  il  a fi. 

Il  est  donc  démontre  que  le  nombre  des  valeurs  de  la  fonc- 
tion V est  double  du  nombre  des  valeurs  que  peut  prendre  la 
fonction  X par  les  perinii tâtions  des  n — a lettres  c , d, ... , A , l. 

ThkokèmeI.  — Une  fonction  d'un  nombre  impair  n rie  ieltre.t , 
tjui  n moins  de  n valeurs  distinctes , ne  peut  en  avoir  plus  de 
lieux. 

Je  vais  démontrer  généralement  que  si  le  théorème  a lien 
pour  les  fonctions  de  n — a lettres,  il  a lieu  aussi  pour  les  fonc- 
tions de  n lettres;  et  comme  il  est  évidemment  vrai  pour  les 
fonctions  de  trois  lettres,  il  sera  vrai  aussi  pour  les  fonctions 
de  cinq,  de  sept,  etc.,  d’un  nombre  impair  quelconque  de 
lettres. 

Soit 

V = y (o,  i,  c,  rf,.  . , A,  l) 

une  fonction  de  n lettres  qui  a moins  de  n valeurs  distinctes  , 
n étant  un  nombre  impair  au  moins  égal  il  5. 

Soient  a et  6 deux  lettres  quelconques,  et  faisons  toutes  les 
permutations  des  n — 2 autres  lettres 

c , d , , A , l , 

sans  changer  la  place  ni  de  n ni  de  6;  comme  nous  admettons 
qu’une  fonction  de  n — 2 lettres  qui  a moins  de  /t  — 2 valeurs, 
ne  peut  en  avoir  plus  de  deux  , le  nombre  des  valeurs  de  V 
résultant  des  |KM-mutations  des  n — 2 lettres  c,  d,...,  A , l sera 
néi-essairement  l’un  des  quatre  suivants  : 

1 , 2 , « — 2 , n — I . 
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5o2 

Nous  allons  faire  successivement  ces  quatre  hypotlicses. 
i".  Lit  fonctiony  vst  symètriifur  par  rapport  aux  n — 3 /ct- 
tri's  c , f/ , . . . , X , l. 


Alors  elle  aura,  d’après  le  lemnic  III,  n ou 


n(n—  i) 


n (n  — i)  valeurs  distinctes.  Cette  hypothèse  n'est  donc  pas  ad- 
missible, puisque  V'  a moins  de  n valeurs. 

2".  La  fonction  V n deux  valeurs  par  les  )>ermutations  de/ 
n — 2 lettres  c,  d,  . . , X , /. 

Alors,  d'apri-s  le  lemme  IV,  la  fonction  V n’a  en  tout  que  deux 
valeurs,  puistiu’elle  en  a moins  de  n. 

3”.  /.«  fonction  \ n n — 3 valeurs  par  les  permutations  des 
n — 2 lettres  c , d,., . , i , l. 

Alors,  d’après  le  leminc  V , il  est  impossible  que  la  fonction  V 
n’ait  que  n — 2 valeurs  par  les  permutations  des  « lettres, 
parce  que  n — 2 est  un  nombre  impair;  elle  en  a donc  n — i. 
Mais  alors,  d’après  le  lemme  II  (corollaire),  la  fonction  V est 
symétrique  jiar  rapporta» — a lettres,  et,  par  conséquent, 


elle  a n, 


i) 


ou  n {n  — i)  valeurs.  Cette  hypothèse  est 


donc  inadmissihie. 

4”.  fonction  \ a n — i valeurs  par  les  permutations  des 
H — 2 lettres  c,  d, , A , l. 

Comme  la  fonction  V n’a  en  tout  que  a — i valeurs,  la 
fonction 


X = f J — y («,  è,  c,d,...,  A,l)][x—  e [L,  a,  c,  d,.  .,  *, /)] 

a ” - ■ ■ ' valeurs  par  les  perniulations  des  n — 2 lettres 
c,  il,  k,  l (lemme  VI).  Mais  on  a 


— <1  " — 2!  • 

2 

et  nous  admettons  qu’une  fonction  de  n — 2 lettres  qui  a moins 
de  « — 2 valeurs,  ii’cn  a au  plus  cpic  deux  ; donc  la  fonction  X 
a une  ou  deux  valeurs  seulement,  et,  par  conséquent,  on  doit 
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avoir 


U — I 

— = I ou  = a, 

a 

c'cst-à-iliiv 

« = 3 ou  « = 5. 


5o3 


Nous  avons  supposé  « ^ 3,  donc  l’hypothèse  que  nous  diseu 
Ions  en  ce  moment  est  inadmissible,  ù moins  i|ue  n ne  soit  égal 
a*5.  Mais  elle  l’est  encore  dans  ce  cas,  car  une  fonction  de  cinq 
lettres  ne  peut  avoir  quatre  valeurs  par  les  permutations  de 
trois  lettres,  à cause  que  4 n’est  pas  un  diviseur  du  produit 
1,2.3. 

Conclusion.  — On  voit  que  la  seconde  de  nos  quatre  hypo- 
thèses est  seule  admissible,  et,  par  conséquent,  si  la  fonction  V 
a moins  de  n valeurs,  elle  ne  peut  en  avoir  plus  de  deux. 

Tukorkmk  II.  — Une  fonction  .-t’un  nombre  impair  n de 
lettres,  qui  a précisément  n valeurs,  est  symétrique  par  rapport 
à H — I lettres. 

La  démonstration  suivante  suppose  n au  moins  égal  à 5 , mais 
pour  les  fonctions  de  trois  lettres,  le  théorème  est  presque 
évident  (*). 

Soit 

V =q[n,  b,  c,  d,...  , X,  /) 

une  fonction  d’un  nombre  impair  n de  lettres,  qui  a précisé- 
ment n valeurs. 

Soient  a el  b deux  lettres  quelconques,  et  faisons  toutes  les 
permutations  des  n — 2 autres  lettres 

c,  d,..  X,  /; 

il  en  résultera  pour  V un  nombre  de  valeurs  qui  sera  l’un  des 
suivants 

1 , 2,  3,  . . .,  («  — 2).  ("  — 0>  "■ 

Mais,  d’après  le  théorème  I,  n — 3 étant  impair,  si  ce  nombre 


(*)  I.C  Ihcorcme  a etc  ilcinoiitrc  cl.ms  la  vin(<tiénic  leçon  pour  les  fonc- 
tions lie  trois  lelties. 
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(le  valeurs  esl  inrerieiir  à n — 2,  il  csl  au  plus  égal  à 2 , ce  sera 
clone  l'un  ilc'S  cin<|  nonibres 

I , 2 , n — 2 , n — t , n. 

Nous  allons  faire  ces  cin(|  liypotlièses. 

I*.  Im  /onction  V est  srinétriqiir  par  mp/iort  aux  n — 2 
lentes  r,  rl, f , t. 

Alors,  d'après  le  lenime  III , le  nombre  des  valeurs  de  V lie 
|>out  être  égal  à n cpie  si  celle  fonction  est  symétrique  par  rap- 
port à n — 1 lettres. 

2“.  /.«  futrriinn  V « tleiix  valeurs  partes  permatations  des 
n — 2 lettres  r X' , /. 

Cela  est  impossible  d’après  le  lemme  IV'. 

3“.  La  fonction  \ a n — 2 valeurs  par  1rs  permutations  des 
n — 2 lettn's  c,d,,..,  i , I. 

Alors,  d'après  le  leinmc  II,  la  fonetion  V ayant  en  tout  « 
valeurs  et  n'en  ayant  que  n — 2 par  les  permutations  de  n — 2 
lettres,  il  y a n — 2 lettres  dont  les  permutations  font  acquérir 
a V un  nombre  de  valeurs  égal  à i ou  à a.  Par  conséquent , le 
nombre  des  valeurs  de  cette  fonction  ne  |K'ut  être  égal  ù n, 
(pie  si  clic  est  symétrique  par  rapport  an  — i lettres. 

4".  An  fonction  S an  — i valeurs  par  tes  permutations  des 
n — 2 lettres  c,  X , /. 

.Alois,  d’après  le  lemme  II,  la  fonction  V est  symétrique  par 
rapport  à n — 2 lettres , et , par  conséquent , elle  ne  peut  avoir 
n valeurs  que  si  elle  est  symétrique  par  rapport  à n — i lettres, 
d’après  le  lemme  III. 

5’'.  la  fonction  V'  prend  ses  n valeurs  parles  permutations 
lies  n — 2 lettres  c , d,  . . , k , I. 

Cela  est  impossible,  d’après  le  lemme  V,  parce  que  n est  un 
nombre  impair. 

Conclusion,  — La  première,  la  troisième  et  la  quatrième 
by|M>tbèse  sont,  comme  on  voit,  seules  admissibles,  et  quelle 
(pie  soit  celle  cpii  a lieu , la  fonction  V est  nécessairement  syinc- 
trique  [lar  rapport  à « — i lettres;  ce  qu’il  fallait  démontrer. 

Th  éoivKM».  111.  — Vue  fonetion  d'un  nombte  pair  n de  lettres  fjut 
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n moins  <h'  n ixi/riirs  nr  prut  vu  avoir  plus  tir  ilvii  t,  si  n vst 
supérieur  à 4' 

O llicortMlu;  n’a  pas  lien  pour  li  s lonclions  île  quatre  lettres; 
et  c’est  précisément  parce  qu’on  peut  former  des  fonctions  de 
qiiUtre  lettres  ipii  n’ont  qne  trois  valeurs,  qu’on  peut  resoudn’ 
l’équation  géné-rale  du  qnatrié'ine  degré. 

Soit 

= Ÿ (">  b,  V,  d,...  , k , t) 

une  fonction  d'un  nombre  u de  lettres  pair  et  supérieur  à 4i  rt 
supposons  que  celte  fonction  ait  moins  de  n valeurs. 

Si  l’on  considère  V comme  fonction  des  n — i lettres 

b y C y d y ...  y X , t y 

et  qn’on  permute  ces  lettres,  on  obtiendra  un  nombre  de  va- 
leurs distinctes  de  V , qui , éUint  par  hypothèse  inférieur  h«, 
sera  l'un  des  suivants 

t , a , 3 , . . , n — 2 y a — I . 

Mais,  d’ajirès  le  théorème  1,  comme  n — i est  impair,  ce 
nombre  de  valeurs  ne  peut  s’abaisser  au-dessous  de  n — i , sans 
être  égal  à i ou  il  i ; donc  le  nombre  des  valeurs  distinctes  de 
\ résultant  dts  permutations  des  « — i lettres  i,  c,  f/,...,  X , l 
est  l’un  des  trois  suivants  ; 

I , 2 y n — I . 

K.xaininons  ces  trois  cas. 

I".  La  fonvtion  V'  esl  symètriipu‘ par  rapport  aux  a — i lettres 

h y c y d y ...  y X , 

Alors,  elle  a évidemment  a valeurs,  ce  qui  est  contre  l'hypo- 
thèse;  à moins  qu’elle  ne  soit  symétrique  par  rapport  à toutes 
les  lettres,  et,  dans  ce  cas,  elle  n’a  qu’une  seule  valeur. 

2°.  Im  fonction  V a ileux  valeurs  par  les  permutations  des 
n — I lettres  b y e , d y ...  y k , I. 

Alors,  d’après  la  |iroposition  dcmonlree  dans  la  vingtième 
leçon  et  déjà  rappelée,  la  fonction  V ayant  moins  de  a valeurs, 
ne  peut  en  avoir  que  dcu.\. 

3’.  La  fonction  V’  o « — i valeurs  par  les  permutations  des 
n — t lettres  b , e , d . y k , l. 
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Dans  te  cas,  cuiiiiiic  n — i osl  impair,  la  foiictiuii  V csl  sy- 
iiU'triqiiL'  ))ar  rapport  à « — a lettres,  d’après  le  tlieorènic  II, 
et  alors,  d'après  le  leminc  III,  elle  a au  moins  « valeurs. 

Conclusion.  — Puisqu’on  suppose  que  V a moins  de  n valeurs, 
et  que  eette  fonction  n’est  pas  symétrique,  le  second  des  trois 
cas  précédents  est  seul  possible,  et  alors  la  fonction  V a deux 
valeurs  seulement.  Ce  tpi’il  fallait  démonticr. 

Théobkhf.  IV.  — Si  une  fonction  d'un  nombre  n de  lettres  pair 
et  supérieur  à (j  a n valeurs,  elle  est  symétrique  par  rapport  à 
n — I lettres. 

Soit 

V = If  (a,  b,  c,  d,...,  b,  l) 

une  fonction  de  n lettres  qui  a précisément  n valeurs.  On  sup- 
pose n pair  et  supérieur  à 6. 

Soient  a cl  b deux  lettres  quelconques , et  permutons  les  n — 2 
autres  lettres 

c,  d,.  .,  X,  /. 

Le  nombre  des  valeurs  qu’on  obtiendra  ainsi  pour  V ne  pou- 
vant, d’après  le  théorème  III,  être  à la  fois  plus  grand  que  2 
et  moindre  que  n — 2 (puisque,  par  hypothèse , n — 2 est  > 4)> 
sera  l’un  des  cinq  suivants  ; 

1 , 2 , n — 2 , n — I , n. 

iNous  allons  faire  ces  cinq  hypothèses. 

I".  La  fonction  V est  symétrique  par  rapport  aux  n — 2 letties 
c,  d, . . . , b , l, 

-Mors,  d’après  le  lemme  III , elle  ne  peut  avoir  n valeurs  que 
si  elle  est  symétrique  par  rapport  à « — t lettres. 

2’.  La  fonction  V a deux  valeurs  par  les  permutations  des 
n — llettresc,  d,...,  b,  l. 

Cela  est  impassible  d’après  le  lemme  IV  ; car,  alors,  la  fonc- 
tion V n’aurait,  en  loul,  que  deux  valeui-s , nu  elle  en  aurait 
plus  de  n. 

3".  Lm  fonction  V n n — 2 valeurs  par  les  permutations  des 
n — 2 lettres  c,  tl b , l. 
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Alors  la  romiioii  V ayant  en  tout  « valiiiis,  rlk*  a une  on 
(leux  valeurs  seulement  par  les  permutations  de  « — a lettres 
( lenime  11) , et , par  cnnsc'qucnl , elle  ne  peut  en  avoir  n en  tout 
(piosi  elle  est  symétrique  par  rapport  à n — i lettres {lcrames  111 
et  IV). 

4“.  Ln  fonction  San  — i vntcurs  par  les  permutations  îles 
n — 2 lettres  c , d, . . k,  l. 

Dans  ce  cas , d’après  le  lemnie  11 , V est  symétrique  par  rap- 
[Mirt  à « — a lettres,  et,  par  eonséipient,  elle  ne  peut  avoir 
H valeurs  que  si  elle  est  symetri(|ue  par  rapjxirt  à n — i lettres. 

5".  Ix!  fotietinn  V « n valeurs  par  les  permutations  des  n — 2 
lettres  c,  d, , k- , l. 

Cela  est  impossible  d’après  le  leinme  VI,  car  alors  la  fonc- 
lion 

[x—  y{n,  b,c,  d,...,  X ,/)]  [x  — y (i  , a , r X,  /)) 
aurait,  par  les  permutations  desn  — 2 lettres  c,  d,...,  k,  /,  un 
nombre  de  valeurs  ('gai  à - , ce  qui  ne  peut  être,  puisque  - est 

a — 2 et  > 2. 

Conclusion.  — Le  premier,  le  troisième  et  le  quatrième  ras  sont 
seuls  possibles,  et  l’on  voit  que  le  nombre  des  valeurs  de  la 
fonction  V ne  peut  être  i'gal  .’i  a,  c(ue  si  V est  symétri(juc  par 
rapport  an  — i lettres. 

Rcmar<iue. — I.a  démonstration  ne  s’applique  pas  aux  fonctions 
de  ipiatre  et  de  six  lettres  ; mais  le  théorème  a clé  démontré  dans 
la  vingtième  leixtn  pour  les  fonctions  de  quatre  lettres,  et  il  n’a 
|>as  lieu  pour  les  fonctions  de  six  lettres. 

Des  fonctions  de  si.v  lettres  r/iii  ont  six  valeurs  et  t/iii  ne  sont  pas 
sYinétrii/acs  par  rapport  à cinq  lettres. 

Dans  la  théorie  qui  vient  d’être  exposée,  les  fonctions  de  six 
lettres  constituent  tine  exception  digne  de  remarque;  aussi  je 
crois  devoir  indiquer,  en  terminant  cette  Note,  la  composition 
des  fonctions  de  six  lettres  qui  ont  six  valeurs  distinctes  et  (pii 
ne  sont  pas  cependant  symétriques  par  rapport  à cinq  lettres. 


■le  (iis  011  |m  iiiior  lion  (|iio  : 

.SV  une  foncliitii  <h  six  lettres , non  syinrtrii/iie  /nir  rn//port  à 
ri/n/  lettres  , a précisément  six  valeurs  rlistinetcs , eette  fonction 
prend  scs  six  valeurs  par  les  seules  permutations  de  trois  lettres 
rpielconqucs. 

Soit  V une  pareille  fonction  des  six  lettres 
a,  b,  c,  d,  <■ , / ; 

nous  diviserons  la  démonstration  du  ihooréme  énonce  en  trois 
parties  : 

i“.  Le  nombre  des  valeurs  que  prend  V par  les  permutations 
de  cinq  lettres  quelconques 

c,  e,  / 

est  un  diviseur  du  produit  i .2. 3. 4- 5;  d'ailleurs  ce  iioiiilirc, 
(|iii  est  au  plus  égal  à G,  ne  peut  s’abaisser  au-dessous  de  5 sans 
être  égal  ü i ou  à a ; donc  la  fonction  Va  i , 2,  5 ou  G valeurs 
par  les  permutations  des  cinq  lettres.  Mais  si  ce  nombre  de  va- 
leurs était  I ou  5,  la  fonction  V serait  symétrique  par  rapport 
à cinq  des  six  lettres  a,  b,  c,  d,  r,  f (lemme  11),  ce  cpii  est 
contraire  à l'iiypotluise;  si  le  même  nombre  était  2,  la  fonc- 
tion V'  aurait  2 ou  i2  valeitis  (vingtième  leçon)  par  les  permu- 
tations des  si.x  lettres.  Doue  la  fonction  V doit  prendre  ses  G va- 
leurs par  les  seules  permutations  des  cinq  lettres  b,  c,  d,  e,f. 

2°.  Le  nombre  des  valeurs  que  prend  par  les  permutations 
de  quatre  lettres  quelconques 

c,  d,  e,  f 

est  un  diviseur  du  produit  i .2.3.4»  d’ailleurs  ce  nombre  est 
au  plus  égal  à G;  donc  la  fonction  V a i,  2,  3,  4 nu  G valeurs 
par  les  permutations  des  quatre  lettres.  Si  ce  nombre  était  t,  la 
fonction  V aurait  i ou  5 valeurs  )>ar  les  permutations  des  cinq 
lettres  è,  c,  d,  e,f,  ce  qui  n’a  pas  lieu;  s'il  était  2,  la  fonc- 
tion V aurait  2 ou  lo  valeurs  par  les  permutations  des  cinq 
lettres;  s’il  était  4»  la  fonction  V aurait  au  plus  2 valeurs  par  les 
pertnutalions  decpiatrcdes  cinq  lettres  b,  c,  r/,  c, /(  lemme  11), 
et  nous  venons  de  voir  que  cela  est  impossible.  ÎNous  allons 
prouver  enfin  que  3 ue  peut  exprimer  le  nombre  des  valeurs  que 
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pi'i'iid  V par  les  periiiiilalions  des  'pialre  lettres  c,  d,  e,/.  Kii 
eflet,  nommons  V,,  V,,  Vj,  V,,  Vj,  les  six  valeurs  de  V cl 

supposons  que  celle  lonrlion  ne  prenne  que  les  valeurs  V,,  V,, 
V,  parles  |>ermutalion$  des  quatre  lettres  c,  d,  f , f.  La  fone- 
lion 

X = (a:-V,)(x-V,)(.r-V,) 

sera  symétrique  par  rapport  à c,  d,  e,/',  et,  par  suite,  elle 
aura  i ou  5 valeurs  par  les  permutations  de  b,  c,  d,  c,/.  la- 
premier  ras  ne  (teut  avoir  lieu  (lemme  I),  rar  V n’aurait  d’au- 
tres valeurs  que  V',,  V,,  V,  par  les  permutations  des  cinq  lettres 
h,  c,  d,  e,/.  La  fonction  X a donc  5 valeurs  X,,  X,,  X,,  X,, 
X,,  et,  par  suite,  V'  ne  |H-ut  avoir  d’autres  valeitrs  que  celles 
qui  s<int  racines  de  l’équation 

Y = X,  X.  X,  X,  X,  = O , 


puisque  le  premier  membre  est  une  fonction  symétrique  de  fi , r, 
d,  e,  f.  Il  s’ensuit  que  Y est  divisible  par  le  produit 


Z = (a--V,)(a--V,)(x-V,)(x-V.)(j^-V,)(a:-V,). 


Le  même  raisonnement  prouve  que  V ne  peut  avoir  d’autres 
vali’urs  que  celles  qui  sont  racines  de  l’équation  - = o , puis 


d'antres  valeurs  (pie  celles  qui  sont  racines  de  l'équation  — = o, 

ce  qui  est  impossible;  car  celte  dernière  équation  est  seulement 
du  troisième  degré  et  n’a  que  trois  racines.  Il  est  donc  établi 
que  3 ne  peut  être  le  nombre  des  valeurs  que  prend  V par  les 
permutations  des  quatre  lettres  c,  d,  r,f. 

Donc  la  fonction  V prend  ses  6 valeurs  par  les  permutations 
de  quatre  lettres  quelconques  c,  d,  e.,f.  Il  en  résulte,  d’a- 
près le  lemme  VI,  que  V ne  (teiit  pas  être  symétrique  par  rap- 
port à deux  lettres  a et  b. 

3“.  Le  nombre  des  valeurs  <pic  prend  V par  les  permutations 
de  trois  lettres  quelconques 

à,  e,  /, 

est  1,7,3  ou  6,  car  il  doit  <liviser  le  prodidl  i .7.  3.  Si  ce 
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nombre  éuiit  i , la  fonction  V aurait  i ou  4 valeurs  par  les 
permutations  de  r,  d,  e,  /,  ee  qui  n’a  |>as  lieu;  s’il 
était  2,  la  fonction  V aurait  2 on  8 valeui's  par  les  permuta- 
tions des  mêmes  quatre  lettres  {vingtième  leçon),  ce  qui  n’a 
pas  lieu  non  plus.  Enfin,  si  le  même  nombre  était  3,  la  fonc- 
tion V serait  symétrique  par  rapport  •’i  deux  lettres,  ce  qui 
est  impossible,  comme  on  l’a  vu  plus  haut. 

Donc  la  fonction  V prend  ses  6 valeurs  |)ar  les  seules  per- 
mutations de  trois  lettres  quelconques  e/,  e,  f\  ce  <|iii  démontre 
la  proposition  cnonrée. 

Je  dis  maintenant  que  : 

Ij^s  quinze  transpositions  que  l'on  peut  former  arec  les  six 
lettres  de  la  fonction  V sont  équivalentes  trois  à trois. 

D’après  ee  qui  précède , les  6 valeurs  de  V correspondent  aux 
six  arrangements 

cibcdef,  abrdfe,  abeefd,  nbrfrd , nbrfdr,  nbcedf. 

Si  l’on  transpose  la  lettre  c avec  l’une  quelconque  des  lettres 
d , e , f,  on  obtiendra  six  nouveaux  arrangements  qui  corres- 
pondront encore  aux  6 valeurs  ilistinctes  de  V.  D’où  il  suit  <pie 
parmi  les  vingt-quatre  arrangements  que  l’on  déduit  de 
nbedef, 

en  faisant  les  vingt-quatre  permutations  des  lettres  c,  d,  e,f, 
il  V en  a nécessairement  qua.'re  qui  corn-spondent  à la  même 
valeur  de  V.  Or,  deux  arrangements  où  trois  des  six  lettres  oc- 
cupent les  memes  places  ne  peuvent  correspondre  à la  même 
valeur  de  V,  puisque  cette  fonction  prend  toutes  ses  valeurs 
par  les  seules  permutations  de  trois  lettres;  <lonc  les  trois  ar- 
rangements qui  font  ac(|iiérir  à V la  même  valeur  que  l’arran- 
gement 

(ij  abedef 

sont  compris  dans  les  neuf  suivants  : 


( (2) 

ahdr/cy 

(3) 

nbrfrd , 

(4) 

ab/t'dc. 

M 

(5) 

ahjf'cd  f 

(<3) 

abdrfc. 

(7) 

itbi^fti  y 

' (8) 

nbrftic , 

abfrdr , 

1 10) 

ahdfiv. 

Digilized  by  Google 


NOTE  \m. 


ü 1 1 


Or,  les  six  arrangements  (5),  (6),  (7),  (8),  (;)),  (10)  peu- 
vent se  déduire  de  (1)  par  une  substitution  eireulaire  des  qua- 
tre lettres  c , d , c , f.  \\  arrivera  donc  de  deux  chosi’s  l'une  : ou 
bien  la  fonction  V ne  sera  pas  changée  par  une  certaine  substi- 
tution circulaire  des  (piatrc  lettres  c,  d,  r,f,  on  bien  les  ar- 
rangements (i),  (?.),  (3),  (4)  donneront  à V la  meme  valeur. 
Si  le  dernier  cas  a lieu , ou  voit  que  V ne  change  pas  par  la  trans- 
position de  deux  <pielconques  des  (piatrc  lettres  c,  d,  c,  f, 
pourvu  <|u'on  transpose  en  même  temps  les  deux  autres.  I^n 
d’autres  termes,  la  transposition  de  deux  des  quatre  lettres  c, 
d,  c,  /"équivaut  à la  trans|>osition  des  deux  autres;  car  si  la 
transposition  (c,  d)  change  VenV,,  la  transposition  {c,/) 
changera  V,  en  V;  par  suite,  elle  changerait  V en  V, , piiisqu’en 
faisant  deux  fuis  de  suite  la  meme  transposition  on  ne  fait  aucun 
changement.  Si , au  contraiiv,  les  arrangements  (1),  (2),  (3), 
(4)  ne  donnent  pas  à V la  même  valeur,  cette  fonction  sera  in- 
variable par  une  certaine  substitution  circulaire  des  quatre  lettres 
c,  d,  e,  /",  et,  par  suite,  elle  ne  changera  pas  non  plus  en  répé- 
tant deux  ou  trois  fois  cette  meme  substitution.  Il  s’ensuit  que 
les  trois  arrangements  parmi  les  neuf  considérés,  (|ui  donnent 
à V la  meme  valeur  que  l’arrangement  (1),  sont  compris  dans 
l’une  des  lignes  horirontalcs  suivantes  ; 

r (5)  ubftcd,  (2)  nhdcfe,  (8)  ubcfdc , 

(B)  ! (^’)  abdefc,  (3)  abrfed,  (9)  objede , 

( (7)  aberfd,  (4)  ab/edr , (lo)  abdfce. 

On  voit  que  l’un  des  arrangements  (a),  (3)  , (4)  donne  à V la 
même  valeur  que  l’arrangement  (i).  Or,  on  passe  de  l’arrange- 
ment (i)  à l’un  de  ces  trois-ci  par  la  transposition  de  deux  des 
quatre  lettres  c,  rf,  c,/’exéculce  simultanément  avec  la  trans- 
position des  deux  autres.  Donc  il  y a,  dans  tous  les  cas, 
deux  lettres  parmi  les  quatre  c,  r/,  c, /,  dont  la  transposition 
équivaut  à la  transposition  des  deux  autres. 

Nous  supposerons  que,  dans  la  valeur  de  V, 

V = ®(«,  b,  c,  d,  c,/), 

de  laquelle  on  part , pour  former  lout(>s  les  autres,  par  les  suh- 
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stiliitions , les  places  oecupècs  par  les  lettres 

1/  I /» , c , f t 

soient  représentées  respectivement  par 
1 1 ^ 4 » 5 , 6 , 

et  nous  introduirons  res  nombres  au  lieu  des  lettres  dans  les 
substitutions.  Ainsi,  par  exemple,  la  transposition  des  lettres 
<]ui  occupent  les  rangs  i et  2 sera  représentée  par  (i , 2). 

D'après  ce  qui  précède,  la  transposition  de  deux  des  quatre 
dernières  lettres  de  V équivaut  à In  transposition  des  deux  autres. 
On  peut  supposer  que  ces  deux  transpositions  équivalentes  soient 
(3,  4)  (5,  6);  car  il  est  permis  de  changer  les  noms  des 

lettres  de  V.  On  aura  donc 

(3,  4)  = (5.6) 

Considérons  les  lettres  qui  occupent  les  rangs  2^  4>  5,  6; 
la  transposition  de  deux  de  ces  quatre  lettres  sera  équiva- 
lente à la  transposition  des  deux  autres.  Or , on  ne  («.Mit 
avoir  (2,  4)  = (5,  6),  car  il  en  résulterait  (2 , 4 ) = ( 3 , 4). 
<'t  je  dis  que  cela  est  impossible.  En  effet,  deux  transpositions 
qui  ont  une  lettre  commune  équivalent  à une  permutation  cir- 
culaire de  trois  lettres  (dix-neuvième  leçon  ) ; or  notre  fonction  V 
change  ]>ar  une  permutation  circulaire  de  trois  lettres,  elle  chan- 
gera donc  aussi  par  les  transpositions  simultanées  (2,  4)  v* 
(3,  4).  vt,  par  suite,  ces  transpositions  ne  peuvent  être  éipii- 
valcntes.  On  a donc  (2,  5)  = (4 , 6)  ou  (2,  6)  = ( 4 , 5).  On 
peut  supposer 

(2,  5)  = (4,  6); 

car,  jusqu’ici,  rien  ne  distingue  l’une  de  l'autre  les  lettres  qui 
occupent  les  rangs  3 et  4 ou  5 et  6. 

Si  l'on  considère  ensuite  les  lettres  qui  occupent  les  rangs 
2,  3,  5,  6,  puis  celles  qui  occupent  les  rangs  2,  3,  4,  puis 
enfin  celles  qui  occupent  les  rangs  2,  3 , 4,  5 , et  qu’on  se  rap- 
pelle que  (leux  trans|icsitions  ipii  ont  une  lettre  commune  ne 
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(2,  (î)  = (3,  5), 

(2,  4)={3,  B), 

(2,  3)=={4,  5). 

D'où  il  suit  (juc  IfS  (li.x  transpositions  que  l’on  peut  faire  avec 
cinq  quelconcpics  des  six  lettres  «,  b,  e,  il,  c,  f,  sont  deux  à 
deux  étpiivalentcs.  D’après  cela,  si  l’on  considère  les  quinze  trans- 
positions què  l’on  peut  faire  avec  les  six  lettres,  il  est  évident 
que  ehacune  des  cin(|  qui  contiennent  la  première  lettre  sera 
équivalente  à deux  des  dix  autres,  et  eoiiiuie  deux  transpositions 
qui  ont  une  lettre  eommune  ne  peuvent  être  égales,  on  aura 
néeessai  renient 


(1,  2)  = (3,  4)=  :5,  6), 

(i,  3)  = (2,  5)z=(4,  6), 

(.,  4)  = (2,  B,i  = (3,  5), 

(.,  5)  = (2,  4)  ^(3,  B), 

(l,  B)  = (2,  3)::={/|,  5), 

ce  qui  démontre  la  proposition  énoncée.  Je  dis  enfin  que  ; 

On  peut  fnrmvr  trois  substitutions  circulaires  de  i/uatre,  de 
rinij  et  de  six  lettres  resperlieemcnt,  qui  laissent  la  fonction  \ 
tmariablc. 

En  ( ffet , on  voit , par  ec  qui  précède,  qu’il  est  impossible  que 
les  six  transpositions  que  l’on  peut  faire  avec  i]uatre  lettres 
seulement,  soient  deux  à deux  é-quivalentes;  car  il  en  ré'sul- 
lerait  l'é'galitè  impossible  de  deux  transpositions  ayant  une 
lettre  eommune.  Donc,  h cause  de  l'Iiypotbèse  admise 
(3,  4)  = (5,6),  les  trois  arrangements  du  tableaii(A)  ou  (H) 
qui  donnent  à V la  même  valeur  que 


sont 


abedef, 

a bfecd , a bdefc , a brfdc . 


On  conclut  de  l.à  que  la  fonction  V est  invariable  par  la  sidisli- 
lulion  circulaire 
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La  fonction  V étant  in  variable  par  les  transpositions  simulta- 
nées (3,  4)  •-‘t  (5,  6),  on  a 

y = , b , c , d , e ,/)=  [a , b , d , c , f,  e)-, 

faisant  encore  les  transpositions  équivalentes  ( 2 , 4 )>  (^ > 6)> 
vient 

V = 7 (tf,  b,c,d,e,f)  = If  (a,  b,  d,c,f,e) 

= ?(«.  c,<-,  b,f,d)-, 

donc  la  fonction  V n’est  pas  changée  par  la  substitution  circu- 
laire 


(4) 


/2,  3,  5,  6,  4\ 

\3,  5,  6,  4.  2/ 

Si  l’on  applique  la  substitution  ( 4)  à la  fonction 

V z=if{a,  b,c,  d,  e,f), 

il  vient 

V = ç(a,  c,  e,  b,/,  d); 
faisant  maintenant  la  substitution  (3),  il  vient 

V = T (o,  c,  d,  /,  c,  6); 

faisant  enfin  les  transposiliops  équivalentes  ( t , 6}et(4,  S),  on 
obtient 

y =?{!>,  c,  d,  e,  /,  a): 

d’où  il  suit  que  la  fonction  V n'est  pas  changée  par  la  substitution 
circulaire 

(5.) 


/ 1 , 2 , 3 , 4»  ^ ï 
\2,  3,  4,  5,  6,  I / 


On  voit  donc  que  les  fonctions  de  six  lettres  qui  ont  6 va- 
leurs et  qui  ne  sont  pas  symétriipies  )>ar  rapport  à cinq  lettres, 
restent  invariables  par  trois  substitutions  circulaires,  l’une  de 
quatre  lettres;  la  deuxième  de  cinq  lettres  et  la  troisième  de  six 
lettres  ; ce  qu’il  fallait  démontrer. 

Nous  pouvons  maintenant  conclure  la  composition  des  fonc- 
ions V que  nous  considérons.  En  effet,  il  est  évident  qu'on 
peut  passer  d’un  arrangement  des  six  lettres/?,  b,  c,  d,  e,  /, 
un  autre  arrangement  quelconque , en  exécutant  une  ou  plu- 
sieurs fois  sur  les  lettres  du  premier  arrangement,  une  ou 
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plusieurs  des  cinq  substitutions  circulaires, 


/3,  6,  4)  /2,  3,  5,  6,  4\  /*»  3,  4ï  5,  (si 

\6,  4,  5,  3,/’  \3,  5,  6,  4,  ï/’  3,  4,  5,  G,  J’ 

dont  les  deux  premières  seules  changent  nos  fonctions  V.  Il 
s’ensuit  que  toutes  ces  fonctions  changent  ou  restent  invariables 
par  les  mêmes  substitutions;  elles  sont  donc  semblables , et,  par 
suite,  elles  peuvent  s’exprimer  rationnellement  en  fonction  de 
l’une  quclcompie  d’entre  elles  et  de  fonctions  symétriques.  Il 
suITit,  d’après  cela , d'indiquer  la  formation  d’un  type. 

Formons  les  produits  deux  à deux  des  six  lettres»,  b,  c, 
d,  c,  f et  faisons  les  sommes  des  trois  produits  correspondants 
aux  transpositions  èipiivalentes  écrites  plus  haut.  On  aura  les 
cinq  fonctions  suivantes  : 

nh  ■+-  ni  ■+■  rfy 
ar  /)/■  H-  d(, 
ml  -t-  bf  -4-  c c , 
rtc  -+-  txl  -I-  Cfy 
of  -I-  hc  de. 

Si  l’on  applique  à ces  cinq  fonctions  l’une  quelconque  <lcs  substi- 
tutions circulaires 

n bedrf  \ / betfti  \ / c fdr  \ 

\ bedefa  / \cefdb  J ’ \fitec  ) ' 

on  voit  i|u’elles  ne  font  que  s’échanger  les  unes  dans  les  autres  : 
donc  leur  produit 

(nb  -hed-h  ef)  [ac  -4-  Ac  -H  df)  [ad  bf-\-  ce)  [ae bd  + cf)(uf  + />c  -f.  j 

ne  changera  par  aucune  des  trois  substitutions  circulaires,  et 
comme  il  n’est  pas  symétrique,  il  a nécessairement  ti  valeurs. 
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NOTE  IX. 


svn  r’KQLATiox 


oü  P désigne  un 


NOMBRE 


PREMIER. 


Si  P est  un  nombre  premier  et  (|ue  n soit  une  racine  primi- 
tive pour  ce  nombre  premier,  les  racines  de  IVHjnalion 

:=  O 

X — 1 

peuvent  cire  représentées  par 

X,  x“,  x’\...,  x"'’~'. 

De  celte  seule  propriété  des  racines  résulte,  comme  nous 
l’avons  vu  dans  la  vingt-septième  leçon , la  possibilité  de  ré- 
soudre algébriquement  l’équation.  La  méthode  que  M.  Gauss  a 
fait  connaître  dans  scs  Disquisitioncs  arithmeticœ,  pour  effectuer 
cette  résolution,  s’appuie  sur  la  propriété  qu’a  l’équation 

x'’  — I 

O 

X — I 

d’étre  irréductible.  Cette  propriété  importante  est  utile  dans  un 
grand  nombre  de  questions  ; nous  nous  proposons  »le  l’établir 
ici. 

Lemme  I.  — Si  un  polynôme  X « coefficients  entiers  est  déeom- 
posable  en  deux  facteurs  commensurables  X,  et  X,,  de  manière 
que  l’on  ait 

X = x,x,, 

tous  les eneffiieients  des  polynômes  X,  et  seront  entiers,  ou,  s’ds 
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ne  le  sont  pas,  on  pourm  trouver  deux  entiers  m et  u tels,  que 

tous  tes  eoeffteients  des  polynômes  —X,  et  — Xj  soient  entiers. 

- n ni 

Supposons,  en  effet,  que  les  coefficients  des  polynômes  X,  et 
Xj  ne  soient  pas  tous  entiers.  Réduisons  les  termes  de  chaque 
polynôme  au  même  dénominateur,  puis  désignons  par  D, , D,.  les 
deux  dénominateurs  obtenus,  et  par  a un  nombre  premier  quel- 
conque; on  pourra  écrire 

= ~üT~  ’ 

P,  a ou  P,»,  désignant,  dans  le  numérateur  de  X,  ou  X,,  la 
somme  des  termes  divisibles  par  a,  tandis  <|uc  Q,  ou  Q,  dt-signe 
la  somme  des  termes  non  divisibles  par  a;  on  aura,  d'apré's 
cela , 

T'-  V — LI’ifL'  -M  ' 9 'H' ■ ' “ + Q'  Q» 

■ ” ■ I),  or 

Supposons  maintenant  que  a soit  l'un  des  facteurs  premiers 
de  D,  ; X étant  entier,  il  faut  que  Q,  Q,  suit  divisible  par  a ; cela 
V exige  que  l’un  des  polynômes  Q,  et  Q,  se  réduise  zéro  ; car,  ** 
autrement,  le  premier  terme  du  produit  Q,  Q,,  supposé  or- 
donné," serait  divisible  par  a,  ce  qui  est  impossible,  puisque 
aucun  des  termes  de  Q,  et  de  Q,  n'est  divisible  par  a.  D’ail- 
leurs Q,  n’est  pas  nul,  car  on  peut  admettre  que  la  fraction  qui 
représente  la  valeur  de  X,  soit  réduite  il  sa  plus  simple  expres- 
sion; donc  il  faut  que  Q,  soit  nul. 

On  peut  conclure  de  lil  que  si  les  fonctions  X,  et  Xj  ne  sont 
pas  entières  relativement  aux  coefficients,  et  qu’on  réduise  les 
termes  de  chacune  de  ces  fonctions  au  même  dénominateur, 
tout  facteur  premier  a qui  se  trouve  au  dénominateur  de  l’une 
des  fonctions  se  trouve  au  numérateur  de  l'autre.  En  suppri- 
mant ce  facteur  a,  on  obtient  deux  nouvelles  fonctions  qui  ont 
encore  pour  produit  X,  et  auxquelles  on  peut  appliquer  le  même 
raisonnement;  et  ainsi  de  suite.  Il  résulte  évidemment  de  là 
qu’on  peut  trouver  deux  entiers  ni  et  n tels,  que  tous  les  coef- 
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ficienU  des  polynômes  — X,  et  --  X,  soient  entiers , et  la  fonc- 

' n lit 

tion  X,  qui  U pour  valeur 


X = -X,X  -X,, 

« «I 


sera  décomposée  en  deux  facteurs  ayant  pour  coefficients  des 
nombres  entiers. 


Lemnk  II.  — Si  dans  un  polynôme  \ de  degré  i[uetconque , 
le  terme  le  plus  élevé  en  x a pour  coefficient  l'unité , que  tous  les 
autres  coefficients  soient  des  entiers  divisibles  par  un  nombre 
premier  P , et  enfin  que  le  terme  indépendant  de  x soit  égal 
à zt:  P , réquation 

X=  O 


sera  irréductible. 

En  effet,  si  cette  équation  n’est  pas  irréductible,  on  aura 


a,x‘ 


J-  -H 


■'+  b^x'' 


b X 


a,,  a, ...  , 6], ...  étant  des  coefficients  entiers  et  p,  y étant  des 

exposants  entiers  égaux  ou  supérieurs  à i dont  la  somme  p -f-  v 
est  égale  au  degré  de  X.  Le  dernier  terme  de  X étant  cgalti  , 
on  a a^b^^±p-,  en  outre,  comme  p est  premier,  l’un  des 
nombres  n^ , b.^  doit  être  égal  à ± i et  l’autre  i\  ; nous  sup- 
poserons 


On  a identiquement , par  liypotlièse , 


(mod./^), 

ou 

+- (mod./;); 
ou  peut  supprimer  le  terme  db  p dans  le  second  facteur  du 
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premier  membre,  et  il  vient  alors 

1 j I -4- ~ (mod.  />). 


Le  terme  le  moins  élevé  en  x,  dans  le  premier  membre 
est  ±6  x:  donc  il  faut  (lufi  soit  divisible  par />;  on  peut 

alors  supprimer  le  terme  h x dans  le  second  facteur  du  pre- 
mier membre  ; il  vient  alors 


X'  a 


/'-> 


r±  I 


)G 


x' 


M-h. 


(mod.  p). 


En  continuant  ce  raisonnement , on  voit  que  tous  les  coef- 
ficients h,,  b,,...,  b sont  divisibles  par/»,  et,  par  suite,  que 

l’on  a 


a x±  I \ x'”  sx'*'* '■  (mod.p). 
»»-'  ' 


Or  cela  est  impossible,  puisque  le  coefficient  de  x dans  le  pre- 
mier membre  est  égal  à dl  i ; donc  l’équation 


X = o 


est  irréductible. 

XHÉoaÈiiE.  — L'équation 


O, 


où  P désigne  un  nombre  premier,  est  irréductible. 

Posons  x=*-l-  1;  l’équation  que  nous  considérons  de- 
vient 


( Z -f-  I )'’  — 2 _ 

Z. 


O, 
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P P 


4-  /->  = O. 


Cette  équation  en  s est  irréductible,  d’après  le  leinme  qui 
précède;  donc  la  proposée  est  elle-incine  irréductible. 

La  démonstration  <|ue  nous  ^%nons  de  donner  ne  suppose 
pas,  comme  on  voit,  la  connai.ssance  des  propriétés  des  racines 
de  l’équation  binôme;  elle  est  due  à Eisenstein.  Les  deux 
lemmes  démontrés  plus  haut  suffisent  pour  établir  le  théorème 
plus  général  que  voici  : 

Si  P est  un  nombre  premier  et  que  a soit  un  entier  quelconque, 
l'équation 


/(-'■) 


xP'  — I 


est  irréductible. 

Kn  effet , posons  x = z i , on  am  a 


■ZP  \ , JC  ^ 


4“  I 


I (inod./^)i 


d’oii 

/■(i-t-i  = z'’  (inod. //). 


On  a d’ailleurs,  pour  x = i, 

/{>!  = P\ 

donc,  d’après  le  lemme  II,  l’équation  y^z  H-i)  = o est  irré- 
ductible; par  suite,  la  proposée  f[x)  z=  o est  elle-même  irré- 
ductible. 

RF.MxnQUF..  — M.  Léopold  Kronerker  a publié,  dans  le 
tome  >k XIX  du  .lournal  de  .M.  Crelle,  une  démonstration  trés- 
éléj;aute  pour  établir  l’irreduelibilite  de  l’équation 


.J  — I 
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(junntl  j!  l’st  un  nombre  |)remler.  J'ui  montre  depuis  [Journul  itf 
Mat/iéniatifjues  /Jiirfs  cl  ci/>plii/m-es , lomc  XV)  (pie  le  raison- 
nement (le  M.  Kroneeker  suffit,  avec  quelipies  modilications, 
pour  <>tablir  rirreductibilité  de  l’équation  plus  gtwrale 


Dans  un  Mémoire  qui  n’est  pas  encore  publié,  M.  Kro- 
ncckcr  vient  de  prouver  }>énéralement,  à l’aide  de  principes 
nouveaux  , que  l’équation  binùme  4 

x"‘  — I = O 

devient  irréductible,  ipiel  que  soit  in , quand  on  l'a  débarrassée 
de  ses  racines  non  primitives. 

J’avais  énoncé  ce  llieoréme,  sans  le  démontrer,  dans  l’article 
auquel  je  viens  de  faire  allusion. 
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■rf  — I 

SUR  UNK  VHOPHIETK  REMARQUABLE  DR  LA  FONCTIO»  

X — I 

DÉSIGNE  UN  NOMBRE  PREMIER. 


OU  P 


Soit  P un  nombre  premier,  et  posons 


X = 


x/*—  I 
X I 


= xf-'  + xP-^  + X -f-  I . 


Désignons  para  une  racine  primitive  pour  le  nombre  premier 
et  par  r une  racine  de  l’équation 

(I)  X = o; 

les  racines  de  l'cquadon  ( i ) seront 


3 1 p—\ 

r%  , r‘  r" 

et  l'on  aura 


(mod./>)  et 

r-"-  ^r. 

Si  l'on  fait  . 

7 i « 

/,  z=  r“  -t-  -(-  r”  -H . . 

/,  = -4-  r“  -h  r‘‘+ . . 

— 3 

les  quantités/,  et/,  (vingt-sixième  leçon)  seront  les  racines 
d'une  équation  du  second  degré  à coefficients  coramensii- 
rables,  et  l'équation  (i)  se  décomposera  en  deux  autres,  chacune 


du  degré 


P- 


et  dont  les  coefficients  seront  des  fonctions 


rationnelles  de  /,  ou  de  /,.  Nous  nous  proposons,  dans  cette 
Note,  d'étudier  les  détails  de  la  décomposition  dont  il  s'agit. 
Occupons-nous,  en  premier  lieu  , de  former  l'équation  en/, 
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qui  a pour  racines  > , cl  _Vj.  On  a d’abord  __ 

(2)  — I, 

car/,  -f-j,  exprime  la  somme  de  toiiles  les  racines  de  l'équa- 
tion (1).  Ensuite,  comme  et/,  ne  changent  pas,  quand  on 

change  r en  r*  ou  en  r"  ou  etc.,  on  a 


le  signe  ^ s'étendant  à tontes  les  racines  x de  l’équation  (1). 
Or  on  a 


4-  X*  -h.  . .-t-x- 


)1  JW  )N 

= 2)-e“  " • , 


h;  signe  ^ s’étendant  ici  à toutes  les  valeurs  i,  2,3,..., 


P — I 


des  entiers  m et  /i  ; si  donc  on  désigne  par  S (pi)  la  somme 
d(?s  puissances  u"""  des  racines  de  l'équation  (1),  on  aura 

+ •’  î = ,,  ' y s («"•-4-  ) ; 

IV) 

le  signe  ^ s’étend  à toutes  les  valeurs  1,2,  3 , . . . , - — — des 

entiers  m et  n,  et  il  embrasse,  par  suite,  ^ j termes. 

Comme  a est  une  racine  primitive  de  p,  on  a 


F-' 


a ' -4-1=0  (mod.  i>). 


et  il  ne  saurait  y avoir  aucune  puissance  deo  d’un  degré  intérieur 
à congrue  à — 1 suivant  le  module /j.  D’après  cela,  si  ji 
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est  de  la  forme  4 ' + 1 1 Ih  somme 


fl'”  + «"■ 

ne  sera  divisible  paryj  que  pour  les  2 1 — ^ systèmes  sui- 

vants de  valeurs  simultanées  de  m et  « : 

/«  = I,  2,  3,...,  f,  I-+-I,  1-1-2,...,  2(, 

«=/-t-I,  /-(-2,  I -I- 3,  ...,  2f , I,  2,  <; 

si , au  contraire,  />  est  de  la  forme  4 ' 4-  3 , aucune  des  valeurs 
que  prend  la  somme 

fl'”-f-  fl'" 

n’est  divisible  par  p. 

Or  S (|i)  est  égalé  à — 1 ou  à — 1 (treizième  leçon)  suivant 
que  ji  est  divisible  ou  non  divisible  par  p-,  donc,  si  y?  a la 
forme  4'  + ■>  1“  quantité 

S (fl’"  4-  a'") 

sera  égalé  à 


si,  au  eontraire,  p a la  lorme  4 ' 4-  3,  la  même  quantité  sera 
égalé  à 


Oes  équations  (2)  et(3),  on  tire 


(4) 
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D’après  cela,  rèfjualion  quia  pour  racines  r,  est 


(5) 

OU 


f — ni i)  > 

-(-  J H V ■ ■ = ' 


(j-r  + i)’  — /'(-')  ’ = «• 


Coiisidrrons  maintenant  l’equation  qui  a pour  racines  les 
— - racines  de  l’équation  (i)  dont  /,  désigne  la  somme.  Soit 


(6) 


e-‘  , P-' 

X,  = J-  ‘ — J",  X • +A,x  ’ 


4-  A(  X 


-Je  » 


cette  équation.  D’après  ce  qui  a été  dit  dans  la  vingt-sixième  le- 
çon, les  coefficients  A,,  A,,  etc.,  peuvent  s’exprimer  par  des 
fonctions  rationnelles  de  j,;  de  plus,  ces  fonctions  peuvent  être 
rendues  linéaires  (troisième  leçon),  puisque  j-,  est  racine  d’une 
équation  du  second  degré.  Ainsi  le  coefficient  A*  aura  la  forme 

A*  = «;*  -H  «t  7'i  ! 


nu  et  «(  étant  des  nombres  rationnels;  mais  il  est  aisé  de  prou- 
ver, en  outre,  que  ces  nombres  sont  entiers.  En  effet,  Aj  est, 

au  signe  près,  la  somme  des  produits  f<  à X des^ racines 


r*’,  r*‘ , . . . ; chacun  de  ces  produits  est  une  puissance  de  r,  et, 
par  suite,  il  se  réduit  .à  l’unité  ou  à l’une  des  racines  de  l’équa- 
tion (i).  On  a donc 


Aj  = *,  -t-  a,  r -;-  a,  r“  -t-  *1  a,  . -H  a^_,  r*''  ’, 


a,,  a,,  etc.,  étant  des  nondtres  entiers.  Cette  valeur  de  A*  ne 
changera  pas  si  l’on  change  ren  r*’,  et,  par  suite,  on  atira 

Al  = a,  -+-  «,  /•’  -t-  a,  r*’  4-  a,  /•*'  -)-  a,  c"  4-  . . -t-  a,^,  r’. 
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Je  dis  que  les  coefficients  des  méines  puissances  de  r sont  égaux 
dans  ces  deux  valeurs  de  Aj.  Supposons,  en  effet,  que  cela  n’ait 
pas  lieu;  si  l’on  égale  les  deux  valeurs  de  A*  et  qu’on  rabaisse 
les  exposants  de  r au-dessous  de  p,  en  faisant  usage  de  l’équa- 
tion re  = I , on  aura  une  équation  du  degré  p — i en  r qui  sera 
évidemment  satisfaile  par  r = i ; on  pourra  enlever  cette  ra- 
cine I , et  alors  on  voit  que  r sera  une  racine  d’une  équation 
du  degré  p — 2 à coefficients  commensurables,  ce  qui  est  im- 
possible, puisque  l'équation  (i)  est  irréductible.  On  a donc 


a,  = a,  = tti  : 
a,  = a,  =r  a„  ■■ 


et,  par  suite , 


A J = a,  -t-  a,  + “-■  Tj- 


Enfin,  chassant  7,  à l’aide  de  l’équation  (2),  la  valeur  de  Aj 
prend  la  forme 

Ai  = /«i  -+■  m y, , 

où  /«i  et  /U  désignent  des  nombres  entiers  positifs  ou  négatifs. 

Le  produit  des  racines  de  l’équation  (6),  savoir  - 

est  égal  à I , en  exceptant  le  cas  dc/i  = 3 ; car,  it  étant  une  racine 

if/  t ) 

primitive  de  p,  l’exposant  a’  -+-  «•  ' 

est  divisible  par  /j;  on  a donc 

j»-' 

A,_,=r(-l)  > . 


Comparons  maintenant  les  coefficients  Ai  et  Ae  de  deux 
termes  également  distants  des  extrêmes,  dans  X,  ; on  a la 

.P-' 


relation  k -t-  J'  = ■ 


entre  les  indices  k et  La  quantité 


( — i)‘Aiest  une  somme  de  puissances  de  r,  et  la  somme  des 
inverses  des  mêmes  puissances  est  égale  ù ( — i)*  Ai/;  car  le 
produit  de  toutes  les  racines  de  l’équation  (6)  est  égal  ù i. 
Cela  posé,  si  />  = 4 ' les  suites 


/•“,  r" 
/•’,  r- 


Digitized  by  Google 


>OTE  X. 


restent  les  mêmes  quand  on  change  r en  - •,  donc  on  a , dans  ce 
ras, 

Ay  — A J = «U  -t-  i>k  Xi- 
Si  />  =:  4 ' + 3 , les  suites 


se  changent  l’une  en  l’autre  quand  on  change  r en  d'ailleurs  k 

et  X' sont  de  parités  différentes;  donc  l’équation  A*  = 
entraîne — A</ = »ii -H  «r  ri ~ rw* — «i(i «t  l’on  a, 
dans  ce  cas  , 

Ar  = («I  — «U  ) + «1^1. 

Il  résulte  de  là  que  le  polynôme  X,  peut  se  mettre  sous  la 
forme  suivante, 

X,  = P-+-  Q/,, 

P et  Q étant  des  polynômes  à coefficients  entiers  qui  ont  respec- 

. . — > P — 3 „ _ 

tivement  |x>ur  degres  — ^ — et  — - — • hn  outre,  Q est  un  po- 
lynôme divisible  par  x dans  lequel  les  termes  également  dis- 
tants des  extrêntes  sont  égaux  et  de  même  signe  ; le  polynôme  P 
jouit  de  cette  dernière  propriété  dans  le  cas  de  />  = 4 ' ' s®"" 

lement , et , |>ar  suite , il  en  est  de  même  de  la  fonction  2 P — Q. 
Dans  le  cas  de  /)  =r  4 ' + 3 , la  fonction  2 P — Q a cette  pro- 
priété, que  les  coefficients  des  termes  également  distants  des 
extrêmes  sont  égaux  et  de  signes  contraires.  En  effet,  les  coeffi- 

dents  de  ar  ’ ' et  de  .r*  dans  la  fonction  2 P — Q sont  alors 

2 ntk  — et  ■ — 2 un  -I-  Hk, 

Voici  un  moyen  très-simple  d’obtenir  les  valeurs  des  coeffi- 
cients A,,  A, , etc.  , de  X,.  Soit  i l’un  des  nombres 

1,2,3,.  . — l). 
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et  h un  exposant  entier,  tel  que 

(7*  = ( moil . />  ) ; 

ilésijjnons  enfin  par  la  somme  des  puissances  des  racines 
de  l’équation  X,  = o,  on  auia 

, A V J A » A-t-i»— ( ÿ 

S ^ = r"  + r"  -I-  . . . -I-  r“  , 

d’où  il  suit  que  S.  sera  éj:ale  à y,  si  h est  pair,  c’est-à-dire  si  \ 
est  résidu  quadratique  de p.  Au  contraire,  sera  égal  à y,  ou  à 

— I — y,  il  h est  impair,  c’est-à-dire  si  ).  est  non-résidu  qua- 
dratique de /).  Connaissant  ainsi  les  sommes  de  puissances  sem- 
blables des  racines  de  l’équation  (6),  on  calculera  les  coefCcicnls 
A,,  Aj,  etc.,  au  moyen  des  formules 

s,-r,  = o,  _ ^ 

s,  — /,S,  -+-  2 A,=  O, 

S,  — J',  S,  -H  2 A,. S,  -H  3 A,  =:  O, 


On  pourra  exprimer  ainsi  Aj  par  une  fonction  entière  de  )■,  <ju’on 
))ourra  ensuite  rendre  linéaire  au  moyen  de  réqualinn  (51. 

Je  passe  maintenant  à la  démonstration  d’un  théorème  reniar- 
qu.able  qui  est  l’objet  principal  de  cette  Note. 

Reprenons  l’équation  * 

X,=  P -è-Qy,, 


que  nous  avons  trouvée  plus  haut;  en  changeant  y,  en  >•.,  on 
aura 

X,=  P-f  Qy,; 
on  a d’ailleurs  X = X,  X, , donc 
X =P>-t-PQ(r, 


ou , à cause  de  y,  -y 


r - , V _ ' -/M  — ')  ’ 


4 X = ( 2 P — (j  - I ^ /,  0-. 
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Et  d’après  les  remarques  faites  prérédemment , on  a ce 
théorème  : 

TBÉOBàMB. — P étant  un  nombre  premier  et  X désignant  te 
polynéme  xf~'  -H  -f- . . . + x + i , 0/1  aura  4 X = Y’  — pZ' 
si  P = t,  et  =z  "Y’  P Z'  si  P z=  ^i  + 3,  Z est,  dans 


tes  deux  cas,  un  pntynôme  du  degré 


;P- 


■ à coefficients  entiers 


dans  tci/uet  tes  termes  égatement  distants  des  extrêmes  ont  te 

même  coefficient  ; Y est  un  potynôme  du  degré  ^ à coeffi- 

2 

dents  entiers  dont  tes  termes  également  distants  des  extrêmes 
ont  des  coefficients  égaux  et  de  même  signe , ou  égaux  et  de  signes 
contraires , suivant  que  pxx  ^i  + I ou  =:  4 ' + 3. 

Remarque. — Le  nombre  3 échappe  à notre  analyse,  ainsi 
que  nous  en  avons  fait  plus  haut  la  remarque.  L'équation 


4(x>-t-x-t-  i)=  Y>  + 3Z> 


admet  toutefois  les  trois  solutions 


Y = 2x  4-  t . Z = I , 

Y = x4-2,  Z=:x, 

Y = x — I,  Z=x-(-t; 

mais  les  polynômes  Y et  Z relatifs  il  l'une  quelconque  de  ces 
trois  solutions  ne  satisfont  pas  à toutes  les  conditions  indiquées 
dans  l’énoncé  du  théorème  précédent. 

Considérons  maintenant  l'équation  indéterminée 

Y>±/>Z>  = 4X, 

où  l'on  prend  le  signe  4-  ou  le  signe  — dans  le  premier  membre, 
suivant  que  le  nombre  premier  p a la  forme  4 ' -H  3 ou  la  forme 
4 ( 4-  I,  et  cherchons  si  cette  équation  peut  admettre  des  solu- 
tions entières  (Y,  Z)  différentes  de  la  solution  à laquelle  nous 
avons  été  conduit,  et  que  nous  désignerons  i>ar(Y,,  Z,).  On 
aura 

(y  + Z (Y  - Z 

= (y.  4-  Z.  s!±p)  (y,  - Z.  ^]±p)-, 

34 
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il  pst  aisé  de  voir  que  les  deux  équations 


Y + Zv/±/'  = o>  + 


(|ui  sont  chacune  du  degré  ont  les  mêmes  racines  on 

qu’elles  n’ont  aucune  racine  commune.  En  effet , si  ces  équations 

^ P — ' 

avaient  n racines  communes , « étant  *C_  — — ■>  on  pourrait 

former  une  équation  du  degré  n qui  aurait  ces  n racines,  et 
dont  les  coeflicients  ne  contiendraient  que  la  seule  irrationnelle 
y'-t-  yi;  cil  isolant  dans  lin  membre  les  termes  affectés  de 
et  élevant  ensuite  au  carré,  on  obtiendrait  une  équation  du 
degré  2 n à coeflicients  rationnels  et  dont  les  racines  appartien- 
draient à l’équation  X = o.  Or  cela  est  impossible,  puisi|ue  cette 
dernière  équation  est  inéductible.  Il  suit  de  là  que  la  fonction 
Y Z P est  divisible  algébriipiement  par  l’une  des  fonc- 
tions Y.  -t-  Z,  P,  Y,  — Z,  P ; et  comme  on  peut  chan- 
ger, si  l’on  veut,  le  signe  de  Z,,  on  peut  admettre  que  les  fonc- 
tions 

Y -H  Z V dl  P Y — Z v'±:  P 
Y.  -t-  Z, \±J>  Y.  — Z. \ dr /> 

sont  indépendantes  de  x.  Or,  pour  x=  o,  nous  avons  vu  que 
Z,  est  nul;  par  suite.  Y,  se  réduit  à d::2.  11  n’y  a pas  d’e,xcep- 
lion  pour  le  cas  de  /?  = 3,  car  on  peut  prendre  alors 

Y,  = J -t- 2 et  Z,  = .r. 


comme  nous  l’avons  vu  plus  liant.  D’apres  cela  , ou  aura 


Y -I-  Z v'±/r  = 

Y - Z sj±  p = 


/_+  U Sjàzp 
•>. 

t — //  /# 

a 


(Y.-t-  Z.  v"±:/')» 

(y.  — Z,  \!±p). 


t et  « désignant  les  nombres  entiers  positifs  r)U  négatifs,  aux- 
quels se  réduisent  Y et  Z pour  .r  = o.  En  multipliant  les  êqiia- 
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lions  pretvdfnies  entre  elles,  il  vient 

= 4- 

Si  l’on  suppose  que  I et  « soient  des  entiers  quelconques  satis- 
faisant à cette  équation,  les  solutions  de  la  proposée  seront  toutes 
données  par  les  formules  piécédenles , d’où  l’on  tire 

y — 2 — 

2 2 

Or  nous  avons  fait 


Y,  = 2P  — Q,  Z,  = Q, 


P et  Q étant  des  polynômes  à coeflicients  entiers;  on  peut  donc 
écrire 


Y 


= /!'-+- 


Q. 


7.  = « P 


Q, 


et  ces  valeurs  de  Y et  Z sont  entières;  car,  à cause  de 

nz^j>u‘=  4, 


les  nombres  — idz/m  et  r — u sont  divisibles  par  2. 

Supposons,  en  premier  lieu,  que  p soit  de  la  forme  4 3; 

l'équation 

/ ’ -H  /<«’  r=  4 

n'admet  que  la  solution 

f = ± 2 , « = O , 

sauf  le  cas  de  p = 3.  Les  forimdes  écrites  plus  haut  donnent 
alors 

Y = dz  Y, , Z = ± Z„  ; ’ 


dans  le  ras  de  p=  3,  l’équation  en  l et  « admet  en  outre  la 
solution 

t =z±t,  « = ± I . 


On  peut  conclure  de  là  que  l’équation  proposée 
Y’-t-y.Z’  = 4X, 

où  />  “ 4 ' + 3,  n'adniet  que  la  seule  solution  (Y,,  Z,),  sauf  le 

■14. 
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cas  de  /j=3,  dans  lequel  l'équation  admet  les  trois  solutions 
indiquées  plus  haut. 

Supposons,  en  second  lieu,  que  p soit  de  la  forme  4' ’ + 'i 
l'équation 

t * — pu'  = 4 

admet  une  infinité  de  solutions,  et,  par  conséquent , l’équation 
proposée 

Y*  — Z’  = 4 X 

admettra  aussi  une  infinité  de  solutions  distinctes  qui  seront 
données  par  les  formules  écrites  plus  haut. 

Les  résultats  que  nous  venons  de  trouver  relativement  à la 
x'  — \ 

fonction  » peuvent  s'étendre  à la  fonction  plus  générale 

x'  — r’’ 

—J  qu’on  déduit  de  la  première  en  changeant  x en 

x—y 

-,  et  en  multipliant  ensuite  par  y'’~'.  On  peut  évidemment, 

il'après  cela , énoncer  le  théorème  suivant  : 

THÉOBéHE.  — P étant  un  nombre  premier,  on  peut  satisfaire 
h l’équation 

Çzl  — y’’ 

Y>  — ( — Il  ’ pZ'=  4 , 

X — y 

en  prenant  pour  Y et  Z des  fonctions  entières  de  x et  y . En 
outre,  cette  équation  a une  infinité  de  solutions  si  y?  = 4 ' + i ; 
elle  en  a trois  si  p = 3 , et  une  seule  si  p est  ün  nombre  premier 
4 I H-  3 plus  grand  que  3. 
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NOTE  XI. 

sus  I.A  LOI  DE  RÉCIPEOCITÉ  QOI  EXISTE  ENTRE  UEUX  NOMBRES 
PREMIERS  QUELCONQUES. 


Pour  donner  une  idée  de  l'importance  des  résultats  que  nous 
avons  obtenus  dans  la  iSote  pre-cédente , nous  allons  montrer 
comment  on  peut  en  iléduire  la  loi  Je  rériprodté  qui  existe 
entre  deux  nombres  premiers  quelconques  et  qui  a été  décou- 
verte par  l’illustre  Legendre  {*).  On  connaît  aujourd’hui  un 
grand  nombre  de  démonstrations  de  cette  loi  de  réciprocité  ; la 
plus  simple  est,  sans  contredit,  celle  que  Legendre  a donnée, 
d’après  Jacobi , dans  le  second  volume  de  sa  Théorie  des 
Nombres,  et  que  nous  allons  reproduire  ici. 

On  sait , par  le  théorème  de  Fermât , que  si  N est  un  entier 
quelconque , et  p un  nombre  premier  qui  ne  divise  pas  N , le 
nombre  N'’~‘  — i est  divisible  par  p ; or  ce  nombre  est  le  pro- 
Cz.‘  tr.' 

diiit  des  deux  facteurs  N ’ — i et  N ’ i : il  faut  donc  que 
l’un  de  ces  facteurs  soit  divisible  par  p;  par  conséquent,  le  reste 


de  la  division  de  N ’ par  ]>  sera  toujours  égal  à + i ou  à — i : 

/N\ 

Legendre  désigne  ce  reste  au  moyen  de  la  notation  I — j ■ D’a- 
près ce  que  nous  avons  avons  vu  dans  la  vingt-ejuatrième  leçon , 

/N\ 

si  N est  résidu  quadratique  de  , on  a I — 1 = -+-  i ; au  con  - 

traire,  si  N est  non-résidu  quadratique,  on  a = — •• 
Cela  posé,  la  loi  de  réciprocité  de  Li^cndre  consiste  en  ce 


(•)  t'oie  la  Théorie  des  Nombres,  (luisicmc  Édition , tome  I , liage  a3o,  cl 
tome  II , liages  b-,  et  391 . 
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<|iic , si  /»  el  7 sont  deux  nombres  premiers  impairs  ijuclcon- 
«pics,  on  a toujours 

"=()')• 

Pour  dénioiUrcr  ccttc  égalité,  considérons  l'cqualinn 
xf  — I 


.e-' 


désignons  par  r l'une  de  ses  racines  et  par  « une  racine  primitive 
pour  le  nombre  premier  p ; posons 

= r + r*’  -4-  r*'  + . . . + r“ 

J,  = r*  -t-  r»’  -+-  r*'  -f-  . . . + r”'’"’; 

on  aura  [voir  la  Note  précédente) 


j irl 


si  donc  on  fait 

P r — r"  + y — r''  + . . . -f- 


on  aura 


Soit  maintenant  7 un  nombre  premier  impair  different  de  p. 
Si  l’on  élève  le  polynôme  P è la  puissance  7,  le  résultat  contien- 
dra d’abord  les  puissances  fy'"””  des  différents  termes  do  P , 
puis  d’autres  termes  dont  les  coefficients  sont  tous  divisibles 

par  7 (*).  Si  l’on  désigne  par  7 ^ A r”  l’ensemble  de  ces  der- 


(•)  Voir  la  viin;t-c»nijMii*mc  leçon  (pan® 
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nieis  ItTiiics  fl  qiif  l'on  pose 

q = ri  — ri”  ^ r1‘'  ri”'’  ’ — / 

on  mira 

P»  = Q 4- V A r*. 

Il  omvient  inaintfnant  île  dislingiu-r  If  ras  <lf  j = + i 

fl  cfini  ilf  j - ^ = — I . 

' P ' 

1".  Siiil  ^ " j = -H  I.  Cfla  Vfiil  dire  quf  7 fsl  racine  de  la 
congrncncf 

j ‘ — I ï-v- o {nii'd.yy  , 
donl  li*s  racines  soal 

II',  II",,  , a''  ' -J 

on  U donc  nécessairenicnl 

r/  — a’“  ;mi)d. /)), 

n étanl  iin  cnlifr  au  pins  eijal  à l’arsnile,  la  valeur  de 

(J  esl 


511+1  1(1+5 


Q = /■«■  — / " + ;•* 


. ..4-c 


,5„+,,-.j  .id+e- 


et,  en  rabaissant  les  exposanis  «le  n an-dessous  de  ]>  — i,  on  a 
évideinnicnt 

Q = P. 


..s„,,(2)=- 


I.  Dans  Cf  cas,  </  est  racine  de  la  con- 


2° 

gruciicc 

r-| 

X ‘ I =!  O ( mod.  i>], 

laiinellf  a pnur  racines  ^ 

n,  n".  II  ,...  , iil‘-\ 
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y = (mod./j), 

« étant  un  entier.  Il  vient  alors 

Q = r»’*'*"'—  — . .+ 

et,  en  rabaissant  les  exposants  de  /i  au-dessous  de  j)  — i, 
on  a 

Q = - P. 

Uonc  on  a , dans  tous  les  cas , 

« = (?)'’■ 


et , par  suite , 


P''  = P -f-  '/^Ar». 

2-^ 


P’ 


■-(i)= 


Substituant  dans  le  premier  membre  la  valeur  de  P,  il  se  ré- 
duit À 


'■’i-'i'  '-(J,)’ 


quantité  qui  est  un  nombre  entier.  Quant  au  second  luembrc 

2 A'-" 

<j P — ) il  se  réduira  donc  aussi  à un  nombre  entier;  la  meme 

chose  |)eut  se  dire  de  son  carré  ( — i)  ' *11  s’en- 

suit que  le  carré  dc^Ar'^  est  une  fonction  symétrique  et  entière 

xP  — I 

des  racines  de  l’équation  ~ — ~ ^ o,  et , par  suite , qu’il  a pour 
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valeur  un  nombre  entier  ; déplus,  cet  entier  est  divisible  par />, 

puisqu’en  le  multipliant  par  — on  duit  obtenir  un  entier.  Il  ré- 

suite  de  là  que  7 — — est  un  entier  dont  le  carre  est  divisible 
par  q ; donc  ce  nombre  est  lui>mênie  divisible  par  q et  l'on  a 
Ar* 


M étant  un  nombre  entier.  Par  conséquent , 

/>’  (-0  ' ’ - (J)  = M7; 

remarquant  que 


■=(?) 


un  multiple  de  7, 


et  supprimant  de  part  et  d'autre  les  multiples  de  7,  il  vient 

f-‘  v-i 

ce  qu'il  fallait  démontrer. 
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SUR  I.A  RÉSOHITION  AIXKIIRKIUK  DR  I.'ÉQl  ATION  DU  KFU V I tME  UEURt 
A LADUEI.UE  r.OX'DUlT  l.A  REUIIKIICIIE  UES  POINTS  u'i N E UE.X  lOS 
UES  COORHES  DU  TROISIÈME  UEGRÈ. 


M.  Otlo  liesse,  j;eomètre  éminent  de  Kœnigsbcrg,  a publié  dans 
le  Journal  de  M.  Crelle  (tome  XXVIII,  page  68,  et  tome  XXXIV, 
page  191),  deux  Mémoires  remarquables  sur  la  détermination 
des  points  d’inllcxion  des  courbes  du  troisième  degré.  Dans  son 
second  Mémoire,  M.  Hesse  a démontré  généralement  que  : 

Les  points  d'inflexinn  d'une  courbe  algébrique  du  degré  n 
sont  situés  sur  une  seconde  courbe  du  degré  3 («  — a),  et, 
par  suite,  que  : 

Une  courbe  algébrique  du  degré  n n généralement  Z n [n  — 2) 
points  d'injlexion , réels  ou  imaginaires. 

Dans  les  cas  particuliers,  quel(|ucs-uns  de  ces  points  d'in- 
llexion  peuvent  être  situés  à l’inlini.  Lorsque  n = 3,  on  a ce 
tliéorème  ; 

Les  points  d'inflexion  d’une  courbe  du  troisième  degré  sont  si- 
tués sur  une  seconde  courbe  du  troisième  degré. 

Et,  par  suite,  la  rcchercbe  des  points  d'inflexion  d'une  courbe 
du  troisième  degré  dépend  généralement  de  la  résolution  d’une 
équation  du  neuvième  degré  à une  inconnue.  Or  il  est  très-re- 
marquable que  cette  équation  du  neuvième  degré  soit  toujours 
résoluble  algébriquement,  et  qu’il  suffise,  pour  effectuer  cette 
résolution,  de  résoudre  une  seule  éipialion  du  quatrième  degre 
et  plusieurs  équations  du  troisième  degré.  Cette  proposition  se  dé- 
duit facilement,  comme  nousJc  ferons  voir  plus  loin,  du  théoiéme 
de  M.  H esse  énonce  plus  haut , et  il’un  autre  théorème  démontré 
pour  la  première  fois  par  Maclaurin  dans  son  Es.fai  sur  les 
lignes  du  troisième  degré,  théorème  qui  consiste  en  ce  que  : 

La  limite  qui  joint  deu.r  points  d'mflexion  d une  courbe  du 


Digilized  by  Google 


troisième  ilrgré , tcnconlre  la  courbe  en  un  troisième  point  rt'in- 
fl exion. 

La  dt'iiionstratioa  que  Hesse  a donnée  dans  son  second 
Mémoire,  pour  établir  la  resolubilité  de  l’équalion  du  neuvième 
degré  dont  il  s'agit,  suppose  également  le  théorème  de  Maclau- 
rin.  M.  H esse  fait  voir  qu’il  existe  certaines  relations  entre  les 
racines,  et  il  démontre  généralement  que  toute  équation  du 
neuvième  degré  dont  les  racines  ont  celte  même  propriété,  est 
résoluble  par  radicaux.  L’anal vse  de  M.  Hesse  est  assez,  remar- 
quable pour  que  je  croie  devoir  la  reproduire  ici  : 


Sur  la  recherche  tirs  points  d'inflexion  des  courbes  algèbriifues. 
Soit  IT  une  fonction  quelconque  entière  et  homogène  du 
degré  de  deux  variables  a-  et  ; U = o sera  une  équa- 
tion quelconque  du  degré  n si  l’on  prend  pour  inconnue 

-1  et  cette  équation  aura  trois  racines  égales  si  l’on  peut  satis- 
faire en  même  temps  aux  trois  équations 


U = o, 


d’  IT 
dx‘ 


= O . 


Ces  équations  de  condition  sont  respectivement  des  degrés  n, 
n — i,  n — 7, ; mais  on  peut  à leur  place  prendre  trois  équa- 
tions du  même  degré  n — 2.  Elles  peuvent  effectivement  s’écrire 
ainsi  (*)  : 


d-  U U 

---  -f  2 xr  — — • 
dx^  dx  dy 


U=— -(xÆ 

n ( n — i)\  dx 
rfU  I / f/’U  rf’ü\ 


rf’UN 

df) 


z/’U 

dx^ 


(*)  Cela  résuUc  imnicdialeinent  du  ihêorèmo  connu  dit  des  fonctions 
homogènes.  Soit ) une  fonction  homojjênc  du  d^ré  ^ ; en  niuUi- 
pliant  X utj'  par  i -h  a , il  vient,  d’après  la  définition  des  fonctions  homo- 
gènes , 

/(*  -e-  aj,  T"-*-  «2')'=  (1  -e  r). 

Développant  les  deux  membres  par  rapport  à a et  égalant  ensuite  les  coel- 
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A cause  lie  la  troisième  équation,  la  deuxième  se  réduit  à 

rf’U  , . . rfMI 

= O,  et  la  première  devient  ensuite  —, — = o.  Donc 

les  c(|iiatioDS  de  condition  relatives  à l’égalitc  de  trois  racines 
de  l'équation  U = o,  sont  les  suivantes,  du  degré  n — 2 
chacune, 

i/'U  rf'U  rf’U 

= o , = o , = o. 

rfx’  dy' 

On  ferait  voir  de  meme  que  généralement  les  équations  de  con- 
dition relatives  à l'égalité  de  m racines  de  l'équation  U ==  o 
sont  les  suivantes  du  degré  n — »i  -f-  i , 

rf"-'U  _ rf--'U 

’ dx"~'ily  ’ ’ dxdy'*~'  dy’'~'  ** 

Soit  maintenant  u une  fonction  quelconque  entière  et  ho- 
mogène du  /»'*"•  degré,  de  trois  variables  x,  _7' , t.  Si  l’on  re- 
présente par  ^ et  les  coordonnées  rectangulaires  ou  obliques 
d'un  point  variable , l’équation 

U — o 

représentera  une  courbe  quelconque  du  n'""  degré  {*).  Une 
droite  quelconque  dont  l’équation  est 
t=z  ax  + hy  , 

rencontre,  comme  on  sait,  la  courbe  en  n points;  si  l’on  porte 


lîcicnts  des  mêmes  puissances  de  «»  il  vient 


,d'f  d'f 

dx*  dxdy 


(*)  M.  Hesse  a eu  le  premier  l'ingénieuse  idée  de  représenter  par-i - 
les  cuordonnées  rectilignes  d'un  point  dans  un  plan,  cl  par  -»  - les 

U U U 

coordonnées  dans  l'espace.  Do  cette  manière,  tontes  les  équations  S4>nt 
homogènes.  On  se  fera  une  idée,  t*n  lisant  cette  Note,  des  avantages  con- 
sidérable!» que  présente  cctlc  notation  nouvelle 
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la  valeur  (le  z lirt-c  <lc  l'(?(|iiation  de  la  droite,  dans  la  funclion 
U,  celle-ci  devient  une  fonction  homogène  U des  deux  variables 
X et_x  > 1rs  ” racines  de  l’étjuation  U = o , où  l’on  consi- 

X 

dère  - comme  l’inconnue,  sont  les  rapports  des  coordonnées 

des  points  où  la  droite  rencontre  la  courbe.  Mais  l’équation  de 
la  ligne  droite  contient  deux  constantes  o et  è qui  s’introdui- 
sent dans  l’équation  U = o;  on  peut  établir  entre  ces  constantes 
une  relation  telle,  que  deux  racines  de  l’équation  U = 0 devien- 
nent égales  : dans  ce  cas,  la  droite  devient  une  tangente  de  la 
courbe.  Et  si  l’on  donne  aux  constantes  a et  è des  valeurs 
telles,  que  trois  racines  de  l’équation  U = o deviennent  égales, 
la  droite  devient  une  tangente  en  un  point  d’inllexion  , lequel 
est  déterminé,  comme  on  l’a  vu  plus  haut,  par  les  trois  équa- 
tions 

rf>U_  (/'U  _ rf'U  _ 
dx'‘  ’ dx{ly  ’ (//’ 


Mais,  comme  E est  la  valeur  que  prend  u pour  a = o.r  4-  by, 
si  l’on  fait,  pour  abréger, 
d'u  _ 
dx-  ' 


d' a 
dy  dz 


:5,, 


d^  H 

d'u 

V 

dp~’‘' 

y X ^ ’ 

d' U 

d’u 

dx  di  ’ 

dx  dy  ~ 

les  trois  équations  précédentes  pourront  s’écrire  comme  il  suit  ; 
5-(-2rti7,  -t-«’!i=o, 

Ç,  -4-  (îèÇ  = o. 


n -(-  7.  è 5,  -4-  é’  Ç = o. 


Si  l’on  élimine  a cl  b entre  ces  équatioqÿ,  on  obtiendra  l’équa- 
tion d’une  courbe  qui  rencontre  la  proposée  aux  points  d’in- 
flexion. Pour  effectuer  cette  élimination,  résolvons  la  deuxième 
•■(|uation  par  rapport  a a,  ce  qui  donne 


a 


Si  -I-  é>ii 

5,-f-  éS  ■ 


et  portons  cette  valeur  de  a dans  la  première  éipialion  , nous 
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obtenons 

5 ('i-H  + irii)  (ç,  + 4;)  H-  ç (ç , 4-  t »)i)’  = O, 

ou  , en  ordonnant  par  rapport  h b , 

+ (ïç— »î)(2  6ç.-hi!-’ç)  = o. 

Si  enfin  on  multiplie  la  dernière  des  trois  équations  que  nous 
considérons  par  — r,] , et  qu’on  en  retranche  ensuite  l’équa- 
’tion  que  nous  venons  de  former,  il  vient 

..=  ai,»,?.  - 551  — «r,;  — ïÇ’  = 0. 

L’équation  <>  — o est  celle  de  la  courbe  cherchée  qui  ren- 
contre la  proposée  k = o aux  points  d’inflexion.  Cette  équa- 
tion est,  comme  on  voit,  du  degré  3 («  — a),  d’où  il  suit 
qu’une  courbe  du  n'""'  degré  a généralement  3 n (h  — 2)  points 
d’inflexion.  Kn  particulier,  une  courbe  du  troisième  degré  a 
neuf  points  d’inflexion. 

Sur  les  points  il’injlcxion  ries  courbes  du  troisième  degré. 

Nous  commencerons  par  élablir  quelques  propositions  géné- 
rales relatives  aux  courbes  du  troisième  degré  sur  lesquelles 
nous  aurons  à nous  appuyer. 

Remarquons  d’abord  que  le  système  formé  d’une  conique  et 
d’une  droite,  ou  le  système  de  trois  droites,  constitue  une  variété 
des  lignes  du  troisième  degrc. 

Lemmf.  1.  — Deux  courbes  du  troi.sicme  degré  se  coupent  gé- 
néralement en  neuf  points. 

Cette  jiroposition  se  déduit  immédiatement  du  théorème  de 
Bezout  sur  le  degré  de  l’équation  finale  ipii  résulte  de  l’élimina- 
tion d’une  inconnue  entre  deux  équations. 

Remarque.  — Les  points  d’intersection  peuvent  être  réels  ou 
imaginaires. 

Lfmmf.  II.  — Neuf  points  suffisent  en  général  pour  détermi- 
ner une  eourbe  du  troisième  degré.  • 

Il  y a effectivement  dix  termes  dans  l’equation  générale  des 
courbes  du  troisième  degrc.  Le  coelTicicnt  de  l'un  de  ces  termes 
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poivl  i-tre  choisi  arbili  airenient,  cl  il  reste  alors  neuf  coefficients 
indéterniinés  dont  on  peut  disposer  de  manière  à assujettir  la 
courlic  à passer  par  neuf  points  donnes.  On  obtient  ainsi  neuf 
équations  du  premier  degre  entre  les  coefficients  inconnus;  en 
;;énéral,  ces  équations  admettent  une  solution  unique,  et,  par 
suite,  on  ne  peut  généralement  faire  passer  qu’une  seule  courbe 
du  troisième  degré  par  neuf  points  donnés  (*). 

Lt.mmk  III.  — Toute  courbe  du  troisième  degré  qui  passe  par 
huit  des  neufs  points  d’intersection  de  deux  courbes  du  troisième 
degré  données , passe  également  pur  le  neuvième  point  d'inter- 
section de  ees  deux  courbes. 

Soient  r et  r,  les  deux  coiirlies  du  troisième  degre  données. 
Supposons  qu’on  se  propose  de  faire  passer  une  courbe  du 
troisième  degré  par  les  neuf  points  d'intersection  des  courbes  r 
et  r,  ; les  neuf  équations  linéaires  que  doivent  vérilier  les  coef- 
ficients de  l’équation  de  la  courbe  inconnue,  adiucttront  les 
deux  solutions  relatives  aux  courbes  f et  r,  qui  satisfont  au 
problème;  donc  ces  neuf  éxjualions  sont  indéterminées,  et  l’une 
quelconque  d’entre  elles  est  comprise  dans  les  huit  autres.  Il  suit 
de  l.\  que,  si  l’on  assujettit  une  courbe  du  troisième  degré  r, 
à passer  par  huit  des  points  communs  aux  courbes  I'  et  P,  et 
que,  pour  achever  de  la  déterminer,  on  se  donne  une  nouvelle 
condition  arbitraire,  la  courlje  P,  passera  nécessairement  par  le 
neuvième  point  d’intersection  des  courbes  P et  P,. 

C0ROLI.AIKR  I.  — Si  trois  des  neuf  points  d’intersection  de. 
deux  courbes  du  iroisièinc  degré  sont  en  ligne  droite,  les  six 
antres  points  d’intersection  sont  situés  sur  une  conique. 

En  effet,  la  droite  qui  passe  par  les  trois  premiers  points 
d’intersection  des  courbes  données  P et  P, , et  la  conique  qui 
passe  par  cinq  des  six  aiitix-s,  forment  une  ligue  du  troisième 


(•}M.  r.hastes  a |>ut>Iié  t’nunec  ilernicre  ilc  tielies  rcoticrrlics  sur  tes 
rniirlusi  citi  truisicinc  et  du  qualriénic  ilvuro.  {Voir  Comptes  rendus  de 
CAcad/'mie  des  Seienees,  lonic  X\\  I , pape  cl  tuluc  XX\  tl,  papes 
l\Z-,  et  17a.)  SI.  Phasles  fuit  cunuaitre  en  particulier  deux  inêtiiodes  très- 
reinarqual>les  pour  consiruire  la  courbe  tlu  troisième  depn*  qui  passe  par 
neuf  points  donnes. 
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degré  qui  passe  par  le  neuvième  point  d’intersection  des  cour- 
bes r et  r,  ; donc  la  conique  passe  par  ce  neuvième  point.,  car 
une  courbe  du  troisième  degré  ne  peut  avoir  quatre  points  en 
ligne  droite. 

CoBOLLAiBE  H.  — Si  SIX  cles  neuf  points  d’intersection  de 
deux  courbes  du  troisième  degré  sont  situés  sur  une  conique, 
les  trois  autres  points  d'intersection  sont  en  ligne  droite. 

En  effet,  la  conique  qui  passe  par  les  six  premiers  points 
d’intersection  et  la  droite  qui  passe  par  deux  des  trois  autres 
forment  une  ligne  du  troisième  degré  qui  passe  par  le  neuvième 
point  d’intersection  ; donc  la  droite  passe  par  ce  neuvième 
point,  car  une  conique  ne  peut  avoir  plus  de  six  points  com- 
muns avec  une  courbe  du  troisième  degré.  (Théorème  de  Bezout 
sur  le  degré  de  l’équation  finale.  ) 

CoBOLLAiBK  III.  — Si  trois  des  neuf  points  d’intersection  de 
deux  courbes  du  troisième  degré  sont  en  ligne  droite , et  que  trois 
des  six  autres  soient  aussi  en  ligne  droite,  les  trois  derniers 
seront  pareillement  en  ligne  droite. 

Ce  corollaire  est  évidemment  un  cas  particulier  du  précédent. 
Rehabqvb.  — Les  propositions  que  nous  venons  d’établir 
conduisent  à un  grand  nombre  de  conséquences  curieuses; 
mais , pour  ne  pas  trop  nous  écarter  de  notre  sujet , nous  nous 
bornerons  à montrer  comment  on  en  déduit  immédiatement 
le  théorème  connu  de  Pascal  relatif  à l’hexagone  inscrit  dans 
une  conique.  On  sait  que  ce  théorème  consiste  en  ce  que  : 

Si  un  hexagone  est  inscrit  dans  une  conique , les  points  de 
rencontre  des  côtés  opposés  sont  en  ligne  droite. 

En  effet,  soient  A,  B,  C,  D,  E,  F les  sommets  de  l’hexa- 
gone; soient  M,  N,  P les  points  d’intersection  des  côtes  AB 
et  DE,  BC  et  EF,  CD  et  PA.  Les  lignes  du  troisième  ordre  for- 
mées, l’une  des  droites  AB,  CD,  EF,  l’autre  des  droites  BC, 
DE,  FA,  se  coupent  aux  neuf  points  A,  B,  C,  D,  E,  F,  M, 
N,  P.  Or  les  six  premiers  points  sont  sur  une  conique;  donc, 
les  trois  autres  sont  en  ligne  droite;  ce  qu’il  fallait  démontrer. 

Lemme  IV.  — Si  «=  o,  P = O sont  les  équations  en  coor- 
données rectilignes  de  deux  courbes  du  troisième  degré,  l’équa- 
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tion  générale  de.x  courbes  /lu  troisième  /legré  //ui  p/issent  i>ur  les 
neuf points  /l'intersection  des  courbes  /ionnées  sera 
bu  + V = O, 

k désignant  une  constnnlt  in/létenninée. 

Soient  Ai,  A,,  A,,  A|,  A,,  A,,  A,,  A,,  A,  les  points  d'in- 
tersection réels  on  imaginaires  des  courbes  données.  Si  l’on  se 
propose  de  faire  passer  une  courbe  du  troisième  degré  par  ces 
neuf  points,  ou  aura,  comme  on  l'a  vu  plus  haut,  neuf  équa- 
tions linéaires  auxquelles  devront  satisfairè  les  coefficients  de 
l'équation  de  la  courbe  inconnue  et  parmi  lesquelles  huit  quel- 
conques entraînent  la  neuvième;  mais  je  dis  que  huit  de  ces  neuf 
é(|uations  sont  distinctes.  Effectivement,  s'il  en  était  autrement, 
toute  courbe  du  troisième  degré  passant  par  sept  des  points 
donnés.  A,,  A,,  A,,  A,,  A,,  A,  et  A,  par  exemple,  passerait 
nécessairement  par  les  deux  autres  A,  et  A.  ; il  est  aisé  de  dé- 
montrer que  cela  n'est  pas.  En  effet,  considérons  les  trois 
points  A,,  A,,  A-;  il  y en  a nécessairement  deux  qui  ne  sont 
en  ligne  droite  ni  avec  A,  ni  avec  A,.  Supposons  que  A,  et  A, 
soient  dans  ce  cas  ; désignons  par  D la  droite  qui  passe  par  ces 
deux  points,  et  par  C la  conique  qui  passe  par  les  points  A,,  A,, 
Aj,  A,,  A,.  La  conique  Cet  la  droite  D forment  une  ligne  du 
troisième  degré  qui  passe  |>ar  les  sept  points  A, , A,,  A,,  A, , A, , 
Ai  et  A,.  Or  je  dis  que  celte  ligne  du  troisième  degré  ne  peut 
passer  par  aucun  des  points  A,  et  A,:  d’abord  la  droite  D ne 
contient,  par  hypothèse,  aucun  de  ces  points;  la  conique  C 
ne  peut  les  contenir  tous  deux,  car  elle  aurait  sept  points 
communs  avec  une  ligne  du  troisième  degré;  elle  ne  peut  non 
plus  contenir  l'un  d'eux , car  l’autre  serait  alors  sur  la  droite  D 
{ lemme  III , corollaire  II),  ce  qui  est  contre  l’hypothèse. 

Il  résulte  de  là  qne  les  équations  linéaires  qui  ont  lieu  entre 
les  coefficients  de  la  courbe  du  troisième  degré  qui  passe  par 
les  neuf  points  A,,  A,,  etc.,  donneront  les  valeurs  de  huit  des 
coefficients  inconnus  exprimées  en  fonction  linéaire  du  neuvième, 
et  que,  par  suite,  l’équation  générale  des  courbes  du  troisième 
degré,  qui  passent  par  les  points  communs  aux  courbes  u = n, 
!■  = O,  ne  |)eut  contenir  qu’une  seule  arbitraire.  Or,  quelle  que 
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soit  la  constante  / , il  est  évident  que  la  courbe  représentée  par 
l’équation 

ku  4-  (>  =r  O 

passe  par  les  points  coramuns  aux  courbes  proposées;  donc 
cette  équation  est  la  plus  générale  possible. 

THioaiav.  I.  — I-M  droite  qui  joint  deux  points  d'inflexion 
d’une  eourbe  du  troisième  degn!  renenntre  la  courbe  en  un  troi- 
sième point  d'inflexion. 

Soient  A et  A'  deux  points  d’inflexion  d'une  courbe  du  troi- 
sième degré  r,  et  supposons  que  la  droite  AA'  rencontre  la 
courbe  r au  troisième  point  A"  ; je  dis  que  A"  est  un  point  d’in- 
flexion. En  effet , menons , par  le  ]>oint  A,  une  sécante  quel- 
conque qui  rencontre  de  nouveau  la  courbe  aux  points  B et  C; 
par  le  point  A',  une  seconde  sécante  quelconque  qui  rencontre 
de  nouveau  la  courbe  aux  points  B'  et  C’;  joignons  BB'  et  CC, 
qui  rencontrent  de  nouveau  la  courbe  aux  points  B"  et  C"  res- 
pectivement ; joignons  enfin  A"B".  La  ligne  du  troisième  degré 
formée  des  trois  droites  ABC,  A'B'C'  et  A"  B"  passe  par  huit  des 
|)oints  d’intersectHin  de  la  courbe  r et  de  la  ligne  du  troisième 
degré  formée  des  droites  AA'  A",  BB'B",  CC'  C",  elle  passera  donc 
parle  neuvième  point  d’intersection  C'.  Et  comme  une  courbe 
du  troisième  degi-é  ne  peut  avoir  quatre  points  en  ligne  droite, 
il  faut  nécessairement  que  les  trois  points  A",  B",  C"  soient  en 
ligne  droite.  Imaginons  maintenant  que  les  sécantes  BC  et  B'C' 
tournent  respcctivcmcnl  autour  des  points  A et  A',  de  manière  à 
devenir  tangentes  à la  courbe;  comme  A et  A' sont  doux  points 
d’inflexion,  les  points  B et  Cs»-  confondront  avec  A à la  limite; 
pareillement,  B' et  C' se  confondront  avec  A';  donc  les  droites 
BB'B"  et  CC'C"  coincidei-ont  avec  AA' A",  et,  par  suite,  les  trois 
points  d’intersection  de  la  courbe  avec  la  sécante  A"B"C"  se 
confondront  en  un  seul  A",  i|ui  est  ainsi  un  point  d’inflexion. 

Rr.MAKQur..  — Bien  <pie  ce  raisonnement  soit  géométrique,  il 
«•St  évident  «pi’il  s’applitpie  au  ras  di'S  points  imaginaires  comme 
à relui  des  poinis  réels. 

THroBÉME  II.  — /.<■  nombre  des  droites  qui  pussent  ehacune 
par  trois  points  d'inflexion  d’une  eourbe  du  troisième  degré,  est 
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fgnl  à floiize.  Ces  iloiiir  tirniti  s forment  r/imtre  systèmes  composés 
chacun  de  trois  droites,  et  1rs  neuf  points  d'inflexion  de  la  courbe 
sont  tff>is  h trois  sur  les  trois  droites  de  chaque  système. 

Si  l'on  joint  par  des  droites  l'un  des  points  d'inflexion  de  la 
courbe  à chacun  des  huit  autres,  il  est  évident  que  ces  huit 
droites  se  réduiront  à quatre  distinctes,  puisque  la  droite,  qui 
passe  par  deux  points  d’inflexion  , passe  aussi  par  un  troisième, 
et  que , d'ailleurs,  quatre  ptiinls  d’inflexion  ne  sauraient  être  en 
ligne  droite.  Donc,  parmi  les  droites  qui  joignent  les  neuf  points 
d’inflexion,  trois  à trois,  il  y en  a toujours  quatre  qui  passent 
par  un  même  point.  En  en  comjitant  quatre  pour  chaque  point 
d'inflexion , on  aura  4 9 droites  ; mais  alors  il  est 

clair  que  chaque  droite  se  trouve  prise  trois  fois,  et,  par  suite, 
que  ces  trente-six  droites  se  réduisent  à dou/.c  distinctes. 

Soient 

Al,  A,,  A.1,  A,,  Aj,  Ag,  A,,  A,,  A, 

les  neuf  points  d’inflexion.  On  peut  supposer  <[ue  A,,  A,,  A, 
soient  en  ligne  droite.  Parmi  les  douze  droites  que  nous  considé- 
rons, il  y en  a trois,  outre  la  droite  A,  A,  Aj,  qui  passent  par 
chacun  <lcs  points  A,,  A,,  A,  ; il  y a donc  deux  droites  qui  ne 
pussent  ni  par  A,,  ni  par  A,,  ni  par  A,.  D'après  cela,  on  peut 
supposer  que  A,,  A,,  Ag  sont  en  ligne  droite  , et  alors  A,,  A, , A, 
seront  aussi  en  ligne  droite,  puisque  les  neuf  points  sont  ü l’in- 
tersection de  deux  courbes  du  troisième  degré  (lemnie  III, 
corollaire  III).  Nous  avons  ainsi  un  premier  système  de  trois 
droites , savoir  : 

A,  A,  A,,  A,  A,  A,,  A;  A,  A,, 

qui  contiennent  trois  à trois  les  neuf  points  d'inflexion.  Lu  droite 
A, A,  ne  peut  passer  par  l’un  <les  pointsA,,  Aj,  A,,  A,,  elle  passe 
donc  par  l’un  des  points  A,,  A,,  A,,,  et  comme  jusqu’ici  rien 
ne  distingue  ces  trois  points  les  uns  des  autres,  on  peut  sup- 
poser que  la  droite  A,  A,  passe  par  A,  ; les  droites  A,  A,  et  A,  Ag 
ne  peuvent  toutes  deux  passer  par  A,,  donc  l’une  d’elles  passe 
par  l'un  des  points  A,  et  A,.  On  peut  évidemment  supposer  d’a- 
près cela  que  A,  A,  passe  par  A,,  car  jusqu’ici  rien  ne  distingue 
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entre  eux  les  points  Ai  et  A,  ou  A,  et  A,.  Alors,  d'après  le 
lemine  III  (corollaire  III),  les  points  A, , A,,  A,  sont  en  ligne 
droite.  On  a ainsi  ce  deuxième  système  de  trois  droites  renfer- 
mant trois  à trois  les  neuf  points  d'inflexion , savoir  : 

A,A|A;i  A,AiA,,  Ai  A,  A,. 

Maintenant,  il  est  évident  que  les  droites  A,  A,,  A, A,,  A,  A, 
passent  respectivement  par  A, , A,  et  A,  ; et  que  les  droites  A, A,, 
A,  A, , A,  A,  passent  respectivement  par  A, , A, , A,.  On  a donc 
ces  deux  derniers  systèmes  de  trois  droites  contenant  trois  à trois 
les  neuf  points  d’inflexion,  savoir: 

AiA,A|,  Al  A, A,,  A|A,Ajî 

A,  Al  A,,  A,  A,  Al,  A,  A,  A,. 

Remarque.  — Soit  OMN  le  triangle  formé  par  les  trois  droites 
de  l’un  des  quatre  systèmes  dont  on  vient  de  prouver  l’existence. 
Supposons,  par  exemple,  que  les  côtés  MN,  NO  et  OM  contien- 
nent respectivement  les  points  A,,  A,,  A^;  A,,  A,,  A,  et  A,,  A,, 
A,.  En  considérant  successivement  les  neuf  droites  qui  forment 
les  trois  derniers  systèmes  et  appliquant  è chacune  de  ces  droites 
le  théorème  connu  des  transversales , on  obtient  neuf  équations, 
d’où  l’on  déduit  en  particulier. 


/ MAA 

/ma.\ 

\ naJ 

Vna.; 

V N.v.) 

On  conclut  de  là  iiiiinédiatemcnt  que  les  neuf  points  d’inflexion 
d’une  courbe  du  troisième  degré  réelle  ne  peuvent  être  tous 
réels;  mais  il  est  aisé  de  voir,  en  outre,  que  parmi  ces  neuf 
points,  six  au  moins  sont  imaginaires.  En  effet,  considérons  un 
point  d’infle.xion  imaginaire  ; parce  point  passent  quatre  droites 
contenant  chacune  deux  autres  points  d'inflexion  ; or,  s'il  y 
avait  au  plus  quatre  points  d’inflexion  imaginaires,  l’une  des 
quatre  droites  dont  il  s’agit  contiendrait  nécessairement  deux 
|K)ints  d’inflexion  réels,  ce  qui  est  impossible;  car  la  droite  qui 
passe  par  deux  points  réels  d’une  courbe  du  troisième  degré 
rencontre  de  nouveau  la  courbe  en  un  troisième  point  réel. 
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On  voit  donc  i|u'une  courbe  réelle  du  troisième  degre  ne  peut 
avoir  plus  de  trois  points  d'inflexion  réels,  lesquels  sont  toujours 
en  ligne  droite,  d'après  le  théorème  I.  Je  dis,  en  outre,  qu’il  y 
a elTectivement  des  courbes  du  troisième  degré  qui  ont  trois 

|)oints  d'inflexion  réels.  Par  exemple,  la  courbe  dont 

désignent  les  coordonnées  rectilignes  et  qui  a pour  équation 

_x^  — xz' 

3x'  -+- 1’’ 

est  l’encontrée  par  l’axe  des  abscisses  en  trois  }>oints  d’inflexion 
réels. 

Théorème  III.  — Les  cnorilonnérs  rrctilignes  de  chuettn  des 
neuf  points  d'inflexion  d’une  courbe  du  troisième  drgn-,  sont 
toujours  exprimables  par  des  /onctions  algébriques  explicites  des 
coefficients  de  l 'équation  de  la  courbe. 

Soit 

(i)  « = o 

l’é<|uation  d’une  courbe  du  troisième  degré.  Les  neuf  points  d'in- 
flexion de  cette  courbe  sont , comme  on  l'a  vu  , sur  une  seconde 
courbe  du  troisième  degré 

e=  o, 

en  sorte  que  si  k désigne  une  constante  indéterminée  ( Icmme  IV  ), 
l'équalion 

( 2 ) k U + V — Q 

représentera  généralement  toutes  les  courbes  du  troisième  degrc 
qui  passent  par  les  neuf  points  d'inflexion  de  la  proposée.  Or 
nous  avons  vu  qu’on  |)eut  faire  passer  par  ces  neuf  points  quatre 
lignes  du  troisième  degié  formées  chacune  de  trois  droites;  donc 
il  y a quatre  valeurs  de  k j)our  lesquelles  l’équation  (2)  se  dé- 
compose en  facteurs  linéaires.  Si  l’on  cherche  à exprimer  que  la 
fonction  k u p est  le  produit  de  trois  facteurs  linéaires,  on 
iibtiendra  trois  é(]ualions  de  condition  qui  devront  se  réduire  à 
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une  seule,  el  celle-ci  sera  ilii  (|iiatrièiiie  degré  par  rapport  à / (’  ). 
Si  l’on  résout  celle  éijualion  du  qiialriéme  degré,  que  l’on  prenne 
pour  / l’une  quelconque  de  ses  racines  et  qii’ensuitc  on  résolve 
l’équation  ( 2)  par  rapport  à l’une  des  coordonnées,  on  trouvera 
nécessairement  ipie  les  trois  valeurs  de  celle  coordonnée  sont 
des  fondions  linéaires  de  la  deuxième  coordonnée.  La  décom- 
position de  l’équalion  (3)  en  facteurs  linéaires  étant  ainsi  effec- 
tuée, on  aura  les  équations  de  trois  droites  contenant  cliaciine 
trois  des  neuf  points  d’inflexion  de  la  proposée,  et , pour  avoir 
les  coordonnées  de  ces  neuf  points,  il  suflira  de  chercher  suc- 
cessivement les  solutions  communes  à l’équation  (i)  et  à l’équa- 
tion de  chacune  des  trois  droites,  ce  qui  exigera  seulement  la 
résolution  de  trois  équations  du  troisième  degré  à une  inconnue. 

Il  s’ensuit  que  les  coordonnées  des  neuf  points  d’inflexion 
sont  exprimables  par  <les  fonctions  algébiiques  explicites  des 
coefficients  de  l'éipiation  proposée. 

CoaoLLxiHE. — L’équation  du  neuvième  degré  qui  a pour  ra- 
cines les  abscisses  des  points  d'injlcjrion  d'une  courbe  du  troisième 
degré,  est  toujours  résoluble  nlgébriqucmcnt . 

Propriété  de  l’équalion  du  neuvième  degré  qui  a pour  racines 
les  abscisses  ries  points  tC inflexion  d'une  courbe  du  troisième 
degré. 

Soit 

(1)  «=o 

l'équation  d’une  courbe  du  troisième  degré  entre  les  coordonnées 
rectilignes  “ avons  vu  que  les  points  d’inflexion  de 

cette  courbe  sont  sur  une  seconde  courbe  du  troisième  degn-, 

(2)  e = O 

(*)Dans  un  beau  Mémoire  public  au  lotnc  XWIX  du  Jotiriial  de 
M.  Crollc , M.  .\ronhuld  a obtenu  eifirctivement  cette  o<|iialioii  du  qua- 
trième déféré  en  A , sous  une  f(»rmo  bien  rtMuarqiiable.  Car  les  coetTiciciiU 
s’expriment  par  deux  fonrllotiH  seulement  des  coeffirienU  do  IVquation 
«le  la  courbe  proposée. 
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Si  l’on  i-liinine  v entre  les  e(|iiations  ,i)  et  (a),  on  obtient  une  • 
é(|tiation 

(3)  O’  = O, 


lioniogènc  par  rapport  à jt  et  i et  du  neuvième  degré.  Celte 

équation,  dont  les  raeines  - représentent  li-s  abscisses  des  points 

d’inflexion,  est  toujours  résoluble  algébriquement,  comme  nous 
l’avons  vu  plus  liant.  Mais  il  existe  , entre  les  racines  de  l’équa- 
tion (3),  des  relations  remarquables  que  nous  allons  faire  con- 
naître, d’après  M.  liesse , et  desquelles  ce  géomètre  a déduit  la 
résolubilitè  par  radicaux  de  l’equation  (3). 


Remarquons  d'abord  que  la  valeur  de  - correspondante  à 


chaque  racine  - de  l'équation  (3)  peut  s’exprimer  en  fonction 


rationnelle  de  - et  des  quantités  connues  de  l'equation  (i). 

Cela  résulte  immédiatement  de  la  méthode  que  nous  avons  ex- 
posée dans  la  quatrième  leçon  pour  la  résolution  de  deux 
équations  simultanées  à deux  inconnues.  D’après  cela,  les 
coordonnées  de  chaque  point  d’inflexion  de  la  courbe  proposivi 
doivent  satisfaire  à une  même  équation  de  la  forme 

où  F désigne  une  fonction  rationnelle. 

Cela  posé,  désignons  par—»  — et—»  — les  coordonnées 

S)  3|  ^2 

de  deux  points  d’inflexion  de  la  courlie  (i);  la  droite  qui  passe 
par  ces  deux  points  aura  pour  équation 


JC 

Z 


— 


fl 


Fn  déjiignant  par  — '*  *’  la  valeur  de  cltaciin  des  membres,  il 
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vient 


^o■rE  XI t. 


X 

"*  ( 2|  ~}~  ^ *j)  — Jfi  -f~  Xj  , 

Z 

j(z,  -+-  >Ï,)  =^,  -f-  Xj.; 

on  |>eut  disjwser  de  z de  manière  que  l’on  ait  z =:  3,  4-  Xi,,  et 
l’on  voit  alors  que  notre  droite  pourra  être  représentée  par  les 
trois  équations  suivantes  : 

(5)  x = x,+\x,,  _r  =/,  4- X^J,  z = z,  4-^î.. 

Au  moyen  de  ces  équations,  on  obtiendra  tous  les  points  de  la 
dmite,  en  donnant  à X toutes  les  valeurs  possibles.  Or,  d’après 
le  théorème  de  Maclaurin  démontré  plus  haut,  eette  droite 
coupe  la  courbe  (i)  en  un  troisième  point  d’inflexion;  pour 
avoir  la  valeur  de  X qui  convient  à ce  troisième  point,  il  suffit 
de  porter  dans  l’équation  (t)  les  valeurs  de  x,  z tirées  des 
équations  (5),  et  de  rc^soudre  ensuite  par  rapport  à X.  Par  cette 
substitution  il  vient 


!du\ 


(6) 


HS, -Mi 
■(S.-- (S, 


j -+■ 


Ida 


(£),] 

^ J -V  V ( « ),  = O, 


les  indices  ■ et  3 indiquant  que,  dans  les  expressions  qui  en 
sont  affectées,  on  doit  raettix'  .r,,  , z,  ou  x,,  j,,  z,  à la  place 

de  z.  En  effet,  il  résidte  immédiatement  de  la  formule  de 
Taylor,  qu’après  la  substitution  , les  deux  premiers  termes  de  n 
sont 


et  il  est  évident  que  les  deux  derniers  termes  doivent  se  déduire 
de  ces  deux-ci , en  changeant  x,,/„  r,,  x„/„  z„  en  Xx„  X^„  Xz„ 
I I I 

x'-x-^-’r- 

si  l’on  supprime  les  termes  («),  et  (//'I,  qui  sont  nuis,  l’éqiia- 
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tiun  (6) , divisi'C  |iar  ). , iloiim.'  la  valeur  suivante  de  ).  : 


.,(*')  +r.(r)  +■.(?) 

J*)  + ,.(*)  +.,(*)  ■ 

\//x/, 


qui  ronvient  au  troisième  point  d'inflexion.  Si  l’on  désigne  par 

— J — les  coordonnées  de  ce  point , et  qu'on  porte  la  valeur  de 

*1  *.1 

que  nous  venons  de  trouver,  dans  les  (^nations  (5),  on 


Considérons,  en  particulier,  la  première  de  ces  équations  : le 
second  membre  ne  change  pas  (|uand  on  change  x,,  , z,  en 

ïj)  cl  réciproquement;  en  divisant  le  numérateur  et  le 
dénominateur  de  ce  second  membre  par  z|  z\ , il  prend  la 
forme 

\z,  Z,  Z,  Z,  / 

y désignant  une  fonction  rationnelle  qui  ne  change  pas  quand 
on  transpose  les  indices  i et  2.  Or,  d'après  l’équation  (4)> 


Z,  \z,  / Z,  \ Z,  / 


F désignant  une  fonction  rationnelle.  Donc  la  valeur  de  — 
peut  se  réduire  à la  forme  suivante , 


\*t  ^2  / 
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0 désignant  une  fonction  ralionnelle  et  symétrique  des  deux 
quantités  qu’elle  renferme.  Il  est  évident  que  l’équation  prece- 
dente ne  cessera  pas  d’étre  exacte  si  l’on  permute  les  indices 
I,  2,  3;  car  on  serait  arrivé  directement  aux  équations  qu’on 
obtient  par  ces  permutations,  en  partant  du  premier  point  d'in- 
flexion et  du  troisième,  ou  du  deuxieme  et  du  troisième,  au  lieu 

de  partir  du  premier  et  du  deuxième.  Donc  les  abscisses  — 1 

— > — de  trois  points  d’inflexion  en  ligne  droite,  satisfont  aux 
trois  relations 


où  0,  nous  le  répétons,  désigne  une  fonction  rationnelle  et  symé- 
trique. De  cette  propriété  résulte,  comme  on  va  voir,  la  solubi- 
lité de  l’équation  ( 3 ). 


Sur  la  résolution  algébrir/uc  d'une  classe  d'équations  du  neuvième 
degré. 

Soient 


(') 


X i-^)  = O 


une  équation  du  neuvième  degré  et  9 une  fonction  ration- 
nelle et  symétrique  donnée  de  deux  variables.  Si  l’équa- 
tion proposée  a cette  propriété , que  deux  racines  quelconques 
Xj  et  fournissent  une  troisième  racine  , de  telle  sorte 
qu’on  ait  en  même  temps 

(2)  =0(x,  , x^),  X;  =9(x^,x,),  x^  = 9(x^,  X;,), 


cette  équation  sera  résoluble  algébriquement.  On  voit  que  l’é- 
quation qui  a pour  racines  les  abscisses  des  points  d’inflexion 
d’une  courbe  du  troisième  degré  a la  propriété  dont  il  s'agit  ici. 
Soient 

r, , X, , X, , X. , .r, , X, , X; , X. , X, 


les  ncul  racines  ilc  l'cqiiution  (t).  M.  Hesse  nomme  racincf 
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conjuguées  \.vo\h  rarincs  de  ri'qiiation  ( i)  (|tii  satisfont  :iu.\  re- 
lations (2).  Il  est  évident  que  ehaqiie  racine  fait  partie  de  quatre 
combinaisons  de  trois  racines  conjuguées  ; par  suite,  en  comptant 
quatre  combinaisons  pour  chaque  racine,  on  aurait  4 X 9 ou 
trente-six  combinaisons;  mais  chacune  de  ces  combinaisons  se 
trouvant  répétée  trois  fois,  on  voit  qu'il  n’y  a que  douze  com- 
binaisons distinctes  de  racines  conjuguées.  En  raisonnantcomine 
nous  l'avons  fait  au  sujet  de  la  détermination  des  douze  droits 
qui  passent  chacune  par  trois  points  d'inflexion  d’une  courbe 
.dp  troisième  degré,  on  veria  qu’on  peut  former  les  quatre 
groupes  suivants,  composés  de  trois  combinaisons  de  racines 
conjuguées  et  contenant  chacune  les  neuf  racines  : 

X|X]Xj, 

X)  X*  Xî , X3  X|  x„ , X,  x<  X,  ; 

X^XfXij  XfX|X]y  X4XgXj  J 
X^XjX^. 


Le  nombre  total  des  combinaisons  de  trois  racines  est  84  ; il 
y a donc  soixante-douze  combinaisons  de  trois  racines  non 
conjuguées. 

Considérons  l’un  quelconque  des  quatre  groupes  (3),  et  dé- 
signons-le  par 


On  peut  supposer  que  X,  , x^,,  x^,  ne  soient  point  conju- 
guées, et,  par  suite,  on  pourra  les  considérer  comme  trois  ra- 
cines//«c/coni7ttej  non  conjuguées.  Alors,  comme  rien  ne  dis- 
tingue entre  eux  les  indices  X et  p , V et  p',  et  p",  on  aura  ces 
trois  combinaisons  de  racines  conjuguées. 


les  six  autres  combinaisons  de  racines  conjuguées  sont  alors  né- 
cessairement 


X.,  x^,  x^  , X;,  Xj 


On  voit  que  les  neuf  racines  sont  exprimables  en  fonction  ra- 
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tionnelle  Je  trois  racines  non  conjuguées  quelconques  , x^.  ^ 
« ; on  a effectivement 


X, 


= X,  , X,  = 0(X,.  , x^.),  x^  = e[6(x,.,x^  ),  9 (^x,  ,x.,)]; 
= -^x’  »•'/=«  (^x"  • *x  ) - ■',«’  = ® [®  (■*■«  »■**')»  ® ('«’  ’ ^«*'>1  ; 

= x^, , X..  = 9 (x^  , -t^-)  , V = ® [ ® (^x'  » • ® (-^x’’  -^x  )j- 


Cela  posé,  désignons  par  a une  constante  indéterminée,  et 
formons  la  fonction  symétrique  suivante  de  trois  racines  con- 
juguées quelconques  x^^ , x^,x^  troisième  degré  par  rap- 
port è a , savoir: 


(5)  .r,, 


quand  on  remplace  x^  , x^^ , x^  par  chacune  des  douze  combi- 
naisons (3),  la  fonction 7,^  j „ prend  ces  douze  valeurs  : 


(6) 


Xf.  3*  J > 

X*,  « * 

Xi.  «,  s 5 

Xi,  ». .. 

J'i,  «,  » i 

Xh.  7,  » » 

X*,  *,  3» 

*.  a * 

Tt,  X.  4, 

X^,  3,  » » 

X\  s.  G • 

Formons  ensuite  la  fonction  symétrique  suivante  , 

(7)  " = x“,/x')> 

qui  est  du  troisième  degré  |>ar  rapport  à l’indéterminée  S.  Soient 
ii,  Z,,  Zj,  Z,  les  quatre  valeurs  que  prend  z quand  on  y met 
successivement  pour  x f,'  yy,  X,-  les  quatre  groupes 
de  valeurs  (6}.  Formons  enfin  l’équation  du  quatrième  degré 

(8)  z' -t- A,  z' -h  A,  Z’ -t- AjZ -+- A,  = O, 


(|ui  a pour  racines  z,  , z, , z,,  z,. 

Je  dis  que  les  coefBcients  de  l’équation  (8)  sont  exprimables 
rationnellement  en  fonction  des  quantités  connues  de  l’cqua- 
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lion  (i)  et  de  la  fonrlion  6.  En  effet,  on  a 

[r,  i,  U U ), 

(9)  y.'  iv  = (““V)’ 

en  portant  ces  valeurs  dans  l'cqualion  (7)  et  se  servant  des 
équations  (4),  on  aura  la  valeur  de  z oxprinicc  en  fonction  ra- 
tionnelle de  trois  racines  non  conjuguées  , x^, , savoir  : 

(10)  ==  + (x,,  , X,.), 

et  cette  fonction  -t/  sera  symétrique  par  rapport  à x^  , x^, , .r^,»  ; 
car  il  est  aisé  de  voir,  d’après  les  équations  (4  qu’en  permutant 
ces  trois  racines,  les  quantités  r,’ ;•  a* 

font  que  se  changer  les  unes  dans  les  autres,  ce  qui  ne  change 
pas  la  valeur  de  z. 

Élevons  le  second  membre  de  l’équation  (10)  à une  puissance 
entière  quelconque  de  degré  in  ; désignons  par 

n 

2 'î' )“■ 

la  somme  des  termes  qu’on  déduit  de  \)i  ^x^  x^n  j”  en  pre- 
nant successivement  pour  x^  x^,  x^,  les  soixante-douze  combi- 
naisons de  trois  racines  non  conjuguées;  par  ^ [x^  Xy  x^, 

la  somme  des  termes  qu’on  déduit  de  i|(  (x^  x^,  x^»  “en  prenant 
successivement  pour  ,r^  x^«  x^»  lesdou/.e  combinaisonsde  racines 

conjuguées;  enfin  par  ^ \j/  ^x^,  x^.  x^,  y la  somme  de  tous  les 

termes  qu’on  dédiiitdeiji  (x^  x^,  x^.)"'en  prenant  pourx^  x^,  x^» 
toutes  les  quatre-vingt-ipiaire  combinaisons  de  trois  racines. 


NOTE  XU. 

2 + (•'*  2 K "'''')’" 

2')'  (■'*  )"• 

Le  second  membre  de  cette  équation  {io)cstune  fonction  ration - 
nelle  et  symétrique  de  toutes  les  racines , et  l'on  |>eut,  par  consé- 
quent, l'exprimer  en  fonction  rationnelle  des  quantités  connues. 

r 

Il  en  est  de  meme  de  X'  '!'  effet,  x^,  x^n 

étant  ici  des  racines  conjuguées,  on  a 

)"  = 'î'  -f/  6 (^x  ) ]" 

= \^/  -r.»  S 'I' ['^x-  -^x'  6 (-^x-  ^x' ,)]" ; 

d’où  il  suit  que  ^ , •*'x  ^ )”  ®**  égale  au  tiers  de  la  somme 

des  trente-six  valeurs  que  prend  >j<  x^,  S ^x^  x^  quand 

on  prend  pour  x^^  xy  les  trente-six  combinaisons  de  deux  ra- 
cines. En  dé'signant  cette  somme  par  le  signe  on  a 

f J 

. ('2)  V •'■x'’)"  = 52'*'  K -^xOr* 

et , par  suite , 

2 ’M-^'x  ■^'x'  ^,")“=]S'*'('x  -^x'  ■'^x”)' 

(|3) 

~î  2i'î'['’'x  ■'x' 

It 

ee  qui  montre  que  ^j/  (x^  xy  xy'j  est  une  fonction  ration- 
nelle et  symétriipic  de  toutes  les  racines;  on  peut  donc 
rcxprinier  en  fonction  rationnelle  des  quantités  connius. 
Si  maintenant  on  remarque  qu’aux  soixante-douze  combinai- 
sons de  racines  non  conjuguées,  ré|H)iident  seulement  quatre 
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On  aura 

l") 
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valeurs  «le  la  fonction  s*,  savoir,  i")  s"i  i*  et  que  chacune 
de  ces  valeurs  revient  dix- huit  fois,  on  verra  i|ue  l’on  a 

(*4)  -f- “r = 7g  ^ 

En  donnant  au  nombre  m li.'s  valeurs  1,2,  3,  4>  tm  obtiendra, 
par  IV-quation  ( 1 4 .'1  sommes  de  puissances  semblables  d«ss  ra- 
cines de  l’équation  (8)  qui  sont  nécessaires  pour  calculer  les 
coefficients  A,,  A,,  A,,  A,  ; on  voit  <|ue  ces  coeflicients  se  trou- 
vent ainsi  exprimés  en  fonction  rationnelle  des  quantités  con- 
nues. 

Voici  maintenant  comment  on  obtiendra  les  racines  de  l’é- 
quation (i).  On  cherchera  une  racine  quelconque  de  l’équation  (8). 
Cette  racine  sera , «l’apri'S  ce  qui  précède,  une  fonction  entière 
et  du  troisième  degré  de  l’indéterminée  C;  en  égalant  à w'ro  cette 
racine,  on  aura  une  équation  du  troisième  degré  en  € dont  les 
racines  seront  les  trois  quantités  qui  forment  l’un  des  quatre 
groupes  (6).  En  égalant  à zéro  une  de  ces  nouvelles  racines,  on 
aura  une  équation  du  troisième  degré  par  rapport  à l’indéter- 
minée a;  les  trois  valeurs  de  a racines  de  cette  équation  seront 
trois  racim^  conjuguées  de  l’équation  (1).  Pour  avoir  toutes  l«!s 
racines  de  l'équation  (1),  il  suffit  de  traiter  de  la  même  ma- 
nière toutes  les  racines  de  l’equation  (8). 
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NOTE  XIII. 

SUR  I.ES  ÉQÜATIORS  RESOLUBLES  ALCF.BRIQUEMLRT. 


La  Note  qu'on  va  lire  renferme  la  traduction  textuelle  d'un 
Mémoire  que  M.  Léopold  Kronecker  vient  de  publier,  et  qui  a 
été  communiqué  par  M.  Lcjeune-Dirichlet  à la  classe  des  Sciences 
mathématiques  et  physiques  de  l'Acailémic  de  Berlin,  le  20  juin 
i853. 

• Les  recherches  entreprises  jusqu’à  présent  sur  la  possibilité 
de  résoudre  les  équations  de  degré  premier,  et  particulièrc- 
iiieiit  celles  d'Abel  et  de  Galois  qui  ont  servi  de  point  de  dé- 
part à tous  les  travaux  ultérieurs  sur  le  même  objet  , ont  eu 
pour  principal  résultat  de  conduire  à deux  critérium  à l'aide 
destpiels  on  pût  juger  si  une  équation  donnée  est  résoluble 
ou  non.  Mais , à vrai  dire , ces  critérium  ne  fournissaient  pas  la 
moindre  lumière  sur  la  nature  même  des  équations  résolubles. 
On  ne  savait  iiicme  pas  si , en  outre  des  équations  traitées  par 
Abel  dans  le  tome  IV  du  Journal  de  Crelle  { *) , et  de  celles  qui  se 
ramènent  immédiatement  aux  équations  binômes,  on  ne  sa- 
vait pas,  dis-je,  s’il  existait  d’autres  équations  satisfaisant  aux 
conditions  données  de  résolubilité.  Kneore  moins  savait- on 
former  de  pareilles  équations , et  dans  aucune  recherche  ma- 
thématique on  n’en  avait  rencontré.  Ajoutons  que  ces  deux 
théorèmes  bien  connus  d’Abel  et  de  Galois  sur  les  équations 
résolubles  étaient  plus  propres  à en  cacher  la  vraie  nature  qu’à 
nous  la  découvrir,  ainsi  que  je  le  montrerai  plus  particulière- 
ment à l’égard  de  l’un  de  ces  critérium.  Le  caractère  propre  des 
équations  résolubles  restait  donc  dans  une  sorte  d’obscurité,  et 
le  seul  travail  qui  jette  quelque  lumière  sur  ce  point,  savoir, 
une  Notice  d’Abel  sur  les  racines  des  équations  du  cini|uiéme 


( • ) Voir  In  li»vou. 
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degré  à coefficients  entiers,  semlile  avoir  été  peu  remarqué, 
sans  doute  îi  cause  de  son  objet  tout  s|H'cial.  Mais  la  question 
ne  pouvait  être  complètement  éclaircie  que  par  la  solution  du 
problème  suivant  • Trouver  toutes  les  équations  résolubles . 
Car,  une  fois  cette  solution  obtenue,  non-seulement  on  peut 
trouver  une  infinité  de  nouvelles  équations  résolubles,  mais  on 
a en  quelque  sorte  devant  les  yeux  toutes  celles  qui  le  sont, 
et  à l’aide  de  la  forme  explicite  de  leurs  racines  on  peut  trouver 
et  démontrer  toutes  leurs  propriétés. 

■>  A ces  remarques  sur  le  but  et  sur  le  résultat  de  mes  reclier- 
ches , je  dois  ajouter  que  pour  rendre  la  solution  possible  il 
fallait  encore  transformer  complètement  le  problème  qui  vient 
d’être  posé.  La  uianicie  de  formuler  la  question  est,  en  effet, 
de  la  plus  grande  importance , et  de  peur  que  la  lirièveté  ne 
nuise  à la  clarté,  je  m’étendi'ai  un  |>cu  sur  ce  point. 

• Abel , dans  un  Mémoire  dont  nous  ne  possédons  que  des 
fragments  (tome  II,  Œuvres  complètes,  n°  XV),  s’est  proposé, 
entre  autres  problèmes,  celui-ci  : Trouver  Fexpression  algé- 
brique la  plus  générale  qui  puisse  satisfaire  à une  équation 
algébrique  d’un  degré  donné.  Si  l’on  ajoute  à cet  énonce  ce  qui 
est  nécessaire  pour  rendre  la  question  déterminée,  il  comprend 
tous  les  problèmes  qu’on  peut  se  proposer  sur  la  résolution  des 
équations,  et  il  est  le  plus  général  qu’on  doive  substituer  à ce 
problème  impossible  : Exprimer  en  Jonction  algébrique  des 
coefficients  la  racine  d’une  équation  de  degré  quelconque.  Mais . 
ainsi  qu’on  vient  de  le  dire,  il  fallait  rendre  la  question  déter- 
minée en  précisant  la  manière  dont  l’expression  cherchée  doit 
dépendre  des  coefficients  de  l’équation  : il  convient  donc  de  la 
poser  comme  il  suit  ; 

» Trouver  la  fonction  la  plus  générale  de  quantités  données 
quelconques  A , B , C,  etc.,  qui  satisfasse  à une  équation  d’un 
degré  donné  dont  les  coefficients  sont  des  fonctions  rationnelles 
de  ces  quantités. 

» Observons  qu'un  doit  supposer  ici  l'équation  irréductible 
relativement  à A,  B,  C,  etc.,  c’est-à  dire  que  A , B,  C,  etc., 
restant  quelconques,  l’équation  ne  doit  pas  pouvoir  se  dé- 
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composer  en  facteurs  d’un  degré  moindre  «lont  les  coefBcienls 
soient  des  fonctions  rationnelles  de  A , B,  C,  etc.  Cela  le 

problème  précédent  peut  s’énoncer  de  cette  manière  : 

> Étant  donné  un  nombre  entier  n,  troupcr  ta  fonction  algé- 
brique la  plus  générale  de  \ , H . C,  ete. , telle  que , parmi  les 
expressions  qu'on  en  déduit  en  attribuant  aux  radicaux  leurs 
diverses  valeurs,  il  y en  ait  n dont  les  fonctions  symétriques  soient 
rationnelles  en  A,  B,  C,  etc. 

. Ce  nombre  n est  aussi  le  degré  de  l’équation  qui  a pour 
racines  les  n expressions  dont  on  vient  de  parler  : dans  le  cas 
où  il  est  premier,  Abel,  dans  le  Mémoire  cité,  est  parvenu  a 
donner  les  deux  formes  suivante»  aux  expressions  algebnques 
cherchées.  La  première  est 

• 2 

( 1 ) /'.  -1-  *'“■*■/>  ( ■')•  r'“  ^ 

(tome  n des  (Æucres  complètes,  page  2o4),  où  désigné  le 
degré  supposé  premier  de  l’équation,  /..  une  fonction  ration- 
nelle de  A,  B,  C,  etc  , * une  fonction  algébrique  des  memes 
quantités,  et/,  (r)  une  fonction  rationnelle  de  x et  de  A , B, 
C,  etc.  La  seconde  forme,  qu’on  trouve  à la  page  190  du  meme 

volume,  est 


(’■] 


1 -h  R , -i-  I ■+" 


tt  — I 


où est  une  fonction  rationnelle  de  A,  B,  C,  etc.,  et  oi 
R R,  etc. , sont  les  racines  d’une  équation  du  degrc  ^ 1 

dont  les  coefficients  sont  des  fonctions  rationnelles  de  A,  B, 
C etc.  M.  Malmsten  a donné  de  ces  deux  formes  une  demons- 
liàtion  étendue  (tome  XXXIV  du  Journal  de  Crelle),  mats 
,,ui  aurait  besoin,  si  je  ne  me  trompe  , d’étre  complétée  .lans 
<iuelqucs-unes  df  ses  parlies. 

. 11  est  bien  vrai  que  toute  fonction  algébrique , satisfaisant  au 
problème  proposé,  doit  pouvoir  se  mettre  sous  ces  deux  formes; 
mais  ces  formes  sont  encore  trop  générales , c’est-à-dirc  qu  elles 
renferment  des  fonctions  algébriques  ((ui  ne  répondent  pas  a la 


Digitized  by  Google 


NOTE  \lll. 


563 

f|ueslion.  Je  les  ai  donc  cludices  de  plus  près,  et  j'ai  trouvé 
d'abord  que  parmi  les  fonctions  renferinces  dans  la  forme  (2), 
colles  qui  satisfont  au  problème  proposé  doivent  avoir  la  pro- 
priété non-seulement  que  les  fonctions  symétriques  de  R, , 
R,,  etc.,  soient  ralionnelies  en  A,  R,  C,  etc.  (ce  qu'Abel  a 
remarqué),  mais  aussi  que  les  fonctions  cycliques  des  quantités 
R, , R,,  etc.,  prises  dans  un  certain  ordre,  soient  également  ra- 
tionnelles en  A,  B,  C,  etc.  ; en  d’autres  termes,  l'rquation  de 
degré  p — 1,  dont  R,,  R,,  etc.,  sont  les  racines,  doit  être  une 
équation  abélienne.  J'entendrai  toujours  ici  par  équations  abé- 
liennes  cette  classe  particulière  d'équations  résolubles  qu'Abel  a 
considérées  dans  le  Mémoire  XI  du  premier  volume  des  Œuvres 
complètes , et  dont  je  supposerai  les  coefficients  fonctions  ration- 
nelles de  A,  R,  C,  etc.  En  désignant  par  x, , x,  ,...,x,des 
racines  prises  dans  un  ordre  déterminé,  ces  équations  peuvent  * 
être  définies  soit  en  disant  que  les  fonctions  cycliques  des  racines 
sont  rationnelles  en  A , B,  C , etc.  (*),  soit  en  disant  qu'on  a les 
relations 

X,  = 6(x,),  X,  z=  e(x,),  . . . , x„  = e(x„_|),  X,  = 6(x,), 

où  6(x)  est  une  fonction  entière  de  x dont  les  coefficients  sont 
rationnels  en  A , B , C , etc.  Nous  reviendrons  tout  .s  l’heure  sur 
ces  é(|uations  dont  la  considération  est  du  plus  haut  intérêt  au 
point  de  vue  de  l’analyse  et  de  la  théorie  des  nombres , et  aussi , 
comme  on  le  voit,  au  point  de  vue  de  l’algèbre  proprement 
dite. 

• Un  nouvel  examen  des  formes  (i)  et  ( 2 ) fournit  encore  une 
détermination  plus  précise  des  quantités  R qui  figurent  dans  la 
seconde.  On  doit  avoir,  en  effet. 


(3) 


X— .1 
r 

x-f-a 


(•)  On  nomme  fonction  cyclique  do  n qiiniililés  r, , r,, 


prcttiofi 


(X, , -t- mx, -h  m’ X,  . -e  a*  ' 


OU  a est  racine  de  a"  = i . 


I . I’c«- 
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oii  , etc.,  sont  les  f* — i racines  (l'iineéi|ualion  abéiiennc 

quelconque  du  degré  u — i,  c’est-à-dire  ofi  les  fonctions  symé- 
triques elles  fonctions  cycliques  des  quantités  r (prises  dans 
l’ordre  des  indices)  sont  rationnelles  en  A,  B,  C,  etc.,  où  , de 
plus , F ( r)  est  une  fonction  rationnelle  de  r et  de  A , B,  C , etc. , 
et  où  enfin  7»  désigne  le  plus  petit  reste  positif  de  g*  suivant  le 
module  fi , g étant  une  racine  primitive  tfe  jx.  Si  l’on  substitue 
cette  valeur  de  R<  dans  l’expression  (t),  on  obtient  une  forme 
qui  non-seulement  renferme  toutes  les  expressions  satisfaisant 
an  problème,  mais  (ce  qui  est  ici  le  plus  essentiel)  n’en  renferme 
pas  d’antres.  En  d’autres  termes , la  forme  ainsi  obtenue  vérifie 
identiquement  une  équation  du  degré  fi  dont  les  coefficients  sont 
des  fonctions  rationnelles  de  A , B,  C , etc.  Les  autres  racines 
s'obtiennent  par  la  combinaison  des  diverses  valeurs  des  radi- 
caux dans  la  forme  (2),  de  façon  que  la  /n"”'  racine  x,  est 
donnée  par  la  formule 

t I I I 

(4)  z^z=p,->r  < -t-  w»"'  R^-l-<a^’-”’R^-t-...-l-  R^_  ^ , 

U désignant  une  racine  imaginaire  de  l’unité,  et  les  quan- 
tités R étant  déterminées  par  la  formule  (3). 

» Delà,  il  suit  d’abord  que,  tandis  que  les  fonctions  symé- 
triques des  quantités  z sont  rationnelles  en  A,  B,  C,  etc.  , les 
fonctions  cycliques  des  mêmes  quantités  prises  dans  l’ordre  des 
indices  sont  des  fonctions  rationnelles  de  A,  B,  C,  etc.,  de 
r, , r, , etc.,  et  de  u.  On  voit  par  li  que  : tnute  équation 
résoluble  algébriquement  d'un  degré  premier  est  une  équation 
abélienne,  quand  on  regarde  comme  connue  une  quantité  p,  qui 
elle-même  est  racine  d'une  équation  abélienne  du  degré  p — t , 
ou  bien  encore  que  les  p racines  d'une  équation  résoluble  sont 
toujours  liées  entre  elles  de  façon  que  l'on  ait 

*i=y(2i,pi),  Z,  =y(z, , p,) , . . . , Z,  =y(  G „ , Pi)  J 
où  f(l.  Pi)  désigne  une  fonction  rationnelle  de  z,  de  0,  et  de 
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A , B , C , ftr,  ( * ) , ft  ou  p,  r.sl  lu  racmc  il’iinc  rijunlion  iibrlirnnr 
dont  1rs  cor/ficirnts  sont  des  fonctions  rationnelles  de  A , B , 
C , etc.  Cette  relation  entre  les  rarines  de  toute  c<]uation  réso- 
luble est  d'ailleurs  la  vraie  source  de  la  propriété  assignée  par 
Abel  et  Galois  comme  le  caractère  spécial  des  équations  résolu- 
bles d'un  degré  premier,  savoir  : que  chaque  racine  doit  etrr 
une  fonction  rationnelle  de  deux  autres.  Parmi  les  consé- 
quences intéressantes  qui  découlent  des  résultats  précédents,  je 
me  bornerai  à une  seule  : c'est  que  la  quantité  c,  , en  tant  que 
racine  d'une  équation  abélienne  du  degré  p — i , ne  contenant 
que  des  radicaux  dont  les  indices  sont  diviseurs  de  p — i , on 
pouvant  être  ramenée  A n'en  contenir  que  de  tels,  la  racine 
elle-même  de  toute  équation  résoluble  pourra  s’exprimer  par 
les  radicaux  dont  on  vient  de  parler  et  par  des  radicaux 
d’indice  p.  Abel  (autant  que  je  le  sache)  n'a  fait  cette  impor- 
tante remarque  que  |>our  p = S et , pour  ce  cas , il  a donné  la 
forme  la  plus  générale  de  la  racine  d’une  équation  n'-soluble 
(tome  Ildes  Œuvres  complètes,  page  a53).  Mais  il  faut  observer 
qu'il  s'est  borné , dans  cette  recherche , aux  équations  dont  les 
coefficients  sont  des  nombres  entiers. 

» Le  problème  primitif  est  maintenant  ramené,  en  vertu  de 
l’équation  (3) , à trouver  la  forme  la  plus  générale  de  la  quantité 
ou,  pour  mieux  dire,  de  l’expression  r,.  D’après  ce  qu’on  a 
établi  ci-dessus  au  sujet  de  r, , r,,  etc. , ce  second  problème  peut 
s’énoncer  ainsi  : 

» Le  nombre  n étant  donné,  trouver  la  forme  la  plus  generale 
d'une  fonction  algébrique  de  K,  B , C , etc.,  telle  que,  parmi  les 
diverses  expressions  qui  résultent  de  la  combinaison  tics  valeurs 
des  radicaux  dans  celte  fonction  , il  y en  ait  n dont  les  fonctions 
symétriques  et  cycliques  (celles-ci  étant  relatives  h un  ordre  dé 
terminé  des  n expressions)  soient  rationnelles  en  K,  B,  C,  etc. 

(*)  J'ai  fait  dans  ce  passa(;e  quelques  corrections  qui  m'ont  été  indi- 
quées par  M.  Kronccker  lui-raèinc.  Ij  quantité  que  nous  représentons  ici 
par  p,  80  trouve  désignée,  à tort,  dans  les  l'om/’ics  rendus  de  l'Acndcmio 
des  Sciences  do  Bertin,  par  la  lettre  r,.  Cette  nouvelle  racine  p,  dépend 
de  la  racine  r,  d'une  manière  très-simple;  toutefois  ces  deux  quantités 
sont  difl'érentes  entre  cites. 
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• Et  l’on  voit  que  ce  second  problùnip , énoncé  en  gros  pour 
ainsi  dire,  revient  h trouver  toutes  les  équations  abéliennes , 
comme  le  problème  primitif  consistait,  en  quelque  sorte,  à 
trouver  toutes  les  équations  résolubles. 

» En  traitant  ce  second  problème , on  se  trouve  ramené  à dis- 
tinguer les  cas  où  n est  un  nombre  premier,  ou  une  puissance 
de  nombre  premier,  ou  un  nombre  composé  quelconque  : mais 
ce  dernier  cas  se  ramène  aux  deux  autres;  rar  la  solution  du 
problème  pour  un  nombre  composé  n s'obtient  dès  qu'on  l'a 
résolu  pour  les  cas  où  le  degré  de  l'équation  abélienne  est  une 
des  puissances  de  nombre  promier  contenues  dans  n.  D'ailleurs, 
à part  quelques  complications,  le  problème  n’uffrc  pas  plus  de 
difficultés  pour  une  puissance  de  nombre  premier  que  pour  un 
nombre  premier.  Seulement,  dans  le  cas  le  plus  simple  en  appa- 
rence , où  n est  égal  au  cube  ou  à une  puissance  plus  élevée  de  a , 
la  méthode  que  j'ai  employée  avec  succès  dans  tous  les  autres 
cas  ne  suffit  plus  à la  solution  complète  du  problème,  et  je  n’ai 
pas  encore  trouvé  la  modification  qu’elle  exige  alors.  Comme  la 
solution  du  problème  primitif  pour  le  nombre  premier  p exige 
la  solution  du  second  problème  pour  n = p — i , je  ne  pourrais 
donc,  jusqu’à  présent,  donner  le  résultat  complet  que  pour  les 
nombres  premieis  p qui  ne  sont  pas  de  la  forme  8/i  -t-  i.  Il 
suffira , du  reste,  au  but  <le  cette  communication  préliminaire  et 
pour  éclaircir  la  matière,  d'examiner  ici  le  cas  du  second  pro- 
blème, où  n est  un  nombre  premier  impair.  Je  ne  donnerai  pas 
seulement  le  résultat  relatif  à ce  cas,  mais  j'indiquerai  brièvement 
la  méthode  qui  m’y  a conduit , attendu  qu’elle  est  extrêmement 
simple  et  qu’elle  fournit  les  principes  essentiels  pour  la  solution 
de  ce  second  problème  dans  les  autres  cas,  et  aussi  pour  la  so- 
lution du  problème  primitif. 

a En  conservant  les  notations  employées  par  Abel  (dans  le 
Mémoire  n“  XI  déjà  cité  du  tome  r'  des  OEuvres  complètes) , et 
en  ayant  égard  à la  définition  déjà  donnée  des  équ.-itions  abe- 
liennes,  on  peut  énoncer  comme  il  suit  le  problème  dont  il 
s’agit  : 

a Trouver  lu  fonction  algébrique  la  plus  générale  z,  de  A , B , 
C,  etc.,  satisfaisant  à une  équation  du  n""’  degré,  cl  telle  que 
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rctlc  fonction  z,  et  tes  autres  racines  , i,, . . , ï,_,  de  l’éifua- 

tion  W’hfcnt  tes  relations 

*i  = 9(ï.),  *j  = 9(îi),  • • ■ . ï.=  9(i,_,), 

oit  0(z)  est  une  fonction  rationnelle  de  z et  de  K , h , C , etc. 

> Admettons  que  n soit  un  nombi'C  premier,  et  adoptant  une 
notation  introtluitc  par  M.  Jacobi , posons 

ï,  + Z,  a + Z,  ï’-H.  . z,_,  a*'  = (a,  a), 

où  a désigne  une  racine  /j"""  de  l'unité;  nous  aurons 


(■.O- 


(«,*). 


(a*,  z)  + . . . -f-  a 


En  suivant  la  marche  tracée  par  Abel , on  montrera  ensuite  que , 
pour  tout  nombre  entier  a,  on  a les  équations 

I (*’.  -)  — (*’  . ”)  Ÿ (“’)'■  • • > 

où  f (a)  est  une  fonction  rationnelle  de  a et  de  A,  B , C,  etc. 

« Si  maintenant  on  met  pour  x une  racine  primitive  g du 
nombre  premier/!,  tellement  choisie  que  — i ne  soit  divi- 
sible par  aucune  puissance  de  n plus  élevée  que  la  première , on 
obtiendra  des  équations  de  cette  forme, 

(a,  z)f  = (a»,  z)/('o),  (a»,  z)f  = (a« ’,  z)/( af  ) , . . , 

(»*'“’.  ^)‘  — (»i 

Élevons  la  première  de  ces  équations  à la  puissance  g“'~’ , la 
seconde  à la  puissance  g‘‘~‘,  et  ainsi  de  suite  , puis  multipliuns- 
les  membre  à membre  ; il  viendra 

(7)  (a,  zK-‘-=/(«K-’ /(**)»"'’■•  •/(*""“’]• 

Posons  à présent 

— 1 = nt.n, 

m n otant  pas  divisible  par  //,  d'après  la  supposition  prccédem- 
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ment  faite;  nous  aurons,  en  vertu  de  l’équation  (6), 

(a,  *)«"■•'-'  = (a,  = (*".  l)-ç(a)*, 

et,  en  substituant  ilaiis  l’équation  (7),  nous  trouverons 

(a™,  î)»»(a)"=/(a)s''~’./(aS)«’“'.  . 

résultat  qui  subsiste  pour  chacune  des  valeurs  de  a , comme  on 
|>cut  le  démontrer,  et  qu’on  mettra  aisément  sous  cette  forme, 

I . X 

(a-,  z)=  F(a")|/(  «")./(  a>-)>. /(*>-)*. • 

• Ici  il  faut  entendre  par  chacun  des  exposants  fraction- 
naires contenus  dans  la  parenthèse,  non  pas  cet  exposant 
lui-meme,  mais  son  plus  petit  résidu  positif  relativement  au  mo- 
dule «;  d’ailleurs  F(a)  di^igne  comme  f(<x)  une  fonction  ra- 
tionnelle de  a et  de  A,  B,  C,  etc.  Cette  expression  de  (a”,  z) 
étant  substituée  dans  l’équation  (5),  on  obtient  une  forme  que 

doit  nécessairement  avoir,  et  qui  satisfait  toujours  au  pro- 
blème , quelles  que  soient  les  fonctions  rationnelles  de  a et  de 
A,  B,  C,  etc.,  qu’on  prenne  pour /(a)  et  F (a). 

" La  comparaison  de  ce  résultat  avec  la  forme  générale  don- 
née ci-dessus  des  racines  d'une  équation  résoluble  du  degré  p, 
conduit  i des  propositions  intéressantes  : mais  des  conséquences 
plus  intéressantes  encore  se  tirent  de  la  comparaison  de  l’expres- 
sion (8),  en  y supposant  que  A,  B , C,  etc.,  soient  des  nom- 
bres entiers,  avec  l'expression  correspondante  que  fournissent 
certaines  équations  abélicntiestpii  se  présentent  dans  la  théorie 
de  la  division  du  cercle,  particuliérement  avec  la  forme  très-re- 
marquable donnée  pour  (x,  a'),  par  M . Kummer  (Journal  de 
Crelle,  tome  XXXV,  page  363  ).  Ca’tte  comparaison  fournit  en 
effet  le  théorème  suivant,  qui  a lieu  non -seulement  pour  un 
degré  premier,  mais  dans  tous  les  cas  , savoir  que  : 

• Les  racines  de  taule  équation  abélicnne  h coefficients  entiers 
/.cuvent  dire  exprimées  rationneilcment  au  moyen  des  racines  de 
l’unité. 
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» Ainsi,  rcs  cqiiatiuns  abi’lienni's  ^t  iii'ralt's  ne  sonl  rien  autre 
chose  en  réalité  que  les  équations  de  la  division  du  cercle. 

• Il  existe  une  relation  pareille  entre  les  racines  des  équations 
abéliennes  dont  les  coelTicients  sont  des  nombres  complexes  de 
la  forme  a -r  0^  — i et  les  racines  des  équations  qui  sc  pré- 
sentent dans  la  division  de  la  lemniscate  : on  peut  généraliser  ce 
résultat  et  l'étendre  à toutes  les  équations  abéliennes  dont  les 
coefficients  contiennent  des  nombres  irrationnels  déterminés  et 
racines  d’équations  algébriques. 

» J'ajoute  encore  une  remanpie  : si  l’on  applique  à la  forme  (3) 
le  théorème  précédent  sur  les  racines  des  équations  abéliennes 
à coefficients  entiers,  on  trouve  que  la  racine  de  toute  équation 
résoluble  du  degré  p à coefficients  entiers  peut  être  regardée 
comme  une  somme  de  racines  p"""  de  nombres  complexes  ra- 
tionnels formés  avec  les  racines  de  l’unité.  Ainsi,  la  forme 
nécessaire  et  sufKsante  la  plus  générale  de  toute  racine  d’une 
équation  résoluble  du  degré  p à coefficients  entiers  s’exprime 
au  moyen  de  ces  nombres  complexes:  toutefois,  la  recherche 
effective  de  cette  forme  exige  une  suite  de  propositions  sur  les 
nombres  qui  dépasseraient  les  bornes  de  cette  communication.  > 

ZVo/c  relative  nu  précédent  Mémoire. 

Mon  ami , M.  Hermite  , m’a  communiqué  une  démonstration 
très-simple  de  l’un  des  théorèmes  de  Galois  dgnt  il  est  parlé 
dans  le  Mémoire  de  M.  Kronecker;  je  crois  faire  une  chose 
utile  en  la  reproduisant  ici.  Le  théorème  dont  il  s’agit  consiste 
en  ce  que  : 

Étant  données  drux  quelconques  des  racines  d'une  équation 
irréductible  de  degré  premier,  soluble  par  radicaux,  les  autres 
s'en  déduisent  rationnellement. 

LEMMr.  1.  — Soient 

F(t)  = o 

une  équation  irréductible  de  degré  quelconque  n , et 

Xg , .r, , X] , . . . , 

ify  n racmes.  Si  tontes  1rs  /onctions  des  rnt  inrs  invnrinblcs  j*ar 
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les  substitutions  dv  la  forme  n,  (les  indices  étant  pris, 

comme  fait  Galois,  suivant  le  module  n)  sont  rationnellement 
connues,  on  ftonrra  déterminer  rationnellement  une  fonction 
entière  y ( x ) ilu  degré  n — 1 , telle  que  l'on  ait 

JC,  = ÿ(x,),  X,  ■=•.  ÿ (x,),  . . . , XJ+,  = ? (Xi  X*~’  = q (x,). 

On  a,  en  effet. 


F (x)  = (x  — X.)  (x  — X,), . . , (x  — x,_,), 


et , si  l'on  pose 


ÿ(x)  = 


X — Xft 


g w _jfî_  . 

X — X, ’F'tx,) 

F (-r)  _ X. 

X— x,_, 


il  est  évident  que  q (x)  sera  une  fonction  entière  du  de- 
gré n — I en  X et  que  ses  coefficients  seront  des  fonctions  des 
racines  invariables  par  les  substitutions  de  la  forme  xj,  xi^.,  -, 
on  voit  aussi  immédiatement  que  l’on  a 

t (x.)  = X,  , Ÿ (xJ  = X,,  . . . , 


ce  qui  démontre  la  proposition  énoncée. 

Lcvme  II.  — Si  une  équation  irréductible  de  degré  premier  n 
est  telle,  que  toutes  les  fonctions  des  racines  invariables  par  les 
substitutions  de  la  forme  x<,  xi^., , et  de  la  forme  xj,  Xps,  f 
désignant  une  racine  primitive  de  n , soient  rationnellement  con- 
nues, on  pourra  déterminer  rationnellement  une  fonction  en- 
tière f (x)  de  degré  n — 1,  telle  que  l'on  ait 


X,  -(-  ix 

-t- Vx  , 

+ X—’x  „ , 

\n— 1 

P 

Ù 

P 

) =ÿ(x,), 

X, -H  >x 

-H  A’x  , 

-4-...-+-X-’x 

)— =^(x,), 

P 

P -M 

X,  -t-Xx 

-t-^’x 

-l-...-hX*”’x 

i 

II 

T 

K 

,04^1 

1 P -^n- 

•1  P -Ht— 1 

les  indices  étant  pris  toujours  suivant  le  module  n et  \ désignant 
une  racine  de  V équation  binôme  =1, 
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Pour  déniontrcr  celte  |»roposition , nous  ferons  voir  que  le 
système  des  équations  linéaires  ainsi  posées  entre  les  coefficients 
indéterminés  de  la  fonction  ç,  n’est  pas  altéré  lorsqu’à  la  place 
d’une  racine  quelconque  n on  met  et  aussi  quand  on  rem- 
place XI,  par  xp^ . 

JjC  premier  point  est  évident,  puisque  chaque  équation  se 
déduit  de  la  précédente , en  ajoutant  une  unité  aux  indices  des 
racines , et  qu’en  opérant  de  la  sorte  sur  la  dernière  on  reproduit 
la  première. 

Le  second  point  se  vérifie  aussi  immédiatement  par  rapport  à 
l’équation 

(x,  -f-  \ X -l-à’x  }-t->  ^ (x, 

\ P P P / 

car  la  ( /I  — 1 puissance  de  la  fonction  linéaire 

X,  àx  -t-  à’x  , -t-.  . . -f- à"~’x 
PP  P 


ne  change  pas  quand  on  multiplie  cette  fonction  par  X;  or  cela 
revient  à multiplier  les  indices  des  racines  par  p,  ce  qui  ne 
change  pas  non  plus  le  second  membre  f (x,)  Mais  les  autres 
équations  du  système  ne  se  comportent  plus  de  même.  Dans 
l’une  quelconque  d’entre  elles 


Xx 


-X’x 


P -t-a 


faisons  asp^^mod.  «),  ce  qui  est  possible,  puisque  a ne 
reçoit  plus  la  valeur  zéro;  il  viendra 


(>.) 


r , 4-  X X 4-  X’  .r  , 

I pi  P -H  P -f-  pM 


— y (■fpp)’ 


pPy 


et,  en  multipliant  les  indices  par  p. 


(2)1 


p'-i-pP->-‘ 

4-  X"-'x 
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Or  la  (*  — I puissance  de  la  fonction  linéaire 

ne  change  pas  quand  on  multiplie  cette  fonction  par  X ; au 
lieu  de  l’équation  ( 2 ) on  |>eut  donc  écrire  la  suivante  : 


jP+i 


’ ("p.— )• 


Or,  en  remarquant  que  p"“'  s i (mod.  ;/),  on  reconnaît  cpie 
celle-ci  se  déduit  de  l'équation  (1)  par  le  changement  de  p en 
F + '• 

Il  suit  de  là  que  la  substitution  xt,  Xpi,  ne  fait  que  permuter 

circulairement  nos  équations  , rangées,  à partir  de  la  seconde, 
suivant  l’ordre  des  valeurs  croissantes  de  p.  En  les  résolvant 
par  rapport  aux  cocfRcients  de  f,  on  sera  conduit  à des  fonctions 
rationnelles  des  racines,  invariables  par  les  substitutions  xi, 
et  X*,  XpH  de  sorte  que  ces  coefficients  s’exprimeront 

bien  rationnellement,  comme  nous  l’avons  annoncé.  Notre 
Icmme  est  donc  démontré,  et  on  en  déduit  le  suivant  ; 

LemmkIII.  — Si  une  érjuatioii  de  degré  premier  est  résoluble 
algébriquement , l'équation  de  degré  moindre  d'une  unité,  qu'on 
forme  en  divisant  son  premier  membre  par  un  de  ses  facteurs 
linéaires , appartient  h la  classe  des  équations  nommées  abé- 
liennes  par  M.  Kronecker. 

En  effet , relativement  à l’équation  île  degré  n — 1 , qu'un 
obtient  par  la  suppression  du  facteur  x — , et  dont  les  racines 

ont  été  représentées  par 


P -r  0 


a . I 
P -f-ot 


on  connaît  rationnellement  la  fonction  résolvante 


Ix  4- ix  -f-  X’x,  -t- . . . -H 'a"-’ X 

\ I e- St  P -est  P -ea  p -eoi/ 

Ix's  trois  Icniiiies  que  nous  venons  de  démontrer  pernicttcnl 
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maintenant  dVtablir  Irès-aisvmenl  le  llll’■<l^ènu■  <|ue  nous  axons 
en  vue.  Faisons , pour  un  instant , 

X , = X|. 

P -+■  X 

Puisque  nous  connaissons  (lemmcIII),  en  fonction  rationnelle 
de  Xj, , l'expression 

(X.-hÀ  X,  -f- V X,  -I- . . . -f- i-*  x._,)'“‘. 

nous  devons  pareillement  regarder  comme  connue  tonie  fonc- 
tion rationnelle  des  racines  Xt,  invariable  par  les  substitutions 
delà  forme  X|,  X|.t.|.  Ceci  nous  place  dans  les  conditions  du 
lenime  I ; ainsi  nous  pouvons  former  une  fonction  f telle , qu'on 
ait  généralement 

X».*,,  = t(Xi). 

D’ailleurs , les  coedicients  de  cette  fonction  s'exprimeront  ra- 
tionnellement par  les  quantités  connues  et  la  racine  de 
sorte  qu’en  mettant  cette  racine  en  évidence,  nous  aurons 

X i-t-i  y^Xi, 

ou 

^ k+t  ,x\. 

P -X  X ^ \ /J  -r-a’  x) 

Or  on  peut  prendre  6 étant  un  entier  arbitraire,  mais 

essentiellement  différent  de  zéro;  il  vient  ainsi 

Cette  équation  exprime  précisément  la  relation  que  nous  nous 
proposions  d'établir;  elle  montre  très-facilement  comment  toutes 
les  racines  s’expriment  de  proche  en  proche,  au  moyen  des  deux 
racines  arbitraires  x ,x  , et  met  immédiatement  en  évi- 
dence  dans  quel  ordre  elles  naissent  ainsi  les  unes  des  autres. 

Il  est  aisé  de  démontrer  que,  réciproquement,  la  relation 
précédente  admise  entre  trois  racines  x^,  x^^g,  x^^ 
entraîne  la  résolution  par  radicaux  de  l’équation. 
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A cet  effet,  soient  0 une  racine  de  l’équation  binôme  x“=  1 , et 
K (9)  = (x. Ox,  H- 

la  fonction  résolvante  de  Lagrange.  D’après  la  propriété  carac- 
téristiipie  de  cette  fonction  , on  pourra,  sans  altérer  sa  valeur, 
ajouter  aux  indices  des  racines  un  nombre  entier  arbitraire  a,  et 
écrire 

F (9)  = (x,+  -4-  . + 

Cela  posé,  soit  6 un  autre  nombre  entier  arbitraire,  mais  diffé- 
rent de  zéro  et  prenons  0, , de  manière  qu’on  ait 

66,  s I (mod.n); 

on  voit  immédiatement  que  l’on  a 

et  il  est  clair  qu’en  employant  la  relation 

•*^06 -t-a  ~ T 

on  pourra,  par  des  substitutions  successives,  transformer  le 
second  membre  en  une  fonction  rationnelle  n des  deux  racines  , 
x„  £,  de  manière  è avoir 

F(9®*)  = n(x,, 

pour  une  valeur  quelconque  de  l’indice  arbitraire  a. 

Cela  étant , soit,  comme  plus  haut , X une  racine  de  l’équation 
binôme  x“~'  = 1 , la  fonction 

n*ÿ*«>  H-p’c)  + ••• 

I K-  -a.^p»-4e) 

i-onserve  la  meme  valeur  quand  on  metp6  au  lieu  de  6 , c’est-à- 
dire  qu’elle  est  indépendante  de  la  valeur  attribuée  à 6.  Chacun 
des  fermes  dont  elle  se  compose  est  d’ailleurs  indépendant  de  a; 
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donc,  en  la  transformant  au  moyen  de  la  relation 

■*'i«  -t- ~ 6 ’ 

en  une  fonction  rationnelle  des  deux  seules  racines  x et  a:  , , 

cette  fonction  devra  se  réduire  à une  quantité  connue.  Effecti- 
vement, si  une  fonction 

" = ._C. 

conserve  la  même  valeur  , quels  que  soient  les  indices  a et  6, 
le  second  étant  différent  de  zéro,  on  peut  écrire 

n — I n — 1 

/»  (/I— 1)«  ^ ^ 

U 1 

relation  dont  le  second  membre  est  une  fonction  symétrique  de 
toutes  les  racines  x,,  x, , . . . , x,_,. 

Il  résulte  de  là  que  nous  pouvons  regarder  les  n — i quantités 

^ (-^a*  ^ ■'a  -H />""’€)* 

comme  les  racines  d'une  é<|uationabélienne  résoluble  par  l'extrac- 
tion d’un  seul  radical  de  degré  n — i . Or  cr-s  quantités  une  fois 
obtenues,  nous  connaissons,  pour  toutes  les  valeurs  de  S,  excepté 

€ = O,  la  puissance  n""'  de  la  fonction  résolvante  F (s*')  ; 
donc,  par  l’extraction  de  « — i radicaux  du  /i'*™'  degré,  nous 
aurons  ces  diverses  fonctions  résolvantes,  et,  par  conséquent, 
les  racines  elles- mêmes.  On  sait  d’ailleurs,  par  une  observation 
d’Abel , que  ces  « — i radicaux  s’expriment  rationnellement 
en  fonction  de  l’un  d’entre  eux  et  des  quantités  sur  lesquelles 
ils  portent,  quantités  qui  sont , comme  nous  venons  de  le  dire , 
les  racines  d’une  i-quation  abélienne. 
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ÎSOTE  XIV. 


SIIB  I.  K.V*l.I!ATIOI«  APPBOCIIFP.  I>II  PRODUIT  I . 3!  . 3 . . . X , 
QUAND  X EST  UN  GRAND  NOMBRE. 


La  rormuic  qui  fait  connaître  la  v,i1pur  approchée  liu  produit 
1 . 2 . 3 ... X quand  x est  un  granil  nombre  , est  nécessaire  pour 
riiitelligence  de  l'analyse  que  nous  développerons  dans  la  Note 
suivante.  Je  nie  propose  ici  d’établir  le  plus  brièvement  |K>ssible 
cette  formule  remarquable.  Les  méthodes  les  plus  simples  qui 
aient  été  proposées  pour  cet  objet  sont , à mon  avis,  celles  que 
MM.  Binet  et  Cauchy  ont  publiées  dans  ces  dernières  années  ( * ). 
I,a  marche  que  nous  adoptons  ne  diffère  pas  essentiellement 
de  celle  qui  a été  suivie  par  M.  Cauchy. 

De  la  funetion  T(x). 

Legendre  a représenté  par  la  notation  r(x)  l'intégrale  dé- 
finie 


où  e désigne  la  base  des  logarithmes  népériens.  Cette  fonction 
r (x)  constitue  la  seconde  espi^ce  des  intégrales  dites  culériennes ; 
elle  a une  valeur  finie  pour  toute  valeur  positive  de  x,  mais  elle 
est  infinie  lorsque  x est  nulle  nu  négative  : nous  supposerons 
toujours  X réelle  et  positive  ( **  ). 


En  intégrant  par  parties  la  différentielle  a.'  e ^ ila,  il  vient 


(•)  Voir  le  xsvin*"  cahier  .lu  Journal  de  t'Ècolr  Votjrtechnnjue,  ri  te 
tonic  II  (les  Kxtrrciceî  d'Analysr  et  dr  Physiifue  mathètnatiijue  de  M.  i'aueby. 

/••)  Nous  nous  bornons  îcî  ati\  mmiIcs  proprielês  des  fonclîoiiï  P qui 
hoiiI  nécessîiires  |><tnr  l’objel  »|ue  nous  aTi>ns  en  vue. 
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si  l’on  prend  les  intégrales  entre  les  limites  o et  * , et  si  l’on 
observe  que  •x‘  c~^  est  mille  aux  limites,  il  vient 


X-.  I 

a 


— a 

(■ 


e’<'st-à-dire 

’ 4- 1)  = T r (x). 

Or  on  a évidemment 


donr , dans  le  cas  particulier  de  x entier,  on  a 
r (.r  4- 1)  = t . 7 .3 . . .X-. 

Nous  avons  besoin  encore,  pour  notre  objet,  de  connaître  la 
valeur  de  r (x)  pour  X = - ; le  moven  le  plus  aisé  d'obte- 
nir celte  valeur  a été  donné  par  Poisson  dans  son  Traité  <le 
Mécanique.  Voici  en  quoi  il  consiste.  On  a 


(0=X’ 


ou  , en  posant  x =:  x’. 


OU 

On  aura  aussi,  en  mettant  y au  lieu  de  x. 


a)=x. 


e~r  dy. 


37 
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et,  par  suite, 

"'(î) 

Si  l’on  pose 

et  i|ue  l'on  considère  .r,^',  z comme  des  coordonnées  rectan- 
gulaires, l’équation  précédente  représentera  une  surface  S,  et 

il  est  évident  que  l’expression  r’ 

défini  compris  entre  le  plan  xy  et  1a  surface  S.  Cette  surface  est 
de  révolution  autour  de  l'axe  des  z,  et  la  courhe  méridienne  a 
pour  équation  z = dans  le  plan  xz-,  cette  considération  va 

nous  donner  la  valeur  du  volume  représenté  par  P 

composons  ce  volume  en  tranches  parallèles  au  plan  xy,  et 
désignons  par  jr  l'abscisse  de  la  courbe  méridienne-,  l'expression 
des  tranches  dont  il  s’agit  sera  wx’  âz  et  nous  aurons  à intégrer 
cette  différentielle  entre  les  limites  x =zca  et  x = o.  Or  on  a 


^ exprimera  le  volume  in 


>OTE  siv. 


A*  » ,T|  CC 

'I  e - </x  ><  I e~}'  il  y 

X-+-  » /*  H-  00 

I «-*’->■’  r/x  il  y. 

• OC  •/—  00 


donc 


Hz  — — 'y.x  e~‘~  âx  ; 


x’  c“  (tx , 


ou,  en  posant  x=  a’ , 


extrayant  la  racine  carrée,  il  vient 
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De  la  fondinn  Ing  V ( x ) . 
Si,  dans  rinte{;ralc 

(i)  I' = f r-”  lU, 

Jo 


579 


on  met  ma.  au  lieu  de  a,  m étant  une  quantité  positive,  il 
vient 


formule  dont  on  fait  un  frequent  usage.  En  particulier,  pour 
X = I , on  a 


multipliant  cette  équation  par  ilm  et  intégrant  ensuite  entre 
les  limites  i et  m , on  obtient 

(4)  log/«  = 


/ 


ci  7^ 


la  caractéristique  log  désignant  ici , comme  dans  tout  ce  qui  va 
suivre,  un  logarithme  népérien. 

Si  l’on  fait  successivement , dans  l'é<iuation  (4) , m = i , 2 , 
3^  _ , ^ (x  — 1 ) et  qu'on  ajoute  ensuite  tous  les  résultats,  il 
viendra 


log  I.2...(æ  — l)  = 


« ’ 


ou , à cause  de  1,2...  (.r  — 1 ) = r (x) , 
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Cette  fiiiTiiiile  (5)  (lue  nous  venons  d’obtenir , dans  l’hypo- 
llièse  de  x entier,  est  générale  et  a lieu  , iinel  (lue  soit  x. 

En  effet , la  dérivée  r'  (x)  de  r (x)  a pour  valeur 

r ' (x)  = J a'  ' (•  * log  a (/ a ; 

or,  par  la  formule  (4),  on  a 


■ al 


log  a : 


donc 


les  intégrales  relatives  à a qui  figurent  dans  rette  valeur  de  r'  (x) 

r (x) 

ont  respectivement  pour  valeurs  f (x)  et  ■ ^ ^ -p , d’après  les 
formules  (i)  cl  (2);  donc  on  a 

Divisant  enfin  par  >'  (x),  de  part  et  d’autre,  il  vient 

“=X‘ 

Si  l’on  intègre,  par  rapporta  x et  à partir  de  x = 1 , il  vient , à 
cause  de  log  r ( 1 ) = log  1=0, 

_€  __  (1  + e)-'—  (m-  6 )-*  T ,/6 


(6)losr(x)=X  [(—')• 

A cause  de  log  r (2)  = 0,  on  a,  pour  x = 2, 


i(/e 

[■ë" 


il) 
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Ajuiilims  iiiemlirc  ;>  incinbrc  li'S  égalités  ( (1  ) et  (7  ) , après  avoir 
multiplie  la  sceomie  par  — (.r — 1),  on  aura  eetle  nouvelle 
expres,sion  de  log  l'(-r),  savoir  : 

t 'r' 

RuKn  , si  l’on  pose 


log(i+(!)=r,  d’où  6 = e' — 1, 


il  vient 


(9)  \o^v{^)=£  [(x-.)e  .-1-— 

ce  ijui  n’est  autre  cliosc  que  la  formule  ( 5). 

Dt^ti'riiiiruitioii  de  la  valeur  appraihéc  de  log  l'(x),  ipuind  x 
est  an  grand  nombre, 

iVoiis  poserons,  avec  M.  Caucliy,  les  deux  formules 

<■’  [(■'— + 

dont  la  seconde  a été  employée  par  M.  Binet  ; la  valeur  que  nous 
avons  trouvée  pour  log  f'(x)  devient  alors 

(3)  log  r (x)  = F(x) -f-  ct(x). 

Il  est  aise  de  calculer  les  valeurs  des  fonctions  K (.c)  et  n (x) 
pour  X = -•  On  a 
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ou,  en  remplaçant  z par  ai, 


(4) 


un  a aussi 


/'“  / I I I . riz 

II)  = / ( ^ e—  - 

= 

Jo  V*-*’-”  2/  = 


Kgaiant  ces  deux  valeurs  de  o (1)  et  observant  qu’on  a identi- 
quement 


1 r~‘  I — e~  ’ ' 1 — c ■ 


il  vient 

, r*  < J- 

(5)  ““X  r- 


‘ \ riz 


en  retranchant  la  formule  (5)  de  la  formule  (4),  il  vient 


Or  on  a 


1 (tr-‘  — e 

2 \ 


^^clz=z-lrl‘^— 

1 </■ 

2 Z 


<IZ] 


int<  granl  de  part  et  d’.'iutre,  entre  les  limites  o cl  co  , il  vient 

et,  à cause  de  la  formule  (4)  du  paragraphe  précédent , 

(6)  „ 
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Mainlcnant,  à ruusc  de  V , la  formule  (3)dt)iine,  en 

r • * 

V taisanl  x = - j 
a 

(7)  = 

Cela  posé,  ou  peut  obtenir  sous  forme  finie  la  valeur  de  F (x), 
quelle  que  soit  la  variable  x.  Kn  effet,  si  l’on  différentie  l’équa- 
lion  (i)  par  rapport  à x,  il  vient 


et , eu  vertu  des  formules  ( 3 ) et  ( 4 ) du  paragraphe  précé<lent , 
F'(x)  = logx  — 

intégrant  et  désignant  par  C une  constante,  il  vient 
F (x)  = ^ j log  X — X -f-  C; 

faisant  x = ^ et  ayant  egard  A la  formule  ( 7 ) , on  trouve 
C = - log  a n , 

et,  par  suite,  on  a 

(8)  F (x)  = |x  — logx  — X i log  ait; 
la  formule  (3)  devient  alors 

(9)  '«S  '■  (x)  = ^x  - i j log  X — X + 1 log  a 11  + ta  (x). 

Il  est  aisé  de  trouver  maintenant  deux  limites  de  la  fonction 
ts(x).  A cetclTet,  posons 

I I I 
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e‘  {z  — 2)-t-I-t-2 
2z\e‘  — l) 

z'  2 Z‘ 

I .2.3  1 .2.3.4 


(.«. 


2 Z (ff*  — 1 ) 


on  trouve  aussi 


Z ( z’  — (i  Z -(-  I 2)  — z’  — (>  Z — 12. 

12  ~ 1 2 z (f‘  — I ) 


1.2 


1.2. ..5  1.2.. .6 


I ...  I — 4)("  — 3), 


1 2 z (e‘  — 1} 

On  conclut  de  là  que,  pour  toute  valeur  positive  de  z,  « est 
positif  et  moindre  que  ; il  s’ensuit  que  l’on  a 


et 


o(jr)>o 

o(a-)<—  / e-“dz<— . 

' ^ >2  Jo  '2^ 

La  formule  (9)  donne  alors 

i log  r (a:)  > — i j loj>  a:  — X + ^ log  2 TT , 


(10) 


I — logar-x+^lüg2»r  H- 


On  a ainsi  deux  limites  de  la  fonction  log  r(x).  Kn  ajoulanl 

log.caux  deux  membres  de  citacune  de  ces  inégalités  et  se  rap- 
pelant que  X r (x)  =:  r (x  + 1),  il  vient 


^ log  r(x-)-i)>  ^x  + logx—  .c  -t-  ^log  2r  , 

I log  r(x-fi)<;^x-t-^^  logx— X ^ log  2 :t  , 


Digitized  by  Google 


NOTK  \1V  . 


585 


fl,  en  revenant  îles  logarit limes  aux  noniLres  , 

' 

r ar  -t-  I ) y/ür  ' .r  ' > 

, -L- 

r(x  + l)  <C  ^.TT  f"'  X 
On  peut  donc  écrire,  quel  que  soit  x, 

(13)  i'(x  + i)  r=  v'a  JT  e-‘x'H(i  4- j), 
et,  dans  le  cas  de  x entier, 

(14)  I .a  .3,  . .X  = v^27t  c-^  4-  «), 

( étant  une  quantité  qui  s’annule  pour  x = ac  , 


Déturmintaion  de  deux  limites  entre  lesquelles  reste  comprise 
la  somme  des  logarithmes  né/n-rieiis  de  tous  les  entiers  qui  ne 
surpassent  pas  un  nombre  donne. 

>ous  allons  déduire  de  ce  ipii  précédé  deux  inégalités  sur 
lesquelles  nous  aurons  occasion  de  nous  appuyer  dans  la  Note 
suivante.  Soit  a un  nombre  entier,  faisons  x = u 4-  i dans  la 
première  des  inégalités  (lo)  du  precedent  paragraphe  et  x = « 
dans  la  seconde  des  inégalité's  (i  i)  ; on  aura 

log  1.2  3...«]>logy/air-t-(u4-t  log(f7  4-l) — (n4- i)— jlog(a  -4i), 
log  1 .2.3...  n logi/’-  W 4-  rt  log  a — " "I"  ^ "I 


Cela  posé,  désignons  par  x une  quantité  positive  quelconque 
au  moins  égale  à i , et  soit  a le  plus  granil  entier  contenu  dans  x. 
On  a,  par  hypothèse. 


< 


.r  ^ rt  4 I et  a ' 
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' j > ~ ('''S-*"  — 0. 
("  ■'•  0 -•)  + tÎ7,  < ("+;)  + 71’ 


ou 


|(rt  4-i)  log(n  + i)  — (<J  +i)  — ilog(a  4-  i) 

> X logx  — X — log  X, 

; 

ft  loE  n — fl  4 loc  n 4-  

2 I 2 n 

~ X log  X — X 4-  - log X 4-  — • 

< 2 12 


Des  inégalités  (t)  et  (2)  on  déduit,  en  appelant  T (x)  le  loga- 
rithme du  produit  de  tous  les  nombres  entiers  qui  ne  surpassent 
pas  X, 


(3) 


^ T { x)  ]>  log  V^2  JT  4-  X log  X — X — ^ log  X , 

/ T (x)  < log  y/2îT  4-  X logx  — X 4-  - logx  4 

2 ° 12 


Ces  inégalités  (3)  sont  celles  que  nous  voulions  obtenir. 
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NOTE  XV. 


SUR  1.4  TUTALITK  DES  NOMBRES  PREMIERS  COMPRIS  ENTRE  DEUX 
LIMITES  DONNÉES  ET  SUR  LE  POSTULATUM  ADMIS  DANS  LA  VING- 
TIÈME LEÇON. 


Lu  problème  qui  coiisisic  à déterminer  combien  il  y a de  nom- 
bres premiers  compris  entre  deux  iionibics  donnés  n’a  pas 
encore  été  résolu  et  semble  présenter  les  plus  grandes  difficultés. 
M.  Tehcbiclief  est  le  premier  qui  se  soit  occupé  avec  succès  de 
cette  question  ; dans  un  Mémoire  présenté  en  i85o  it  l’Academie 
impériale  des  Sciences  de  Saint- l’clersboiirg,  cet  habile  géomè- 
tre a donné  le  moyen  d’assigner  deux  limites  entre  lesipielles 
est  nécessairement  compris  le  nombre  qui  exprime  combien  il  y 
a de  nombres  premiers  entre  deux  nombies  donnés.  M.Tcliebi- 
chef  a déduit  de  son  analyse  la  démonstration  rigoureuse  du  pos- 
tulation de  M.  Bertrand,  postulatiim  qui  consiste,  comme  on 
sait,  en  ce  que  ; 

Il  y a toujours  nu  moins  un  nombre  premier  compris  entre 

■ 1 

n et  2 n — 2 si  n est  supérieur  n - • 

Bien  que  je  sois  parvenu  à démontrer  le  théorème  de  M.  Ber- 
trand sans  avoir  récoui's  à son  postiilatiim  (Note  VIII),  je  ne 
crois  pas  inutile  de  présenter  ici  l’analyse  ingénieuse  par  laquelle 
M.  Tcliebiclief  a obtenu  la  démonstration  de  ce  poslnlatiini,  et 
qui  repose  sur  des  considérations  entièrement  neuves. 

Nous  désignerons  par  T (i),  comme  nous  l'avons  déjà  fait 
dans  la  Note  precedente,  la  somme  des  logarithmes  népériens 
de  tous  les  nombres  entiers  qui  ne  surpassent  pas  t;  nous  dési- 
gnerons en  outre  par  0 (s)  la  somme  des  logarithmes  népériens 
de  tous  les  nombres  premiers  qui  ne  surpassent  pas  z.  Les  fonc- 
tions T (z)  et  0 (z)  se  réduisent  à zéro  loi'sqne  z est  inférieur 
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à 2.  Quand  : sera  une  <|uantite  coiuposee,  eoinme 

I 

par  o’semplc,  nous  écrirons,  pour  abréjier,  5 ) au  lieu  de 

Propriété  fondamentale  de  la  fonction  0 (z). 

La  propriété  fondamentale  sur  laquelle  reposent  les  reclier- 
flies  de  M.  ïrhebichef,  consiste  dans  l’égalité  suivante  ; 

T(x)  = 0 (x)-f-9  (x)'  + 0 (x  )*-(-((  (x)*-+-.. 

^ hS  ■^*(0 


où  les  séries  doivent  être  prolongées  justpi’aux  termes  qui  de- 
viennent zéro  (*). 

Pour  démontrer  cette  égalité,  remarquons  que  chaque  mem- 
bre est  égal  à une  somme  de  termes  tels  que  A log  a,  .<  <lési- 
gnaut  un  entier  et  a.  un  nombre  premier.  Sujaposons  que  dans 
la  suite  des  nombres  i , 2 , 3 , 4 ? - • ■ > H"*  surpassent  pas  x , 


(•)  M.  A.  de  Polignac,  dans  des  recherches  inleressanies  sur  Ica  «oni- 
hrt's  premters,  a ohlcnu  , de  son  cAto , celle  relation  reiuarqtialdc.  l'rt 
extrait  du  Mémoire  de  M.  de  Polignac  a clc  puldie  dans  les  Compta  r endus 
Hf  l Académie  det  Sfirner^,  avant  '|ue  le  travail  de  M.  Tehebiehof  fiU 
connu  en  IVanee. 
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ii  y en  ait  A,  i|iii  soient  divisibles  par  a;  nonimuns  aussi  A,  le 
nombre  de  ceux  qui  sont  divisibles  par  »%  et  généralement  A,  le 
nombre  de  ceux  qui  sont  divisibles  par  a'  ; il  est  clair  que  le 
coellieient  de  log  a dans  T (x)  sera  A,  -t-  A,  -t-  Aj  + . . . . Consi- 
dérons maintenant  les  termes  qui  composent  une  ligne  verticale 
<lu  second  membre  de  notre  égalité,  par  exemple. 


’lf)'-  ’(<)'• 


on  trouvera,  dans  cette  suite,  autant  de  termes  contenant  log  x 
avec  le  coefficient  i,  qu’il  y a de  (|uantités  qui  ne  sont  pas  infé- 
rieures à a dans  la  suite 


Or  le  nombre  de  ces  quantités  est  évidemment  le  même  que  le 
nombre  des  quantités 

2*,  ?, 2*,  3a*,  4**’ 


qui  ne  surpassent  pasx;  ce  nombre  est  précisément  celui  que 
nous  avons  désigné  par  A(.  Donc  le  coefficient  de  log  a dans  le 
deuxième  membre  de  notre  égalité  est  A,  -f-  A,  -1-  A,  -H.  . . , ce 
qui  démontre  l’exactitude  de  cette  égalité. 

Nous  ferons , pour  abréger 

(,)  (z}=B(z}-h6(zf  + ô(zp+0lzp+.  .., 

Cl  alors  IVgalilt*  que  nous  venons  d’établir  pourra  s’écrire 
ainsi  : 

(2)  T(x)  = P (x)  + -h  -J-  (^Ÿj  ’î'  (4)  


Démonstration  de  deux  inégalités  auxquelles  satisfait  ta 
fonction  (a). 

Les  deux  inégalités  que  nous  nous  proposons  d’établir  sont 
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les  suivantes  ; 

♦ (')  >T  (')  + T (é)  - T ( f)  - T (f)  - T ( I)  . 

.H.,)-i(9<TW.T(r)-T(î)-T(j)-T(|). 

L’équation  (2)  donne 


(3) 


I.e 


j T( 

X ) ■ -f-  ï 

(f) 

(f)-ni) 

r)  -t-'j- 

iî) 

(?)-■ 

.-M' 

(îi)'’"*' 

(4.30) 

-M 

,0- 

te)-» 

iù)-- 

,i)- 

te)- 

(0)“» 

(ù)-- 

-}( 

i)-* 

(à)-* 

iù)-- 

second  membre  de  cette  équation  est  de  la  forme 


A,  ')<  (x)  + A,-}  I - I -t-  Aj-li  -t-.  . . A„>îi 


Al,  A,,  A,,  etc.,  étant  des  coefficients  entiers.  Or  je  ilis  qu’on 
a en  général , 

,\„=  I , si  n n’est  divisible  par  aucun  des  facteurs  2,  3,  5; 
A,=ro,  si  n est  divisible  par  un  seul  îles  facteurs  2,  3,  5; 
A,r=  — I,  si  n est  divisible  par  deux  des  facteurs  2,  3,  5; 
A,=  — I , si  n est  divisible  par  les  facteurs  2,  3,  5,  c’est-à- 
dire  par  3o. 

F.n  effet,  dans  le  premier  ras,  où  n n’est  divisible  par  aucun 
des  nombres  2,  3,  5.  on  ne  trouve  le  tenue  | que  dans 
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la  premivrc  ligne  horizontale  ilti  scconii  membre  de  l’equa- 
tion  (3).  Dans  le  second  cas,  où  n est  divisible  par  un  setd  des 

nombres  2 , 3,  3,  on  trouvera  le  terme  4/  ^ ^ ^ avec  le  signe  — 

dans  l’une  des  trois  dernières  lignes  horizontales  du  second 
membre  de  l’équation  (3),  et  comme  ce  terme  existe  dans  la 
première  ligne  avec  le  signe  4-,  on  trouvera  zéro,  après  la  ré- 
duction, |K)ur  coefficient  de  i | Dans  le  troisième  cas,  où 

n est  divisible  par  deux  des  nombres  2,  3,  5,  le  terme  i|< 

se  trouve  avec  le  signe  4-  dans  la  première  ligne  horizontale  du 
secoml  membre  de  l’équation  (3),  et  avec  le  signe  — dans  deux 
des  trois  dernières  lignes;  donc  il  ne  restera  après  la  réduction 


que  — ij/  ( “ j ■ Ettfin  dans  le  quatrième  cas,  où  n est  divisible 

par  chacun  des  nombres  2 , 3,  5,  le  terme  j se  trouve 

avec  le  signe  4-  dans  les  deux  premières  lignes  du  second 
nombre  de  l’équation  (3),  et  avec  le  signe  — dans  les  trois  der- 
nières lignes  ; il  restera  donc  encore  — '!'(")  aprè-s  la  réduc- 


tion. Donc,  pour 


/I  3o  f/l  4- 

l.  2.  3, 

4. 

5, 

1, 

9- 

10, 

t I , 12 , I 3 

, <4, 

•5, 

16,  17,  18, 

■9. 

20, 

on  a 

2 1 , 22 , 23 

> ?4. 

2.5, 

26,  27,  28, 

29, 

3o , 

A.=  i,  0, 

0,  0, 

1 , 0, 

0, 

I , — ' . 

1 , 0, 

0. 

0,  0, 

1.  — 

0, 

0, 

0,  0, 

* 1 
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et,  par  conséquent,  ï'éqnalion  (3)  so  réduit  à 


= 'l' W - -J-  (g)  + 'î-  (f  ) - 'f'  (t^) + (^r)  - (^;  ) + • ■ • - 

où  tous  les  termes  du  second  membre  ont  pour  coeflicient  -(-  i 
et  — 1 alternativement.  Or  la  fonction  ■}<  (z)  ne  peut  croître 
quand  z décroît  ; donc  la  série 


qui  forme  le  second  membre  de  l’équation  précédente,  est  com- 
prise entre 


et 


on  a donc 


•Hx)>T(x)+T 


(4)< 


ce  qu’il  fallait  démontrer. 


Dctrrminalion  de  deux  limites  entre  lesquelles  sont  comprises  tes 
fonctions  (»)  et  0(z). 

On  a vu  , dans  la  Note  précédente,  que  la  fonction  T(x)  sa- 
tisfait aux  deux  inégalités 


(5) 


T(a-Xlog  + x log  a:  — x logx-4- 
T (x)  ^ log  r.  -i-  X log  X — X — ^ log  x. 
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On  déduit  de  là 


T(-t^)4-T(i  )<î.  logyatr 


2 3 ï ~ 3 1 1 

— + ^ jrloj;  T — j:  log  3o**  — _x  -H  log  - log  3o, 

T(j)-HT|^^>2logv^  . 

logx  — X log  3o"  — — log-»^  + ^ log  3o, 


(s  ) (i ) (s)  < ^ ^ 


-f-  logx  — jrlog  a’  3’  5‘  — |^:r  -4-  I logjT  — ^ log  3o, 


3o 

f X 


+ T ( g j >3  log  yarr 
i A A 3i 


-+-  log  JT  — J log  a'  3*  5‘  — ^ log  X H-  i|og  3o. 

Retranchant  la  quatrième  de  ces  inégalités  de  la  première,  et  la 

troisième  de  la  seconde,  il  vient 

« 

. ^ , 2^  3^  5^  5 , 1 . „ a . 

<Tx  log h - log  X log  I »oo  7t  -t-  — , 

3o»  ’•  * . 

^ , 7^  3^5^  5,  I , 45o  3 

> l«B , ; H’-?  - log 2- — • 

Nous  ferons,  pour  abréger^ 


A = log 


I l ^ 

2~  3’ 5' 


o,()2i  •.>.ç)ao7. . 


So’" 


38 
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et  alors  les  inégalités  précédentes  devieuncnl 


<;  A X - log  j: 


- log  l8oojr 
2 12 


5 , I , 45o  3 

>•  A X log  X-+  - log — » 

•î  2 ir  12 


et  l’on  voit  que  l’on  a , à fortiori , . 


f?) 


<Ax  + -logx, 


W+t(3^)-t(î)  -t(J)-t(-0>Ax  -|logx-  , . 


Iæs  formules  (5)  n’ont  lieu  que  dans  l’hypothèse  de  x>  i ; 
d’ailleurs,  pour  former  les  inégalités  (6),  on  a remplacé  dans  (5) 

X par  -)  -»  -!  -^-t  donc  les  formule» (6)  ne  sont  étardios  <iiie 
• 2 3 5 3o 

dans  l’hvporiièsc  de  x^’3o.  Mais  il  est  aisé  de  vérifié  que  les 
forpiulcs  ('j)  ont  lieu  pour  toutes  le^  valeurs  do  x comprises 
entre  i et  3o,  et,  par  suite,  qu’elles  ne  présentent  aucune 
exception. 

Des  inégalités  (4  ) et  (7  ) on  déduit  _ , 


(8) 


(x)>  Ax logx  — I, 

• 

'!'(•»■)  - (gj  <Ax-t-^log: 


La  première  de  ces  inégalités  donne  immédiatement  une  limite 
inférieure  de  'î<(x);  la  sr'conde  peut  servié,  comme  on  va  voir, 
à obtenir  une  limite  supérieure.  Pour  cela , posons 


/{■r)  ■ 


Ax  -f- 


— logv  +^.logx. 
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et , par  suite, 

* * /■(•r)  — ^ Ax  + I logj; 


on  a dont' 


ou  bien 


t*n  changeant  successivement  x en  ^ ^ i j , y;  ^ il 
° b O’  6* 


vient 


(9) 


< 


Supposons  maintenant  que  m soit  le  plus  grand  entier  qui  vé- 

. X * 1 

rifie  la  condition  b"  ^x;  tombera  entre  i et  .-et,  par 

<;  b"  .6 

'I'  (iî^.)  je  dis  de  plus  que —/ 

sera  plus  petit  que  i . En  elTet , la  valeur  de  — y (z)  peut  s’é- 
crire ainsi , 

5 log  6 5 / I , 6 

-/{*)=  [H  * -H  - K'b)  - 5 A3  ; 


d'oit  l’on  conclut 


- /(0< 


i«»i;  ^ 

i<i 


i8. 
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fl,  à fortiori, 

• • _/(,)<,, 

puis<|uc  6 fiant  moindre  que  e^,  log  6 esünférieur  à 3. 

D’après  cela  , la  formule  (g)  donne 

•H-r)-/(x)<  • • 

et , par  suite  , ' 

6 5 5 

(lo)  log’.r-1-^logx-f  i. 

Les  deux  limites  que  nous  venons  de  trouver  pour  la  fonction 
i}i  (x)  vont  nous  permettre  de  trouver  également  deux  limites 
de  te  fonction  6 (.r  ). 

Pour  cela  remarquons  que  la  formule 

« 4,  (î)=  è(;a)  + 0(îf  + 0(z)^+  ... 

donne 

|(x)  — 4.  (v^x  ) .-=  Ô(x) -K6(x)  ’ -t-  0 (x  ) ‘ -f-0  (x)  ’ 4-  . , . , 

'!' W—  2 >(v^x)=  0(x)  _ jo(x^’  — 0(x)’]  — [o(x)‘  — Ô(x) 

Or  la  fonction  0 (z)  est  positive  ou  nulle,  et  d'ailleurs  elle  ne 
|>eul.croître  ijuand  z décroît  ; donc  on  a 

i (•^)  ^ 

(..)  I > ■ 

I «{-^)  '!'(•>•)  — 2 •{- (v"i)- 

Mais  on  vient  de  trouver 


(12) 


4-(xj  C I Ax  + log’x  g-  ^ logx+  ,, 

5 

iKx)>  Ax  — - log  X — I, 
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c*l  l’on  en  (ire 


(i3) 


< |ax-  + + 


,{\lx)'’>  Ar>  — y loj-.r 


ce  qui  donne  , en  vertu  des  incgalitcs  ( 1 1 ) , 

{'4) 


6 '5  5 

«'(^)<5  A-ï-  Aj^^-+-p;p  -t--lot.x-H  j,, 


0(x)>Ax--ÿAx'-^lo-x-^log.c-3. 

Ainsi,  la  somme  des  lofpirilhmes  de  tous  les  nombres  premiers 
(jui  ne  surpassent  pas  x est  comprise  entre  les  limites 


g Ax  Ax’ 


lo"’  X 


lojîx 


A X 


12 

■5“ 


Ax 


i 5 i5  O 


/h-tcrminiHiiin  dt:  deux  limites  du  nombre  //ui  indique  eonibien 
il  J-  a de  nombres  premiers  eompris  entre  deux  nombres 
donnés. 

Soit  m le  nombre  qui  indique  combien  il  y a de  nombres 
premiers  plus  grands  qu’un  nombre  <lonné  / et  qui  nesurpassent 
|>as  un  autif  noudire  donné  L.  La  somme  des  logarithmes  ne- 
|)ériens  de  ces  m nombres  premiers,  sera  évidemment  com- 
prise entre  m log  l et  m log  ; on  aura  donc 

6 (L)  — 0(/)  > m log  /, 
d (L)  — 0 (/)  < m log  L, 


et , par  conséquent , 

V MI‘)  -0(0 

m e ; ) 

log  / 


O(i0-Ot/) 

log  L. 
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mais,  d’ajircs  IfS  ini-galilés  ! )>  <>"  •'* 

5 ' 5 • 

+ jj  ( 2 log'  L + log’/)  4- 1 1 2 log I.  -h  3 log  /)  -f-  5, 

6(L)-0(/)>A 

— *'  -halog'  /)  — |(31ogL+2l(.g/)  — 5;  , 

donc 

* (s  sT^  L+  log*  i )-H  I (a  lug  L-t-3  log  < )-i-i 

A I.’-  / *)-  (log>  1.  + , l„g-  (3  log  L-4-î  log  /)-â. 

^ ^ _ 


Ces  formules  ( 1 5)  donnent  ainsi  deux  limites  entre  lesquelles 
tombe  la  quantité  m qui  désigne  combien  il  y a de  nombres  |)re- 
micis  plus  grands  (|ue  / et  qui  ne  surpassent  pas  L.  L.a  deuxième 
de  CCS  formules  montre  qu’on  troureca  plus  de  t nombres  pre- 
miers entre  les  limites  /et  L,  si  la  condition  suivante  est  satis- 
faite , savoir  : 

(i(j)  *<  -A^^  log'L-Hïlog’/)  - ^(31ogl,-i-  alog/)-3 

et  comme  / est  ^ o cl  < L , on  vérifie  celte  inégalité  ( i6  ) en 
faisant 

, '"  ( '■  -5  ')-  'i  - riie  “ J ^ - 5 

^ " loge  ' 


d’où  l’on  lire 


(ï  - ') 


I 1 

logl.-g^. 


Ainsi,  en  prenanl  |)our  / celle  valeur,  on  es!  sur  de  trouver  plus 
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(le  h nombres  premiers  entre  / cl  L.  Il  est  bien  entendu  <|uc  / 
et  L sont  supposés  plus  grands  tpte  i . 

En  faisant  A = o,  on  |>cut  conclure  de  ce  qui  précède  qu’il  y 
a au  moins  un  nombre  pivmier  entre  / et  L , si  l’on  prend 


(.8) 


5 Ÿ 7.5  log’L  laSlogL  j5 

(i  ^ ” l6Alog(j  24  A 6Â 


Di  iiionstrntion  tlu  poslulatum  de  M.  Bertrand. 


Des  résultats  que  nous  venons  d’«»btenir,  il  est  aisé  <le  dé- 
duire la  démonstration  du  postulatum  de  M.  Bertrand.  Effecti-. 
veinent,  nous  venons  de  voir  qn’il  y a au  moins  un  nombre 
premier  entre  les  lijaites  , 

5 i aSIog’L  laSlogL  a5 

6 * vi6Alog6  2.4  A 6^  • 

« 

donc  il  sera  établi  qu'il  y a au  moins  un  nombre  premier  entre 
les  limites  n et  2 a — 2,  si  l’on  prouve  qu'on  peut , par  une  va- 
leur convenable  de  L,  satisfaire  aux  deux  inégalités 

* 

2 /7  — 2 »>  L , 


, I > _ ^ _ ' a5  log  L ^ 25 

” G ' i6Alog_6  'i4  A 6 A 

Or,  on  vérifie  évidemment  la  première  de  ces  inégalités  en 
prenant  . 

. I,  = 2 a — 3.  , 

• . 

Quant  à la  seconde  , elle  devient  pour  L = 2 « — 3,  ,• 


— 3)  — 2v^o  — 3 


• • 

I 25  log  ( 2 rt  — 3 ) 

2.}  A 


a5  log’  [7.  a — 3)  ♦ 

é6  A log  6 
25  , . 

6Â  ’ 
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ce  qui  esl  exact  pour  toutes  les  valeurs  de  a qui  surpassent 
la  plus  grande  racine  de  l'oquation 


(>9) 


X = 3) 


2 y/2x  — 3 — 


25  log’  ( 2 X 3 ) 

1 6 A log  6 


125  1og(2X  — 3)  25 

24  À 6a’ 


»<>r  on  trouve  que  cette  plus  grande  racine  est  comprise  entre 
i5t)  et  160;  donc  si  a est  ^ 160,  il  y a nécessairement  un 
nombre  premier  compris  entre  n et  2 a — 2.  A l’égard  des  va- 
leurs de  a inférieures  à 160,  le  postulatum  de  M.  Bertrt^id  peut 
se  vérifier  immédiatement  au  moyen  des  Tables  de  nombres 
' |>retniers. 


FIN  W.S  NOTKS. 

« 

(a 


3,  /,.// 


"îigitized  by  GoogI 


Digitized  by  Coogle 


